







Alqebra 


ALQEBRA 


CHARLES H. LEHMANN 

Profesor adjunto de Matematicas, 

The Cooper Union School of Engineering 



LIMUSA 


NORIEGA EDITORES 

MEXICO • Espana • Venezuela • Colombia 




Lehmann, Charles H. 

Algebra = College algebra / Charles H. 
Lehmann. — Mexico : Limusa, 2004. 

464 p. : il. ; 15.5 cm. 

ISBN 968-18-0116-4. 

Rustica. 

1 .Algebra 

I.Tom£s de Hoyos, tr. 

LC: QA154 Dewey: 512 - dc21 


Version autorizada en espanol de la obra publicada 

EN INGLES CON EL TlTULO: 

COLLEGE ALGEBRA 
© John Wiley & Sons, Inc. 

Colaborador en la traducciOn: 

TOMAS DE HOYOS 

Profesor de matemAticas en el Instituto TecnolOgico 

Y DE EsTUDIOS SuPERIORES DE MONTERREY, NUEVO LEON, 

Mexico. 

La presentaciOn y disposioOn en conjunto de 
ALGEBRA 

SON PROPIEDAD DEL EDITOR. NfNGUNA PARTE DE ESTA OBRA 

PUEDE ser reproducida o transmitida, mediante ningun 
sistema o metodo, electronico o mecAnico (incluyendo 

EL FOTOCOPIADO, LA GRABAClON O CLIALQUIER SISTEMA DE 
RECUPERACION Y ALMACENAMIENTO DE INFORMACION), SIN 
CONSENTIMIENTO POR ESCRITO DEL EDITOR. 

Derechos reservados: 

©2004, EDITORIAL LIMUSA, S.A. deC.V. 

GRUPO NORIEGA EDITORES 
Balderas 95, Mexico, D.F. 

C.P. 06040 
m 8503 8050 

01(800) 706 9100 
[Hi 5512 2903 
w limusa® noriega.com.mx 
'y www.noriega.com.mx 

CANIEM Num. 121 

Hecho en Mexico 
ISBN 968-18-0116-4 
39.1 



ALQEBRA 


Prologo 


Este texto esta dedicado al estudio dc aquellos tcmas del algebra que 
tradicionalmente se estudian en la universidad. Aunque se esupone 
que solamente se ha cursado un curso dc algebra elemental aprovecharan 
mucho mas este libro aquellos estudiantes que hayan llcvado dos cursos 
dc algebra y uno de trigonometna plana. No es exagerado scnalar la 
iinportaneia que tiene el algebra en los estudios universitarios, ya que 
es una experiencia bien conocida el hecho dc que las deficiencias en esta 
materia impiden al estudiante cursar de manera satisfactory la geometria 
analitica y el calculo. Por esta razon le he dado una importancia primor¬ 
dial a la forma de exposicion. y me he preocupado panicularmente por 
dar la mayor claridad posiblc a los temas estudiados. Convienc observar 
que cada capitulo empieza con una introduction cuyo proposito es dar 
al estudiante no solo una 1 idea preliminar de lo que se va a tratar en el 
capitulo, sino tambien relacionar el tema correspondiente con otros pos- 
teriores y con otras ramas de las matematicas. Se ha hecho un sincero 
csfuerzo para presentar la materia de modo que llenc, en la forma mas 
efectiva posible, las necesidades tanto del profesor como del estudiante. 
El material se ha arreglado de modo que puede ser facilmente dividido 
en leceiones o temas individuates manteniendose la unidad del desarrollo. 
Los resultados mas importantes se han presentado en forma de teoremas, 
y tambien se han incluido en los resumenes; dc esta manera, cualquier 
referencia que el estudiante necesite en el future podra ser localizada 
facilmente. 

Se ha procurado que el libro se pueda usar para cursos de diferenlc 
duracion, por medio de la seleccion de determinados capitulos o de partes 
de ellos, sin que se afecte la continuidad de la materia. 

Naturalmente, se ha dado mayor importancia a los ultimos capitulos 
y a los temas superiores; sin embargo los primeros capitulos son algo 
mas que un repaso del algebra elemental, pues presentan la materia descU 
un punto de vista superior, que el estudiante ya esta en posicion de 
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comprender dada la experiencia adquirida en su estudio preliminar del 
algebra. 

Algunas de las caracteristicas especiales del libro permiten relacionar 
ciertos puntos con algunos temas de la matematica moderna. Para em- 
pezar, el capitulo l presenta una introduccidn elemental de los funda- 
mentos, estructura y naturaleza del algebra. Lo tratado en este capitulo 
representa sustancialmente el contenido de la c&tedra que he dictado 
durante muchos ahos al empezar el curso en mis clases de algebra en 
la universidad. 

El capitulo 2, contiene un desarrollo completo del importante 
tema de las operaciones algebraicas. Se dan demostraciones elementales 
de las propiedades de las operaciones fundamentales en forma sencilla y 
atractiva, facilmente comprensible para el estudiante. Ademas, en el lugar 
apropiado de este capitulo, se dedica un artlculo a la introduction, en 
forma elemental, del importante concepto de campo de numeros. 

El estudio de las desigualdades e inecuaciones (capitulo 6) se ha 
hecho en forma mas completa que en la mayoria de los textos de algebra. 
La experiencia ha demostrado que este es uno de los temas en el cual 
muchos estudiantes requieren ayuda considerable. 

En el capitulo 8 se trata de un modo completo el tema de los nume¬ 
ros complejos; ademas se introducen y se discuten en forma elemental 
los import antes conceptos de grupo y de vector. Este capitulo concluye 
con un articulo sobre las funciones de variable compleja. 

Se estudia con gran detalle todo lo relativo a permutaciones, combi- 
naciones (capitulo 13) y cilculo de probabilidades (capitulo 14), pres- 
tandose una atencion particular al estudio de la distribution binomial. 

Lo relativo a determinantes * ha sido tratado en forma especial. 
Dado que este punto presenta gcneralmente dificultades para el estu¬ 
diante, se aborda en forma lenta y sencilla haciendo hincapie en las 
t£cnicas para el calculo de determinantes. Despues de que el estudiante 
ha aprendido como operar con determinantes, esta en mucho mejor po¬ 
sition para en tender y apreciar las demostraciones de los teorcmas. 

Los ejercicios son una caracteristica especial del libro. Hay mas de 
2 000, ademas de mas de 200 ejemplos completamente resueltos. Todos 
estos ejercicios son bastante mas que simples manipulaciones de tipo 
mecanico, pues han sido pensados con propositos definidos. Naturalmen- 
te, en primer lugar los ejercicios sirven para ampliar y completar la com- 
prension del estudiante tanto de los conocimientos teoricos como de las 
aplicaciones. Graduados por dificultad, los ejercicios varian desde los muy 
sencillos hasta aquellos que representan un reto a la habilidad del estu¬ 
diante. Aparte, algunos ejercicios se han incluido con objeto de introdu- 
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cir temas adicionalcs que el profesor puede extender segun crea coft- 
veniente. 

Deseo expresar mi mas sincere agradecimiento a mis amigos y cole- 
gas, profesor James N. Eastham y al Sr. Alan Wayne; cada uno de ellos 
se tom6 la molestia de leer independientemente el manuscrito, y c^da 
uno contribuyo grandemente al valor del libro a traves de sus comenta- 
rios, sugerencias y critica constructiva. Tambien deseo manifestar mi 
agradecimiento a los miembros de la redaction de la casa John Wiley and 
Sons que prestaron constante ayuda y valiosa cooperation. 

Charles H. Lehmann 

Flushing, Nueva York 
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Conceptos fundamentales 


1.1. INTRODUCTION 

El estudiante que inicia un curso de algebra en la universidad, ha 
estudiado anteriormente uno o dos cursos de algebra elemental, en los 
que se dio la mayor importancia a la mecanizacion de las opcraciones 
algebraicas y a la obtencidn correcta de las soluciones. Poca o ninguna 
atencion se puso entonces en los fundamentos, estructura y naturaleza 
del algebra; es por esto que el proposito de este capita lo es considerar 
algunos de estos conceptos fundamentales del algebra. 

En los articulos siguientes se da una exposicion elemental de las ca- 
racteristicas particulares del algebra y de los fundamentos sobre los que 
descansa esta materia. Este estudio debera ser, por necesidad, breve, pues 
un estudio detallado de la estructura del algebra, sobre una base 16gica 
y rigurosa, realmente pertenece a tratados superiores. En el estudio de 
los conceptos fundamentales el lector necesitara utilizar sus conocimien- 
tos previos de algebra elemental. 

1.2. LOS FUNDAMENTOS DEL ALGEBRA 

Cada una de las diferentes ramas de las matematicas tiene una estruc¬ 
tura logica construida a partir de ciertas proposiciones fundamentales 
conocidas como postulados. El estudiante ya ha visto un ejemplo de esto 
al estudiar la geometria elemental. Alii se deducen, en forma de teore- 
mas, las propiedades de las figuras geometricas, tomando como punto 
de partida cicrtos conceptos primitivos elementales (introducidos sin defi- 
nicion), definiciones y postulados, siendo cada teorema una consecuencia 
logica de uno o mas de los teoremas precedentes o de los postulados. 
Analogamente, los fundamentos del algebra descansan, como vamos a 
ver, en ciertos postulados fundamentales, conceptos primitivos y defi¬ 
niciones. 
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El punto dc partida de una dctenninada rama de las matematicas 
esta asociado con el significado de ciertas palabras o expresiones basicas. 
Una palabra se define describiendola en terminos de otras palabras quc 
a su vez son capaces de descripcion posterior o bien son aceptadas como 
conocidas. Es evidente que este proceso nos conducira a una palabra o 
palabras para las cuales no hay definicion. Se hace cntonces necesario 
suponcr que tales palabras poseen significados que acordamos aceptar 
sin definicion formal. Es en este momento cuando se establece la base 
para una ciencia deductiva tal como lo es el algebra. 

Ya que no hay restriccioncs al empezar, estamos en completa libertad 
para escoger los terminos que vamos a aceptar sin definicion. Es natural, 
y es lo acostumbrado, restringir tal selection a los conceptos mas senci- 
llos y fundamentales y que, ademas, no conduzcan posteriormente a con- 
tradicciones. El cstudiante podra recordar que su primcra experiencia con 
la aritmetica fue contar el numero de objetos de un conjunto, y que para 
este proposito se usaron ciertos simbolos designados por 1, 2, 3, 4,..., y 
llamados numeros naturales. Nosotros daremos a tales numeros el nombre 
de enteros y positivos, 

postulado 1. Admitimos la existencia de los numeros enteros y po¬ 
sitivos, los cuales se emplean al contar el numero de objetos de un con- 
junto y que se designan por los simbolos 1, 2, 3, 4... 

El siguiente paso en la experiencia del estudiante con la aritmetica 
consistio en la determinacidn del numero total de objetos al reunir dos 
o mas con juntos de objetos. Esto requirio la operacion llamada adicion . 
En particular, para la determination del numero total de objetos en dos 
o mas conjuntos del mismo numero de clementos , se empleo la operacion 
llamada multiplicacion. Estas dos operaciones fundamentales conducen 
al postulado siguiente: 

postulado 2. Existen dos operaciones con los numeros enteros y po¬ 
sitivos, llamadas adicion y multiplication, y designadas por medio de los 
simbolos + y X respectivamente. 

Tomando estos dos postulados como punto de partida es posible crear 
todo el sistema de numeros utilizado en el algebra, tal como se bosqueja 
en el articulo siguiente. 

1.3. SISTEMAS DE NUMEROS USADOS EN ALGEBRA 

Si con los numeros enteros y positivos se efectuan las operaciones de 
adicion y multiplicacion los resultados obtenidos son tambien numeros 
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enteros y positivos. Evidentemente, los dos postulados fundamentales del 
algebra (Art. 1.2) restringcn todo calculo a los numeros enteros y positi¬ 
vos y a las dos operaciones dc adicion y multiplicacion. Para quitar esta 
restriccidn, y satisfaccr la necesidad de disponcr de otros numeros, como 
los numeros negativos y los fraccionarios, sc hace neccsario introducir 
otros conceptos. 

En sus cursos de algebra elemental el estudiante aprcndio a utilizar 
letras para representar numeros. Segun esto representemos por a y b 
a dos numeros enteros y positivos dados, los cuales vamos a sumar, y sea 
c su suma. Entonces tenemos la igualdad y afimiainos cjue representa 
la solution del siguiente problema: Dados dos numeros enteros y positi¬ 
vos a y b , hollar su suma c. 

(1) a + b = c 

Ahora consideremos el problema inverso , es decir, dad a la suma c 
de dos numeros enteros y positivos a y b, y dado uno de ellos a> encontrar 
el otro b. La resolution de este problema requiere la operacion invcrsa de 
la adicion, la cual es llamada sustraccion. Esta nueva operacion se repre¬ 
senta por medio del simbolo —, y escribimos la solution en la forma 

(2) b = c — a } 

en donde se afirma que b es el resultado de restar a de c. Por su experien- 
cia anterior con los numeros cl estudiante se dara cucnta de que las 
relaciones (1) y (2) son equivalentes, siendo |X)sible obtener una cual- 
quiera de ellas a partir dc la otra. 

Fijemonos ahora en cl importante hecho de que en un sistema de 
numeros restringido a los enteros y positivos es imposible restar un numero 
mayor de otro menor. Para hacer posible la sustraccion en este caso, se 
introducen los nuevos numeros liamados numeros enteros y negativos y 
designados por los simbolos —1, —2, — 3 ... 

En particular, si restamos un numero entero de si mismo, obtenemos 
el importante numero cero designado por el simbolo 0. Asi, si a repre¬ 
senta cualquier numero entero, tenemos la relation 

(3) a — a=0, 

la cual podeinos considcrarla como definition del cero. Notese que cero 
no es ni un numero entero positivo ni un entero negativo. 

Ahora vamos a considerar la operacion de multiplicacion ya postu- 
lada. Sean a y b las represcntacioncs de dos numeros enteros dados que 
vamos a multiplicar entre si, y sea c la representation de su producto. 
Entonces escribimos la igualdad 

(4) aX b = c, 
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en la cual a y b se Hainan fadores de c , y afirmamos quc dicha relacion 
representa la solucion del siguiente problema: Dados dos numeros ente- 
ros a y by hallar su producto c. 

Considercmos ahora el problema in verso, es decir, dado el producto c 
de dos numeros enteros a y b, y dado el factor a, hallar el otro factor b. 
La resolucion de este problema requiere una operacion que sea inversa 
de la multiplicacion y es la llamada division . Escribimos la solucidn en 
la forma 

(5) b = ~, 

a 

que establece que b es el resultado de dividir c entre a. En la relacion 
(5), c se llama el dividendo, a el divisor y b el cociente. 

Es importante observar quc en un sistema de numeros limitado a los 
numeros enteros, no es siempre posible efectuar la operacion de dividir. 
Asi, si dividimos el entero 6 entre el cntcro 3, el resultado es 2, o sea 
otro entero. Pero si intentamos dividir el entero 5 entre el entero 3, la 
operacion no es posible, ya que no existe ningiin numero entero que 
multiplicado por el entero 3 de un producto igual al entero 5. Para hacer 
que en este caso, y en otros analogos, la division sea posible, se introducen 
nuevos numeros llamados numeros fraccionarios o fracciones y quc re- 
presentan como se indica en el segundo miembro de la igualdad (5), 11a- 
mandose numerador al entero c y denominador al entero a. 

Habiendo incluido las fracciones en nuestro sistema de numeros, la 
operacion de dividir expresada en la igualdad (5), es posible en todos 
los casos con una sola exception, a saber, cuando el divisor a es cero. 
Mas adelante veremos que en la operacion de dividir esta excluida la 
division entre cero. En consecuencia las igualdades (4) y (5) son equi- 
valcntes, siendo posible obtener una cualquiera de ellas a partir de la 
otra, siempre y cuando el divisor a sea diferente de cero. 

Hasta este momento nuestro sistema de numeros esta formado por los 
numeros enteros positivos y negativos, el cero y los numeros fraccionarios 
positiv es y negativos. Estos numeros constituyen el sistema de los numeros 
racionales. 

Definition. Se dice que un numero es racional si puede ser expresado 
en la forma p/q en donde p es cualquier numero entero positivo o ne- 
gativo, o cero, y q es cualquier numero entero positivo o negativo. 

Los numeros enteros son numeros racionales. Por ejemplo, 5 = % = 
!%, etc. Tambien el cero es un numero racional ya que 0 = 0 ja en 
donde a es cualquier entero diferente de cero. 

Consideremos ahora el caso especial de la multiplicacion en que todos 
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los factores que se van a multiplicar son iguales. Asi, si multiplicamos 
el numero a por si mismo, obteneinos el producto aa } el cual general- 
inente escribimos en la forma a*. En general, el producto de n factores, 
cada uno de ellos iguales a a, se escribe en la forma a n , recibiendo el 
numero entero y positivo n el nombre de exponente. En este caso decimos 
que hemos elevado el numero a a la enesima potencia, operacion que reci- 
be el nombre de potenciacion. 

Esta operacion se escribe en la forma 

(6) a" = b, 

y representa la solucion al siguiente problema: Dados el numero a y el 
numero entero y positivo n hollar el numero b que es la enesima potencia 
de a. Consideremos ahora el problema inverso , es decir, dados el numero 
b y el entero y positivo n hollar el numero a cuya enesima potencia es 
igual a b. La resolucion a este problema requiere una operacion que es 
inversa de la potenciacion, llamada radicacion. La solucion se escribe en 
la forma 

( 7 ) a = Vb, 

la cual establece que a es una raiz enesima de b. Por esta razon la ope¬ 
racion de radicacion tambien es llamada extraccidn de una raiz. En la 
igualdad (7), el simbolo se llama radical y el entero n se llama 
indice de la raiz. 

Hemos llegado ahora a una importante etapa en el desarrollo del 
sisteina de numeros usados en algebra. Las operaciones de adicion, sus- 
traccion, multiplication, division y potenciacion, cuando se aplican a 
numeros racionales produecn resultados unicos que son tambien numeros 
racionales, es decir, no requieren ampliacion del sistema de numeros. 

Sin embargo, esto no es cierto para la radicacion. Por ejemplo, la 
raiz cuadrada de 4 no tiene un resultado unico pues puede ser +2 6 —2 
ya que ( —2) 2 = 4, o sea, lo mismo que ( + 2) 2 . En este caso los resul¬ 
tados aunque no son linicos son todavia racionales. Sin embargo conside¬ 
remos ahora la raiz cuadrada positiva de 2, la cual puede ser esciita 
simplemente como V2. No es dificil demostrar que este numero no puede 
ser expresado en la forma p/q de modo que llene el requisito de la defi- 
nicion de numero racional. Un numero como este se llama irracional. El 
sistema de numeros racionales, junto con todos los numeros irracionales 
positivos y negativos constituyen el sistema de numeros reales del algebra. 

Investigaremos ahora la ultima ampliacion de nuestro sistema de nu¬ 
meros. Hemos visto que la radicacidn no seria posible en algunos casos 
si nos limitaramos al sistema de numeros racionales. Fue esto lo que nos 
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hizo anadir los numeros irracionales a nuestro sistema numerico. Podemos 
obscrvar tambien que en nucstros ejemplos anteriorcs se han utilizado 
unicamente la raiz cuadrada de numeros positivos. Para que la radica- 
cion comprenda todos los casos, debemos considerar tambien la extrac¬ 
tion dc raices de numeros ncgativos. Per cjemplo, tratemos de hallar la 
raiz cuadrada de —4, es decir, queremos hallar un numero a tal que 
a 2 = —4. Como una propiedad fundamental del sistema de los numeros 
reales es que el cuadrado (o una potencia par) de cualquier numcro real 
(positivo o negativo) es un numero real positivo, resulta evidente que 
el numero a no puede pcrtenccer al sistema de numeros reales. Para hacer 
posible esta operation es necesario introducir una nueva clase de numeros. 

Sea c cualquier numero positivo lo cual equivale a que — c sea un 
numero negativo y que zbV^-c no sea numero real. Podemos escribir 

(8) ± V^c = ± Vc V—l. 

En esta relaeion ± W es un nximero real, lo que significa que si que- 
remos dar algun significado a zb V — c, debemos dar significado o sea 
definir, a V—1. 

Definicion. La caniidad V^-l se llama la unidad imaginaria , la 
cual se representa por medio del simbolo i, y tiene la propiedad de que 

i 2 = —1. 

Segun esta definicion la relaeion (8) puede ser escrita en la forma 
zb V—r = zb Vrz. 

Ya que zt Vc* es un numero real, lo podemos representar por medio 
del numero real b resultando que bi representa una nueva clase de nu¬ 
meros que definimos asi: 

Definicion. Un numero de la forma bi y en donde b es cualquier 
numero real e i es la unidad imaginaria, se llama un numero imaginario 
puro. 

Mas adelante encontraremos numeros que constan de la suma de un 
numero real con un numero imaginario puro. Son los numeros comple- 
jos que se definen asi: 

Definicion. Un numero de la forma a + bi, en donde ay b son nu¬ 
meros reales e i es la unidad imaginaria, se llama un numcro complejo. 

Debido a todo lo anterior podemos decir ahora que para hacer posi- 
bles en todos los casos las seis operaciones, fue necesario ampliar nuestro 
sistema de numeros hasta la inclusion dc los numeros complejos. Pero 
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poclemos hacer irna observacion muy significativa respecto al numero 
complejo a + bi. Si a = 0 pero b ^ 0, a + bi toma la forma bi, lo cual 
significa que los numeros imaginarios puros son un caso especial de los 
numeros complejos. Si b — 0, a + bi toma la forma a, y por lo tan to 
representa un numero real. Segun este punto de vista un numero real es 
simplemente un caso particular de un numero complejo, por lo cual se 
dice que el conjunto de todos los numeros reales es un subconjunto del 
con junto de numeros complejos. Aunque a menudo tendremos ocasion 
de hacer una distincion precisa entre numeros reales y complejos, consi- 
deraremos, en virtud de nuestra ultima afirmacion, que el sistema de 
numeros usado en el algebra es el de los numeros complejos. 


1.4. LAS OPERACIONES ALGEBRAICAS 

Las seis operaciones que hemos visto en el articulo anterior: adicion, 
sustraccion, multiplicacion, division, potcnciacion y radicacion, son las 
operaciones algebraicas. Estas operaciones son de gran importancia no 
solo en algebra sino tambien en cualquier otra rama de las matematicas 
donde puedan ser usadas. Estas operaciones estan sujetas a ciertas res- 
tricciones o condiciones llamadas propiedades o leyes. Es esencial para 
poder obtener rcsultados correctos, aplicar las operaciones de acuerdo con 
estas leyes. El uso inadeeuado de las operaciones algebraicas es probable- 
mente la causa de la mayor dificultad con que se encuentran no solo 
los estudiantes de algebra sino tambien los de otras ramas de las mate¬ 
maticas. Esta es la razon por la cual todo el siguiente capitulo se ha 
dedicado al tema de las operaciones algebraicas. 

En los articulos precedentes hemos observado que para hacer posibles 
en todos los casos las operaciones algebraicas, fue necesario ampliar nues- 
tro sistema de los numeros enteros y positivos, postulando originalmente, 
a los enteros y negativos, cero, fracciones, numeros irracionales y final- 
mente numeros complejos. Es natural que el estudiante sc haga ahora la 
siguiente pregunta: ^Sera necesario introducir algun nuevo tipo de nume¬ 
ro diferente de los numeros complejos al efectuar las seis operaciones 
algebraicas con dichos numeros? La respuesta es no, pues mas adelante 
veremos que la aplicacion de las operaciones algebraicas a los numeros 
complejos siempre nos dara resultados que son tambien numeros comple¬ 
jos. Esto se expresa diciendo que el sistema o conjunto de los numeros 
complejos es cerrado respecto a las seis operaciones algebraicas, o lo que 
es lo mismo, que el sistema de numeros complejos es adecuado para la 
aplicacion de todas las operaciones algebraicas. 
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1.5. ESTRUCTURA DEL ALGEBRA 

Es imposible dar una respuesta concisa y al mismo ticmpo satisfacto- 
ria a la pregunta: ^Que es el algebra? Gualquier intento en este sentido 
estaria lejos dc dar al estudiante un concepto adccuado de la materia 
en cuestion. Sin embargo, estamos ahora en condiciones de establecer que 
el algebra tiene una estructura caracterizada por 

(1) Un conjunto determinado de simbolos que representan numeros 
complejos. 

(2) Un conjunto determinado de operaciones que se pueden efectuar 
con los simbolos (1), y que son las seis operaciones algebraicas. 

(3) Las propiedades o leyes de las operaciones (2). 

Los dos primeros puntos han sido ya considerados en los articulos 1.3 
y 1.4 respectivamente, el punto (3) sera estudiado en el capitulo si- 
guiente. 

Evidentemente, resulta que el algebra tiene una estructuia muy sen- 
cilla. Veremos en todo lo que sigue que todos los temas y problemas con¬ 
siderados en el algebra resultan de sujetar los simbolos (1) a las opera¬ 
ciones (2) de acuerdo con las propiedades (3). 


1.6. NATURALEZA DEL ALGEBRA 

Es natural, y es lo acostumbrado, presentar inicialmente al estudiante 
los temas del dlgebra como una generalization de los de la aritmetica. 
Asi es como el estudiante se encuentra por primera vez con los numeros 
negativos. Tambien aprende a usar las letras como una representation 
de los numeros y pronto se da cuenta de la ventaja de representar con 
la letra x, o con cualquier otra letra, la cantidad dcsconocida al resolver 
ciertos problemas. Ahora veremos que estas ideas son ejemplos de la 
estructura del algebra. 

Podemos resumir lo expuesto en este capitulo caracterizando la natu - 
raleza del algebra en la siguiente definicion. 

Definition fundamental. Se dice que un proceso matematico es alge - 
braico si contiene una o varias de las operaciones de adicion, sustraccion, 
multiplication, divisidn, potentiation y radicacion aplicadas una o varias 
veces, en cualquier orden, a numeros complejos cualesquiera o a sim¬ 
bolos cualesquiera que representen numeros complejos. 
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Como un ejemplo de esta definition considertaios la expresion 
2x 2 — 3 xy + 4y*. Esta expresion es algebraica porque ha sido fonnada 
aplicando operaciones algebraicas a numeros y a letras que representan 
numeros. 

Como otro ejemplo consideremos la ecuacion cuadratica 
ax 2 +- bx + c = 0, a ^ 0. 

El estudiante que ha estudiado esta ecuacion recordara que su solution 
esta dada por la formula 

—b zh V b 2 — 4 ac 
X = - 2a 

Esta solution es algebraica ya que contiene operaciones algebraicas 
efectuadas con numeros. Es interesante observar que en el calculo de esta 
formula intervienen las seis operaciones algebraicas. 

Terminaremos exponiendo brevemente otro tema que arroja luz adi- 
cional sobre la naturaleza del algebra. 

Cuando el estudiante estudio geometria en la escuela secundaria se 
le dijo que esa materia es conocida con el nombre de geometria eucli - 
diana. Tal vez se le haya dicho tambien que existen otras geometrias, 
conocidas con el nombre de geometrias no euclidian as, las cuales tienen 
propiedades muy diferentes a las de la geometria euclidiana. En forma 
analoga, como veremos ahora, existen otras algebras con propiedades 
diferentes de las del algebra que estamos estudiando. 

Hay numeros cuya estructura es diferente de la de nuestros numeros 
complejos a + bi, o bien que son una generalization de ellos. Tales nume¬ 
ros sc llaman mimeros hipercomplcjos. Un tipo de numeros hipercomple- 
jos lo forman los llamados cuaterniones. No siendo un cuaternion un 
niimero complejo podemos esperar que presente diferencias en varios res- 
pectos. Una de ellas es la siguiente: la multiplicacion de numeros com¬ 
plejos tiene la propiedad conmutativa, que establece que el producto de 
dos numeros es independiente del orden de los factores. Asg si x e y 
son dos numeros complejos, el producto xy es identico al producto yx. 
Sin embargo, si A y B son dos cuaterniones, no es cierto, en general, que 
AB y BA sean iguales. Las propiedades y aplicacioncs de los cuaterniones 
constituyen el campo de estudio conocido como el algebra de cuaterniones . 

Otra algebra de gran interes es el algebra de matrices. Cualquiera 
de los elementos b£sicos en esta algebra recibe el nombre de matriz; esta 
algebra es de gran importancia en las matematicas y la fisica modemas. 
La multiplicacion de matrices, al igual que la de cuaterniones, no tiene, 
en general, la propiedad conmutativa. 
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Existen muchas otras algebras, aparte de las dos citadas anteriormente, 
pero su estudio cae fuera del proposito de este texto y corresponde a 
tratados mas superiores. Para distinguirla de cualquier otro tipo de alge¬ 
bra, la materia quo vamos a estudiar en este libro recibe generalmente 
el nornbre de algebra de los numeros complejos. 


2 


Operaciones algebraicas 


2.1. INTRODUCCION 

En cste capitulo se tratara dc las operaciones algebraicas (Art. 1.4) 
y de la manera de efectuarlas. Destaquemos, una vez mas, la gran im¬ 
portance de aprender a efectuar bien tales operaciones. La habilidad 
para manipular las expresiones algebraicas, con precision y rapidez, es 
un requisito primordial para progresar satisfactoriamente en las aplica- 
ciones del algebra. Tal habilidad se adquiere principalmente por medio 
de la practica. Por lo tanto, se insiste en la gran Convenience de que el 
estudiante resuelva el mayor numero posible de los problemas contenidos 
en las series de ejercicios de este capitulo. 


2.2. EXPRESION ALGEBRAICA, TERMINO, POLINOMIO 

De acuerdo con la definition fundamental de proceso algebraico 
(Art. 1.6), el resultado de un proceso de dicho tipo se llama expresion 
algebraica. Asi, 3 x 2 y + z es una expresion algebraica porque se obtiene 
efectuando operaciones algebraicas con el numero 3 y las letras x, y y z y 
las cuales representan numeros. Otros ejemplos de expresiones algebraicas 

Va x 2 + 2 

son 6x 2 — lx + 8, 2 a + -, y-. 

b 7 x 3 — 5x 2 + 7 

La representacidn mas sencilla de un numero se hace por medio de 
cifras o de una literal. Asi, por ejemplo, la cifra 5 6 la literal b. La mas 
simple de las expresiones algebraicas en las que intervienen mas de un 
numero o literal, se obtiene combinando estos numeros y letras por medio 
de cualquiera de las operaciones algebraicas, con exception de la adicion 
y la sustraccion. Las siguientes son ejemplos de esta clase de expresiones 
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algebraicas: 5 xy, 2 a z b, 3*/2 y, 4 \' ac. Cada una de ellas se llama termino 
algcbraico . 

Cualquier factor de un termino algebraico se llama coeficiente de los 
factorcs rcstantes. Asi, en el termino 5 xy, 5 es coeficiente de xy y 5x es 
coeficiente de y. Sin embargo, generalmentc convicne considerar como 
coeficiente solamente a un numero o una letra. Por lo tanto, 5 es coefi¬ 
ciente (numcrico) de xy cn el termino 5 xy y b es el coeficiente (literal) 
de xy en el termino bxy. 

Los terminos algcbraicos que difieren unicamente en sus coeficientcs 
se llaman terminos semejantes. Por ejcmplo 5 xy y —7 xy son terminos 
semejantes. 

Si las litcrales de un termino algebraico estan combinadas solamente 
por medio de la operation de multiplication, se dice que el tfamino es 
rational entcro. Por cjemplo, los terminos 5 xy, — fyx 2 y \^5ab 2 ti son todos 
racionales enteros. 

Observamos que los exponentes de un termino racional entero son 
numeros enteros y positivos. Se entiende por grado de un termino racional 
entero a la suma de los mencionados exponentes. Por cjemplo, 5 xy es 
de grado 2, — %x 2 es de grado 2 y V5 ab 2 c* es de grado 6. 

Un solo termino algebraico sc llama monomio. Si dos o mas expre- 
siones algebraicas estan enlazadas por los signos + o —■, la expresidn 
resultante se llama suma algebraica. Una suma algebraica de dos termi¬ 
nos se llama binomio y una de tres terminos es un trinomio. En general, 
una suma algebraica de dos o mas terminos se llama multinomio. Por 
cjemplo, cl multinomio 4* 2 — 2 x\f~y + y 2 /2 consta de los terminos 4x 2 , 
—2xVy*e y 2 / 2. Obscrvcse que los terminos de un multinomio estan sepa - 
rados por los signos + o —. 

El tipo particular del multinomio formado solamente por terminos 
racionales enteros se llama polinomio. Son ejemplos de polinomios: 
2x 2 + 3a.-}' + f, \^2z 3 — %z 2 + 4z — 8, y 3x* + 4a: 3 — 2x 2 —Hx + 5.Se 
entiende por grado de un polinomio el grado del termino de mayor grado. 
Asi, los tres polinomios anteriores son de grados 2, 3 y 4, rcspectivamente. 
Si todos los terminos de un polinomio son del mismo grado, se dice que 
es homogeneo. Por lo tanto, el primer polinomio es homogeneo, pero el 
segundo y el tercero no lo son. 

En estc capitulo consideraremos unicamente las operaciones algebrai¬ 
cas con expresioncs algebraicas del tipo anteriormente descrito. Ademas, 
si hay alguna observaeidn en sentido contrario, consideraremos que dichas 
operaciones se aplicaran unicamente a numeros reales. Posteriormcnte ha- 
nmos un estudio especial de los numeros completos (Capitulo 8). 
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2.3. ADICION 

La adicion es una opcracion quc sc caracteriza por los siguientes cinco 
postulados llamados propicdades o leycs de la adicidn. 

(1) Ley dc cxistcucia. La adicidn es sicmpre posible. Es dccir, sicm- 
pre es posible efcctuar esta opcracion con dos o mas numeros, y cl resul- 
tado es tambien un numcro. 

(2) Ley de unicidad. La adicion es unica. Es decir, dados dos nume- 
ros cualesquiera a y b existe un solo numero c tal que a + b = c. El 
numero c es la suma dc a y b. 

(3) Ley conmutativa . La adicion es conmutativa. Esto es, si a y b 
son dos numeros cualesquiera, entonces a + b = b + a. En otras palabras 
la suma de dos (o mas) numeros es independiente del orden de los 
sumandos. 

Ejemplo: 2 + 5 = 5 + 2. 

(4) Ley asociativa . La adicidn es asociativa. Esto es, si a , b, c son 
tres numeros cualesquiera entonces (a + b) + c = a + (b c). En 
otras palabras, la suma dc tres (o mas) numeros es independiente de la 
manera en que estos se agrupen. 

Ejemplo: (2 + 5) + 8 = 2 + (5 + 8). 

(5) Propiedad aditiva de la igualdad. Si a, b,y c son numeros cua¬ 
lesquiera tales que a = b, entonces a + c = b + c. 

El lector podra reconocer cn esta propiedad al conocido axioma que 
dice: si a numeros iguales se anaden numeros iguales resultan sumas 
iguales. 

Estas leyes pueden ser generalizadas a cualquier numero de sumandos. 

Al describir la ley asociativa dc la suma usamos un simbolo dc agru - 
pacion llamado parentesis que se representa por el simbolo ( ). El pro- 
posito de este simbolo es indicar que todos los terminos enccrrados en 
el deben ser considerados como un solo numero. Otros simbolos de 
agrupacion son: el parentesis rectangular [], la Have { }, y la barra o 

vinculo -, la cual se (^oloca arriba de las cantidadcs que sc van a agru- 

par, como, por ejemplo, en 2 + 5 + 8. 

La suma de exprcsioncs algebraicas cuyos terminos son todos positivos 
se efectua exactamente como en la aritmetica. Sin embarga si algunos de 
los terminos son negatives el proceso rcquicre un metodo especial. Ya 
que los numeros negativos se introducen para hacer posible la sustraccion 
en todos los casos (Art. 1.3), es preferible diferir la consideracion de los 
problemas de adicion algebraica liasta despues de estudiar la sustraccion. 
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2.4. SUSTRACCION 

En cl Art. 1.3 describimos la sustraccion como la opcracion inversa 
dc la adici6n. La sustraccion qucda dcfinida bajo la siguiente 

hipotesis. Dados dos numcros cualesquicra aye , cxistc un numero 
b y solo uno tal que 

(1) a + b = c. 

Este numero b esta dado por la igualdad 

(2) b = c-a, 

que sc lee “b es igual a c nicnos a” y cn la cual diremos que b es la dife - 
rencia obtenida al restar el sustraendo a del minuendo c. 

Ejemplo: 5 + 2 = 7, siendo 2 = 7 — 5. 

Tambien podemos decir que b cs el numero que debe ser sumado con 
a para producir cl numero c. Asi, de (1) y (2) obtenemos la relacion 

(3) a + (c — a) = c. 

La sustraccion ticnc la siguiente propiedad: 

Propiedad sustractiva de la igualdad . Si a, b y c son numeros cualcs- 
quiera tales que a = b } entonccs a — c = b — c. 

El estudiante reconoccra esta ley como el conocido axioma que dice: 
si sc restan numeros iguales de numcros iguales las diferencias son iguales. 

Es importante observar que segun la hipotesis hccha anterionnente 
el rcsultado de la sustraccion es unico. Aliora veremos como se puede 
haccr posiblc la opcracion de rcstar en cualquier caso. Para ello veamos 
primero lo que significa la expresion “un numero es mayor que otro”. 

Definicion. Se dice que el numero x es mayor que el numero y, si 
x — y es un numero positivo. Entonces cscribimos x > y, que se lee “x es 
mayor que y”. 

Ejemplo: 7 > 5, ya que 7 — 5 = 2, siendo 2 un numero positivo. 

La relacion x > y implica tambien que y cs mcnor que x, escribien- 
dose y < x. Estas dos relaciones son, por supucsto, equivalentes. 

Hacicndo refcrencia a la anterior relacion (2), rcsulta que se deben 
considerar tres casos. 

(I) a < c. Entonccs b = c — a es un numero positivo. Este caso co- 
rresponde al caso aritmetico ordinario en que se resta un numero de 
otro mayor. 
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(II) a = c. En este caso b — c — a~ c — c = 0 por definition de 
cero (Art. 1.3). Por lo tan to, de (1) tenemos 

a + 0 = a 

y luego, por la ley conmutativa de la suma (Art. 2.3), tenemos 

(4) a *f 0 — 0 a ~ a, 

lo cual expresa una importante propiedad del cero. 

(III) a > c. En este caso se trata de restar un numero de otro menor. 
Esta es la primera desviacidn importante respecto a las opcraciones 
aritmeticas. 

De a > c se concluye que a — c — p, en donde p es un numero posi- 
tivo, de modo que la expresion c — a de la relacion (2) no tiene sentido 
en un sistema restringido a los numeros enteros y positivos. Para hacer 
posible la resta en este caso definimos a c — a en la relacion (2) como 
un numero negativo y escribimos 

c — a = — p, 

(5) c — c = —(a — c). 

Como un ejemplo de la relacion (5) tenemos 

5 — 7 = —(7 — 5) = —2. 

En el caso particular en que c = 0, el numero negativo c — a que 
hemos definido toma la forma 0 — a , que se abrevia escribiendo — a y 
se llama el negativo de a. Esto es, 

(6) 0 — a = —a. 

El numero positivo p se escribe a veces +/>, leyendose “mas /?” para 
hacer destacar el signo positivo. El numero negativo — p, que se lee “me- 
nos p” siempre va precedido del signo negativo. Si p es cualquier numero 
positivo, es conveniente llamar a — p su numero negativo correspondiente. 
Asi, —5 es el numero negativo correspondiente a 5. 

El valor absoluto de cualquier numero a , se representa por |a|, y sig¬ 
nifies su valor aritmetico ordinaiio sin considerar el signo. Por ejemplo 
|5| = 5 y | —2| = 2. Evidentemente, cualquier numero positivo y su 
numero negativo correspondiente tienen el mismo valor absoluto. 

A1 hablar de los numeros con signos hemos usado los signos positivo 
y negativo como signos de cualidad que denotan “numero positivo }i o 
(C numero negativo Sin embargo estos mismos signos han sido usados 
previamente como signos de operation. Este doble uso o significado de 
los signos positivo y negativo queda justificado con los teoremas siguientes. 
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Teorema 1. La suma de cualquier numcro positivo con su correspond 
diente numcro negativo es cero . 

demostracion. Sea a cualquier numero positivo, de modo que — a 
es su numero negativo correspondiente. Entonces por la anterior rela¬ 
tion (6), 

a + (— a) = a + (0— a). 

Si ahora hacemos c = 0 en la relation (3), que es la definici6n de 
sustraccion, tenemos a + (0 — a) = 0, de modo que el segundo miembro 
de la igualdad anterior se anula. 

Por lo tan to, a + (— a) = 0, como se queria demostrar. 

Un ejemplo sencillo de este teorema es 5 + (—5) = 0. 

Teoreina 2. La operacion de sumar un numero negativo es equiva - 
lente a la operacion de restar un numero positivo que tenga cl mismo 
valor absoluto. 

demostracion. Sea a un numero cualquiera y b un numero positivo, 
de modo que — b es su numero negativo correspondiente. Vamos a 
probar que 

(7) a+ (—b) = a — b. 

Por la ley de unicidad de la adicion (Art. 2.3), 

(8) a + (—b) = c. 

Anadiendo b a ambos lados (propiedad aditiva de la igualdad, Ar- 
ticulo 2.3), 

\a + (—fe')] + b = c + b. 

de donde, por la ley asociativa, a + [(— b) + b] = c + b. 

Por el teorema 1, (— b) + b = 0. 

Luego, a + 0 = c + b> 

y por. (4), a = c + b, 

y por las relaciones (1) y (2), tenemos 

(9) c = a — b . 

De las igualdades (8) y (9) obtenemos (7) que es lo que se queria de¬ 
mostrar. 

Tambien se puede establecer, por medio del teorema 2 y de la defi¬ 
nition de sustraccion, el teorema siguiente: 

Teorema 3. La operacidn de restar un numero negativo es equiva - 
lente a la operacion de sumar uji numero positivo del mismo valor absoluto. 
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Es decir. si a es un numero cualquiera y b es un numero positivo, 
siendo — b su numero negativo correspondiente, entonces 

a — (—b) = a+ b 

la demostracion de este teorerna se deja como ejercicio. 

Ahora estainos en situacion de caracterizar completamcnte la opera- 
cion de la adicion algebraica. 

Teorerna 4. Si a, b y p = a + b son tres numeros positivos, de modo 
que — a, —b y —p re present an, respcctivamcnte sus numeros negativos 
correspondientes, entonces en la adicion algebraica son validas las si - 
guientes relaciones: 

I. a + b ~ p. 

II. — a -h (— b) — —a — b = —(a + b) = — p. 

III. Si a > b, entonces a + (— b) ~ a — b. 

Si a < b, entonces a + (— b) = a — b = — (b — a ). 

La relacion I es aritmetica y es parte de la hipotesis. Las relaciones II 
y III son consecuencia del teorerna 2 y de la relacion (5). 

Estas relaciones pueden ser enunciadas como sigue: 

I y II. Pam sumar dos numeros de signos iguales sumense sus valores 
absolutos y antepongase a la suma el signo comun. 

III. Para sumar dos numeros de signos contraries restese el de me- 
nor valor absoluto del de mayor valor absoluto y antepongase a la dife- 
rencia el signo del numero que tenga mayor valor absoluto. 

Ejemplos: 

2 + 5=7. 

(—2) + (—5) =— 2 — 5 = — (2 + 5) =—7. 

(—2) + (5) = —2 + 5 = 5 —2 = 3. 

(2) + (—5) = 2 —5 =—(5—2) = —3. 

Las relaciones del teorerna 4 pueden ser generalizadas a tres o mds 
numeros. 

Como una consecuencia directa de los tcoremas 2, 3 y 4, se establece 
el siguiente procedimiento para restar: 

Teorerna 5. La operacion de restar un numero de otro consiste en 
cambiar el signo del suslracndo y luego proceder como en la suma alge¬ 
braica (Teorerna 4). 

Ahora podemos observer una sencilla pero importante propiedad que 
relaciona a los numeros positivos y negativos y el cero. Sea a un numero 
positivo y per lo tanto — a un numero negativo. Por la relacion (4): 
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a + 0 = a, 


de donde. pov la definicion de sustraccion, relation (2), tenemos 

(10) a — 0^a. 

Por (i teoreina 3, 0 — (— a) — 0 + a 

de donde, por la relation (4), resulta: 

(11) 0— (— a) ^a. 

Ahora. de la definicion anterior de “mayor que” se concluye de (10) que 

(12) a > 0, 
y de (11), que 0> — a, o sea, 

(13) —fl<0. 

De las relaciones (12 y (13) tenemos: 

Teorema 6. Un numero positivo es mayor que cero y un numero ne¬ 
gativo es menor que cero . 

De este teorema se infiere que el cero no es ni un numero positivo ni 
un numero negativo. Consecuentemente, con el noinbre numeros no nega¬ 
tives designamos a todos los numeros positivos y al cero . Si a es un nume¬ 
ro de esta clase (no negativo) escribimos a > 0, que se lee “a es mayor o 
igual que cero”. 

Ahora veamos unos ejemplos de operaciones de adicion y sustraccion 
algebraicas. 

Ejcmplo 1. Calcular la suma de las siguientes expresiones algebrai¬ 
cas: x 3 + 2 x 2 y — 4 xy 2 , 2x 3 — 4 x 2 y 4* Sy 3 , 2xy 2 — 4 y 3 . 

solucion. Piimero escribimos las expresiones de modo que los ter¬ 
minus semejantes queden en columna. Luego aplicamos las leyes de la 
suma enunciadas en el Teorema 4. El resultado es el siguiente: 

x 3 + 2x 2 y — 4xy 2 
2.y 3 — Ax 2 y + V 

2xy- — Af 

Suma = 3x 3 — 2x 2 y — 2 xy 2 — y 3 

Ejemplo 2. Hallar la diferencia obtenida al restar a 3 — 3a 2 4- 4a — 7 
de 2 a :i + a 2 — 3 a — 5. 

solucion. Escribimos el sustraendo debajo del minuendo de modo 
que los terminos semejantes queden en columna. Entonces, consideran- 
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do que cl signo de cada tcrmino del sustraendo cambia, sumainos los 
terminos semejantes de acucrdo con cl Tcorema 5. 

Minuendo 2a 3 a 2 — 3 a — 5 

Sustraendo a 3 — 3a 2 + 4 a — 7 
Diferencia a 3 + 4a 2 — 7 a + 2. 

Si al lector lc parece mas sencillo, al escribir el sustraendo sc puedc cam- 
biar el signo dc cada lermino y luego sumar. 

La adicion v sustraccion de expresiones algebraicas a menudo requic- 
ren el uso de simbolos de agrupacion (Art. 2.3). La simplificaci6n dc 
tales expresiones requiere quitar estos simbolos. Segun nuestros resulta- 
dos anteriores tenemos el siguiente procedimiento para manejar una ex¬ 
presion algebraica que esta encerrada entre parentesis. 

Un parentesis precedido del signo mas puede suprimirse sin hacer 
ningun otro cambio. Un parentesis precedido del signo menos puede 
suprimirse cambiando el signo dc cada uno dc los terminos encerrados 
en el. 

Si una expresion contiene mas de un simbolo de agrupacion puede 
usarse cualquier orden para suprimir dichos simbolos. Sin embargo, es 
gencralmente mas sencillo suprimir un simbolo de agrupacion en cada 
paso, suprimiendo cada vez el simbolo que no tiene en su interior otros 
simbolos de agrupacion. 

Ejemplo 3. Simplificar la expresion: 

5a — (2a — {4a + 2b + [a — 36]}). 

solucion. Suprimiendo primero el parentesis rectangular tenemos 

5a — (2a— {4a + 2b + a — 3b}) 

= 5a — (2a — 4a — 2b —* a + 3 b) 

= 5a —2a + 4a + 2b + a —3b = 8a— b. 

Al adquirir practica, el estudiante puede efectuar dos o mas pasos a 
la vez acortando considerablemente la simplificacion. 

EJERCICIOS. GRUPO 1. 

En cada uno de los ejercicios 1-5 calcular la suma dc las expresiones algebrai¬ 
cas dadas. 

1. 2a 3 — 2 a 2 b + 26 s , 3 a 2 b — 4 ab 2 — 4fc 3 , 2 ab* —n a . * — 

2. 4m 2 — 3 tnn + 2n 2 , 6mn — 2n 2 -f 5, 3n 2 — 3 — 2m 2 . 

3. x 2 — 4xy + 3y 2 , 2x 2 + 2 xy — 2y 2 , 2 xy — y z — x 2 . 

4. 3x 3 — Sx 2 -f 9x, —x 3 4- 3x 2 — 8, 2x 3 — 2x 2 — 7x -f 5. 

5. c 2 + 2 cd — 2d, 3 c — 3cd — 2d 2 , c 2 + 4d— 2c + 2d 2 . 
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En cada unc de los ejercicios 6-10 hailar la diferencia obtcnida al restar la 
scgunda exprcsidn de la primera. 

6. 3a — 2d 4 4c — d, 2a 4 d — 3c — d. 

7. * 3 __ 4*2 + 2x — 5, —x 3 4 2x2 — 3x — 3 . 

8 . a s _ 3 fl 2 ^ + s a b2 _ ^ __ 4 fl 2 j, + 2a6 2 4 d 3 . 

9. 2a 4 4dy — 2o ’ 2 + <fy 8 , 2dy 3 -2by — a 4 3cy 2 . 

10. m 4 4 6 m 3 — 7m* 4- 8 m — 9, 2m s 4* 3m 2 — 4m — 3. 

En los ejercicios 11-15, A = x 3 4 2x 2 — 3x 4 1, B — 2x 3 — x 2 4 4x— 7, 
y C = x 3 4 x 2 — 6 x — 2. 

11 . Calcular A + B — C, 14. Calcular B — A 4 C. 

12. Calcular A — B + C. 15. Calcular B — A — C. 

13. Calcular A — B — C. 

16. Demostrar que la suma de todas las exprcsiones en los ejercicios 11-15 
es igual a la expresion en el ejercicio 11 . 

En cada uno de los ejercicios 17-21, siinplificar la expresidn dada. 

17. 5— {2 4 3— (4 — 8 = 2) 4 [5 — 8 ]}. 

18 . 4 4 [5—(6 —9 4 {7 —2}) —(12 —5)]. 

19. x 4- 2y — (4y — x 4 {3x — 2 y] — {2x —• 2 y )). 

20. 4a — [66 4 {2a — [36 4 a — b 4 4a]}]. 

21. m 4 2n—{3m — 2m 4 n—(2n — [m — 4n])}. 

22. (a) Hailar el numero que debe anadirse a —8 para que la suma sea 
igual a 15. (fc) Encontrar el numero que debe ailadirsc a 7 para que la suma 
sea igual a —3. 

23. (a) Hailar el niimero que debe restarse de 4 para que la diferencia sea 6. 
( b) Encontrar el numero que debe restarse de —11 para que la diferencia sea 4. 

24. (a) Hailar el numero que al restarle 8 se obtenga —2. (b) Encontrar 
el numero que al disminuirle —7 resulte 4. 

25. Hailar la expresion que debe sumarse a 3a — 2b + 4r para obtener 
2a 4 3 b — 2c. 

26. Encontrar la expresion que debe restarse de 4x 4 2y — 7 para que la 
diferencia sea igual a 3x — y 4 5. 

27. Encontrar la expresion que debe disminuirse en 2m — 2n 4 3 p para ob¬ 
tener una diferencia igual a 4m 4 n — 2 p. 

Cada uno de los ejercicios 28-31 se refierc a un problema de sustraccion. 

28. El minuendo es 2a 2 4 2 ab — b 2 ; la diferencia es a 2 4 3 ab — 2b 2 . Hailar 
el sustraendo. 

29. El Sustraendo es x 2 4 - 3x — 7; la diferencia es 3x 2 — 3x 4 4. Encontrar 
el minuendo. 

30. La diferencia es x 2 4- 2xy — 3y 2 ; el minuendo es 3x 2 — 2xy 4 y 2 . Hailar 
el sustraendo. 

31. La diferencia es a 3 4- 3a 2 — 2a 4 5; el sustraendo es 2a 3 — 2a 2 4 a — 5. 
Hailar el minuendo. 

32. Por medio de la definicion de “mayor que” comprobar las siguientes re- 
Iaciones: 9 > 2; —2 > —9; 2 > —9. 

33. Si a es un numero positivo, comprobar las siguientes relaciones: 

•—3a > —5a; a > —2a; —4a < —a. 

34. Ampliar a tres o m&s numeros la ley de unicidad de la adicidn. 
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35. Ampliar a tres o m£s numeros la ley conmutativa de la adicion. 

36. Generalizar a cuatro o m&s numeros la ley asociativa de la adicion. 

37. Demostrar que la suma de cualquier numero negativo con su valor abso¬ 
lute es igual a cero. 

38. Demostrar el Teorema 3 del Art. 2.4. 

39. Dar una demostraci6n detallada del Teorema 4 del Art. 2.4. 

40. Dar una demostracion detallada del Teorema 5 del Art. 2.4. 

2.5. MULTIPLICACION 

Como se obscrvo en el Art. 1.2, la multiplication, al igual que' a 
adicion, es una de las operaciones postuladas en el algebra. Se le carac- 
teriza por medio de cinco propiedades o leyes analogas a las de la adicion 
(Art. 2.3). Al enunciar estas leyes observemos que el signo de multipli- 
car X o • generalmente se omite al tratarse de dicha operation efectuada 
con letras. Es decir, a X b, a - b y ab tienen el mismo significado. 

(1) Ley de existencia. La multi plicacion es siempre posible. Es de¬ 
cir, siempre es posible efectuar esta operation para dos o mas numeros 
cualesquiera y el resultado es tambien un numero. 

(2) Ley de unicidad . La multiplication es unica. Esto es, para dos 
numeros dados cualesquiera a y b, existe un numero c y solo uno tal que 
ab = c. El numero unico c se llama el producto de a por b , siendo ay b 
sus fadores. Los factores a y b reciben tambien los nombres de multipli- 
cando y multiplicador , respectivamente. 

(3) Ley conmutativa. La multi plicacion es conmutativa. Esto es, si 
ay b son dos numeros cualesquiera entonces ab = ba. En otras palabras, 
el producto de dos (o mas) numeros es independiente del orden en que 
se efectue la multiplication. 

Ejemplo: 2X5 = 5X2. 

(4) Ley asociativa. La multi plicacion es asociativa . Es decir, si 
a, b y c son tres numeros cualesquiera entonces (ab)c = a (be). En otras 
palabras, el producto de tres (o mas) niimeros es independiente del orden 
en que se les agrupa. 

Ejemplo: (2 • 5)8 = 2(5 *8). 

(5) Propiedad multiplication de la igualdad. Si a, b y c son numeros 
cualesquiera tales que a = b entonces ac = be. 

El lector reconocera en esta propiedad al conocido axioma que dice 
que si numeros iguales se multiplican por numeros iguales los productos 
resultan iguales. 
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La multiplicacion y la adicion estan relacionadas por medio de la 
importantc propiedad siguiente: 

Propiedad distributivei. La multiplication es distributive con rcspccto 
a la adicidn. Es decir, si a, b y c son tres numeros cualesquicra cntonces 
a(b + c) = ab + ac . 

Ejemplo: 3(2 + 7) = 3 X 2 + 3 X 7. 

Estas leyes pueden ser ampliadas a cualquier numero de cantidades. 
Ahora deduciremos algunas de las propiedades fundamentales de la 
multiplicacion. Empe/arcmos extendiendo la propiedad distributiva. 

Teorema 7. La multiplicacion cs distributiva coji rcspccto a la sus¬ 
traccion . Esto cs, para tres numeros cualesquicra a , b, c, 

a(b — c) — ab — ac. 

demostracion. Sea 

(1) b — c = x. 

Por la definicion de sustraccion (Art. 2.4), 

b = c + x. 

Por la propiedad multiplicative de la igualdad (5), 

ab = a(c + at), 

y por la propiedad distributiva que acabamos de enunciar, 

ab = ac + ax, 

y, por la definicion de sustraccion 

ax ~ ab -— ac. 

Sustituyendo x por su valor dado en (1), 

a(b — c) — ab — ac, 
como se queria demostrar 

Teorema 8. El producto de cualquier numero por cero cs igual a ccro . 

demostracion. Sea a un numero cualquiera. Por la definicion de 
cero (Ait. 1.3), 

a-0 = a{b — b) 

= ab — ab (por el Teorema 7). 

= 0, (por la definicion de cero), 

como se queria demostrar. 
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En los dos teoremas siguicntes vainos a establecer la ley de los signos 
de la multiplication. Para ello nccesitamos cl siguiente postulado: 

postiti.ado. El producto de dos numeros positivos es un numero po- 
sitivo. 

Teorcma 9. El producto de un numero positivo por un numero nega- 
tivo es un numero negativo. 

demostracion. Sean a y b dos niimeros positivos cualesquiera, y por 
lo tanto, — b un numero negativo. Sea 

(2) a(— b) = *. 

Por la propiedad aditiva de la igualdad (Art. 2.3), 

a( — b) + ab = x + ab, 

y por la propiedad distributiva, 

a[(—b) + b] = x +ab. 

Pero, por la definicion de cero, (— b) +6 = 0. 

Por lo tan to, a • 0 •= x + ab. 

Por el Teorema 8, 0 = x + ab, 

de donde, por la definicion de sustraccion 

x -• 0 — ab, 

y, por la relation (6) del Art. 2.4, x = — ab t de modo que de (2) 
a( — b) = — ab. 

Y tomo ay b son ambos positivos, por el postulado resulta que su pro¬ 
ducto ab es positivo, y, por tanto, — ab es un numero negativo, como 
se queria demostrar. 

Teorcma 10. El producto de dos numeros negativos es un numero 
positivo. 

demostracion. Sean a y b dos numeros positivos cualesquiera y, por 
lo tanto, — a y — b dos numeros negativos. Sea 

(3) (-a) (-b) = at. 

Por la propiedad aditiva de la igualdad 

(— a) (— b) + a( — b) = x + a( — b). 

Por la propiedad distributiva y el Teorema 9, 

(—&)[(— a ) + a ] — x — ab > 
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de donde, por la definicion de cero, (— b) • 0 = x — ab . 

Por el Teorema 8, 0 = x — ab, 

de donde por la definicion de sustraccion, 0 + ab = x, 
y por la relacion (4) del Art. 2.4, ab = x, 
de modo que, por (3), (— a) ( — b) = ab. 

Y como a y b son numeros positivos, ab sera positivo (segun nuestro 
postulado anterior) con lo cual el teorema queda demostrado. 

Como consecuencia de los Teoremas 9 y 10 tenemos la siguiente regia: 

Regia de los signos de la multiplicacion 

1. El producto de dos numeros de signos iguales es positivo; el pro- 
ducto de dos numeros de signos contrarios es negativo. 

2. En general, el producto de un numero cualquiera de factores es 
positivo si no hay factores negativos o bien si el numero de factores nega¬ 
tives es par; el producto sera negativo si el numero de factores negativos 
es impar. 

Ejemplos: 2 X 5 = 10. 

(2) (—5) = —(2) (5) =-10. 

(-2) (-5) =+(2) (5) = 10. 

(2) (-3) (-5) = + (2) (3) (5) =30. 

(2) (3) (-5) = —(2) (3) (5) =-30. 

Ahora podemos establecer un teorema muy importante del cual hare- 
mos uso mas adelante. Este teorema es el reciproco del Teorema 8, y su 
enunciado es como sigue: 

Teorema 11. Si el producto de dos numeros es igual a cero , por lo 
menos uno de los {adores es igual a cero . 

demostracion. Sean a y b dos numeros tales que 

ab = 0. 

Si a = 0, el teorema queda demostrado. Supongamos a ^ 0 (lease “a no 
es igual a 0”); entonccs, deberemos demostrar que = 0. Tomemos 
como hipotesis lo contrario de la conclusion deseada, o sea, b =£ 0. Ya 
que ahora se supone que tanto a como b son diferent.es de 0 resulta, por 
el Teorema 6 (Art. 2.4), cada uno de estos numeros debe ser positivo o 
negativo. Entonces, por la regia de los signos si coinciden en signo ab 
sera positivo, y si tienen signo distinto, ab sera negativo. Pero esto con- 
tradice nuestra hipotesis de que ab = 0. Por lo tanto, nuestro supuesto de 
que b 0 es falso, con lo cual queda demostrado el teorema. 

Corolario. Si el producto de dos o mas {adores es igual a cero, por 
lo menos uno de los factores es igual a cero . 
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Consideremos ahora la multiplicacion dc expresiones algebraicas. A1 
efectuar esta operacion resulta conveniente calcular los terminos del pro- 
ducto por medio de las llamadas leycs de los exponentes. Ya hemos dicho, 
al estudiar la potenciacion (Art. 1.3), que la notacion a n 3 en donde a es 
cualquier numero y n es un numero entero y positive que se llama expo - 
nente, representa el producto de n factores todos iguales a a } dici^ndose 
que a n es la enisima potencia de a. En particular, se acosturabra omitir 
el exponente 1, y las potencias a 2 y a 3 reciben los nombres de cuadrado 
de a y cubo de a y respectivamente. Por ahora necesitamos solamente las 
tres siguientes leyes de los exponentes, en donde a y b son dos numeros 
cualesquiera y m y n son numeros enteros y positivos. 


I. 

Ejemplo: 

II. 

Ejemplo: 

III. 

Ejemplo: 


a m a n = a m + U' 


2 3 • 2 2 = 2 5 . 


(a m ) n = o mn . 
( 2 3 ) 2 = 2 °. 
(ab) m — a m b m . 

(3 • 2) 3 = 3 s • 2 s . 


Estas leyes se demuestran con gran facilidad. Por ejemplo, para la 
I, tenemos, por la ley asociativa de la multiplicacidn, 

a m a n — ( fl • a • a ... hasta m factores) [a • a • a ... hasta n factores) 

= a • a • a ... hasta m + n factores 

— a m +n 

Las demostraciones de las leyes II y III son analogas y se dejan como 
ejercicios para el estudiante. 

Utilizando estas leyes y la regia de los signos podemos obtener el pro¬ 
ducto de dos o mas monomios, como se indica a continuacion. 


Ejemplo 1. Calcular los productos indie ados: 

(H) (2a 2 b) (— 3ab *); (b) {^xfz) (— 2x*yz) (xyz 2 ); 

( C ) (—3m 2 n 3 ) 2 ; (d) (—2 p*q) 3 . 


SOLUCION. 

(a) (2 a 2 b) (Sab 2 ) = —6a 2+1 6 l+2 = 6 a 3 b 3 . 

(b) (_4 xyfiz) (—2 x 2 yz) (xyz 2 ) = 8A* 1+2 +y+ 1+1 z 1+,+2 = 

( C ) (—3m 2 n 3 ) 2 = (—3) 2 (m 2 ) 2 (n 3 ) 2 = 9m 4 n 6 . 

(d) (—2p 2 q) 3 = (-2) 3 (p 2 )V = Sp 6 q 3 . 

Consideremos ahora el producto de un monomio y un polinomio. El 
procedimiento utilizado es una consecuencia inmediata de la propiedad 
distributiva. 

Ejemplo 2. Efectuar el producto a 2 b(2ax — 3 by —2 ab 2 ). 
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solucion. Por la propicdad distributiva, 

a*b(2ax— 3by— 2ab 2 ) = (, a 2 b ) (2a*) — (fl 2 6) (36y) — {a 2 b) (2afc 2 ) 

= 2a 3 fc* — 3 arb 2 y — 2a 3 b 3 . 

Finalmente, consideremos el producto de dos polinornios. Se aplica 
tambien la propiedad distributiva. En efecto, consideremos por sencillcz, 
el producto de dos binomios. Entonces, por la propiedad distributiva, 

(a + 6) (* + y) = (a + b)x + (a + b)y 

y aplicando nuevamente esta propiedad, = ax -f- bx + ay + by. 

Asi vemos, como se noto en el Ejemplo 2, que el producto de dos 
expresiones consta de la suraa algebraica de los productos obtenidos al 
multiplicar cada termino del multiplicando por cada termino del mul- 
tiplicador. En la practica es conveniente escribir el multiplicador debajo 
del multiplicando, estando ambos ordenados segiin las potencias descen- 
dentes de una cierta literal, y luego colocar los productos en columnas de 
modo que los terminos semejantes aparezcan uno debajo de otro para 
facilitar la suma. Este procedimiento se aplica en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 3. Multiplicar * 2 + xy — 2y 2 por Sy 2 — 2 xy + x 2 . 

solucion. Se escribe el multiplicando y el multiplicador ordenados 
segiin las potencias descendentes de * y se dispone la operacion como 
ague: 

a* 2 + xy —2 y 2 multiplicando 
x 2 — 2 xy + 3y 2 multiplicador 

(1) a 4 + * 3 y — 2* 2 y 2 

(2) —2x*y — 2 x 2 f + 4Ay 3 

(3) 3*y + 3 xy 8 — 6y 4 
Producto a 4 — a 3 y— *y + 7 a y 3 — 6y 4 . 

Las filas (1), (2) y (3) sc obtienen multiplicando cada termino por 
a 2 , -—2Ay, y 3y 2 , respectivamente. El producto es la suma algebraica de 
estos trcs productos. 

NOTAS 

1. Las operaciones algebraicas pueden ser comprobadas parcialmente 
sustituyendo las literales por valores numericos. Asi, en el ejemplo ante¬ 
rior, si hacemos x = 2 y y = 3, obtenemos los siguientes valores: 

Multiplicando = 4 + (2) (3) — 2(9) = —8. 

Multiplicador =4 —2(2) (3) + 3(9) = 19. 

Producto =16 — (8) (3) —(4) (9) + 7(2) (27) — 6(81) = —152, 
y (—8) (19) = —152. 
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2. Si tanto el multiplicand© como el multiplicador spn polinomios 
homogencos entonces el producto es tambien un polinomio homogenco, 
tal como se ha visto en el ejemplo anterior. 


2.6. PRODUCTOS NOTABLES 

En la lista siguiente aparecen algunas de las formulas de productos 
notables que son utiles en divcrsos problemas de multiplicacion y de fac- 
torizacion. Se recomienda que el estudiante memorice estas nueve formu¬ 
las, todas las cuales pueden establecerse por multiplicacion directa. 

1. (a + b) 2 = a 2 + 2ab + b 2 . 

2. (a — b) 2 ^a 2 — 2ab + b 2 . 

3. (a + b)(a — b) = a 2 — b 2 . 

4. (x + a) (x 4- b ) = x 2 + (a + b)x + ab . 

5. (ax + b) (cx + d) = acx 2 + (ad + be) x 4- bd. 

6. (a + b) 8 = a 2 + 3 a 2 b + 3 ab 2 + b 3 . 

7. ( a — b ) 8 = fl 3 — 3 a 2 b + 3 ab 2 — b\ 

8. (a + b) (a 2 — ab + b 2 ) = a 3 + b\ 

9. (a — b)(a 2 + ab + b 2 )=a*—b\ 

Utilizando doble signo es posible combinar ciertos pares de dichas 
formulas en una sola. Por ejemplo, los tipos uno y dos pueden expresarse 
conjuntarnente asi: 

(adz b) 2 a 2 ± 2ab + b 2 . 

El tipo 1 se obtiene utilizando los signos superiores y el tipo 2 por medio 
de los signos inferiores. Una observarion similar es aplicable a los pares 
6 y 7, y 8 y 9. 

Algunas de estas formulas pueden enunciarse facilmente con palabras. 
Por ejemplo, el producto notable del tipo 1 dice: El cuadrado de la 
suma de dos numeros cualesquiera es igual a la suma de los cuadrados 
de dichos numeros mas el doble de su producto. 

A1 llegar a este punto conviene hacer resaltar la importancia de una 
habilidad que el estudiante debe adquirir lo mas pronto posible. Es la 
de saber reconocer formas materndticas y saber genemlizarlas. Asi, ya que 
el producto notable de tipo 1 es aplicable para obtener el cuadrado de. 
la suma de dos numeros o expresiones cualesquiera , las cuales pueden 
estar representadas por una gran variedad de formas, conviene saber apli- 
carlo en los diferentes casos ya que la operacion a efectuar es la misma. 

Ejemplo 1. Calendar [x 2 4- 2x 4- y —3] 2 . 
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solucion. [a 2 + 2a + y — 3] 2 = [(x 2 + 2x) + ( y — 3)] 2 
Por el tipo 1, 

= (a* 2 + 2a) 2 + 2(a 2 + 2x) (y — 3) + (y — 3) 2 
= (a 4 4- 4a 3 + 4a 2 ) + (2a 2 ^ — 6a 2 + 4a y — 12a) 4- ( y 2 — 6 y + 9) 
= a 4 + 4a 3 + 2a 2 }> — 2a 2 4- Axy + y 2 — 12a — 6}' + 9. 

Analogamente, el estudiante debe observar que el tipo 3 se reficre al 
producto de la suma y la diferencia de unas mismas dos cantidades . 

Ejemplo 2. Encontrar el producto de a 4- y — 2 y a — y + 2. 

solucion. Naturalmente podemos obtener este producto por mul¬ 
tiplication directa, como en el ejemplo 3 del Art. 2.5. Sin embargo, tam- 
bien podemos escribir 

(x + y—2) (* —y + 2) = [x + (y-2)1*-(y-2)] 

Por el tipo 3, — a 2 — (y — 2) 2 

Por el tipo 2, = a 2 — (y 2 — 4 y + 4) 

= a 2 — f + 4y — 4. 

Ejemplo 3. Calcular (3a 2 — 2 y) 3 . 

solucion. Por el tipo 7, tenemos 

(3.v 2 —2y) 8 = (3a 2 ) 3 —3(3A 2 ) 2 (2y) + 3(3a 2 ) (2y) 2 — (2y) # 

•= 27 a 6 — 54a 4 >' + 36A 2 y 2 — 8 y\ 

Finalmente, considercmos el cuadrado de un polinomio cualquiera. 
Por multiplicacion directa, tenemos 

{a + b + c) 2 = a 2 + b 2 + c 2 + 2ab 4- 2ac 4- 2 be. 

Este resultado es un caso particular del teorema siguiente: 

Teorema 12. El cuadrado dc un polinomio cualquiera cs igual a la 
suma de los cuadrados de cada uno de svs terminos y mas el doble pro¬ 
ducto de cada termino con cada uno de los tirminos que le siguen . 

Este teorema puede demostrarse por un metodo Uamado induccion ma- 
temdtica que sera estudiado mas adelante. El estudiante observara que 
los tipos 1 y 2 son casos especiales de este teorema. Asimismo notard 
que este teorema se puede usar para obtener el resultado del ejemplo 1. 

EJERCICIOS. GRUPO 2 

En cada uno de los ejercicios 1-15 hallar el producto indicado. 

1. (8fl2&)(—2flfc2). 2. (—ab*c)(3a*bc)(2abc°~). 

3. xy 2 (x 2 — 2y 4- 4). 4. (2a 2 — 5y) (4a + 2y 2 ). 

5. (a 2 + 2ab — 26 2 )(3a — 76). 6. (a 2 — 3a? 4- y 2 ) (2a— 3y + 2). 
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7. ( a 2 — 2ab -f 46-) (a -f 26). Comprobar el resultado haciendo a = 2 
y b — 3. 

8. (x 2 -f y 2 + * 2 — xy — xz — yz) (x + y + z). 

9. (m 3 — m 2 -f m — 1) (—m 3 + m ~ — m + 1)- 

10. (2 + 3* 2 + x 3 ) (x 2 — 1 + 4 a:). 

11. (* + a) (y + a) (z + a). 

12. (* 2 —*— 1) 2 (* 2 + jf + 1). 

13. (a 4 + <z 3 & + a 2 6 2 + a& 3 + b*)(a—b). 

14. + + + 

15. ( a 2 — a -j- 1) (a 4 — A 2 + 1)(a 2 -f a + 1). Comprobar el icsultado ha¬ 
ciendo a = 2. 

16. Demostrar que la ley de unicidad de la multiplicacion puede ser ampliada 
para el producto de tres o mAs numcros. 

17. Demostrar que la ley conmutativa de la multiplicacion puede ser amplia¬ 
da para el producto de tres o m&s numcros. 

18. Demostrar que la ley asociativa de la multiplicaci6n puede ser ampliada 
para el producto dc cuatro o mds numeros. 

19. Demostrar que la propiedad distributiva puede ser ampliada para el pro¬ 
ducto de cuatro o m&s numeros. 

20. Demostrar el corolario del Teorema 11 (Art. 2.5). 

21. Comprobar los ejemplos numeriros dados para ihistrar las leyes de los 
exponentes I, II y III (Art. 2.5). 

22. Demostrar las leyes de los exponentes II y III (Art. 2.5). 

23. Dar ejemplos que muestren la diferencia entre las leyes de los exponentes 
I y II (Art. 2.5). 

24. Demostrar que la ley de los exponentes I puede generalizarse a tres o m&s 
factores, es decir, demostrar que a w a"a p .. . a r = A w+n+p ' +r . 

25. Demostrar que la ley de los exi>onrntes III puede generalizarse a tres o 
mas factores, es decir, demostrar que (abc ... z) m = a m b m c m ... z m . 

26. Demostrar que la ley de los exponentes III puede generalizarse en la for¬ 
ma (a*W ...)" = a pm b qn c rm ... 

27. Demostrar que el producto de dos polinomios homogeneos es tambien un 
polinomio homog^neo y que el grado del producto es igual a la sunia de los grados 
del multiplicando y el multiplicador. 

Los ejercicios 28-34 se refieren a los nueve tipos de productos notables men- 
tionados en el Art. 2.6. 

28. Comprobar por multiplicacion directa los tipos 1, 2 y 3. 

29. Comprobar por multiplicacion directa los tipos 4 y 5. 

30. Comprobar por multiplicacion directa los tipos 6 y 7. 

31. Comprobar por multiplicacion directa los tipos 8 y 9. 

32. Enunciar con palabras los tipos 2 y 3. 

33. Enunciar con palabras los tipos 6 y 7. 

34. Utilizando dobles signos expresar en un solo enunciado: (a) los tipos 
6 y 7; (b) los tipos 8 y 9. 

35. Comprobar el resultado del ejemplo 1 del Art. 2.6 utilizando el Teore¬ 
ma 12. 

En los ejercicios 36-50 calcular las expresiones dadas f>or medio de las formas 
tipo y del Teorema 12 del Art. 2.6. 

36. (2x 2 — 3y 2 ) 2 . 
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37. (a 2 — ab) 2 . 

38. (« 2 f-3)(a 2 —3). 

39. (ax 4- xy)(ax — xy). 

40. (xHH 1)(* 2 + x —1). 

41. (a — b 4 c)(a + b + c). 

42. (2* 4 5)(3jc — 2). 

43. (4x — 2) (3a: 4 2). 

44. (2c 2 -f d 2 )\ 

45. (3m — 2n2)3. 

46. (fl+fe) 4 . 

47. (*« 4 1)(* 2 4 1)(at2 — 1). 

48. (x 2 4 x 4 1)(* 2 — x 4 1)(* 4 — * 2 + 1). 

49. (a — b + c — d) 2 . 

50. (2w — x 4 2 y — z) 2 . 


2.7. DIVISION 

En el Art. 1.3 describimos la divisidn como la operation inversa de la 
multiplication. La divisidn sc define indirectamente por medio del postu- 
lado siguiente: 

postulado. Dados dos numeros cualesquiera a y c, a ^ 0, existe un 
niunero b y s61o uno tal que 

(1) ab — c . 

Este numero b esta dado por la igualdad 

(2) b = ~, a^O, 

a 

que se lee “b es igual a c dividido entre a \ y se dice que b es el cocicnte 
obtenido al dividir el dividendo c entre el divisor a. 

Ejemplo: 5 * 2 =10, de donde 2 = *%. 

Tambien podemos decir que b es cl numero por el que hay que multipli- 
car a para obtener el produeto c . Asi, de (1) y (2) tenemos la igualdad 

(3) a-- = c, 0. 

a 

nota. En la relation (2) la operation de dividir fue indicada por 
medio de una linea horizontal. Tambien puede utilizarse con una linea 

c 

oblicua o con el simbolo o simplcmente con dos puntos:. Asi, - cfa y 

a 

'C -r- a y c:a tienen el mismo significado. 

Propiedad divisora de la igualdad. Si a y b y c son tres nuineros cuales¬ 
quiera tales que a = b y c ^ 0, entonccs afe = b/c. 
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El estudiante reconoccra cn esta Icy al conocido axionia quc dice: 
si numeros iguales son divididos cntrc numeros iguales, no nulos, los co- 
cientcs son iguales. 

Es importantc notar que scgun cl postulado cnunciado el rcsultado dc 
la division es unico. Tambien importa observar que la division cs posible 
en todo caso exccpto cuando el divisor es cero. Esto es consecuencia del 
teorema siguiente: 

Teorema 13. La division cntre cero es imposible. 

demostracion. Al definir la division por medio de la igualdad (1), 
o sea, 

(1) ab = c, 

especificamos que el numero b es unico siempre que a /= 0. Supongamos, 
contra esta definicidn, que a = 0. Ya que no hay restricciones sobre el 
numero c tencmos dos casos. 

Caso (l). c = 0. En este caso la igualdad (1) toma la forma 
(4) ab = 0. 

Pero si a = 0, b puede ser cualquier numero (Teorema 8, Art. 2.5), y 
esto es contrario a la condicion de unicidad dc b. 

Caso (2). c 0. En este caso, si la relacion (1) es a = 0, tambien 
c debe ser igual a cero, por cl Teorema 8 (Art. 2.5), lo cual es una con- 
tradiccidn. 

Por tan to, en ambos casos, el suponer que a — 0 conduce a contra- 
dicciones, lo que demuestra el teorema. 

El teorema anterior no significa quc no se pueda dividir el cero entre 
otro numero. En este caso tenemos: 

Teorema 14. Si cero se divide entre cualquier numero no nulo, el 
cociente es cero. 

demostracion. Para c = 0 en la rciacidn (1) tencmos 

(4) ab = 0. 

Ya quc a=£ 0, como consecuencia del Teorema 11 (Art. 2.5) rcsulta que 
b = 0. Esto es, en la igualdad (2), b = c/a — 0/a = 0, como se queria 
demostrar. 

Para el caso particular en que c = a =£ 0, de la relacion (1) resulta 

(5) ab — a , 

a 

de donde b = -. 

a 
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En este caso el cociente b es la unidad que se representa por 1, o sea el 
simbolo del entero positivo uno, y podemos escribir 

a 

&=-=!, 

a 

de esta igualdad y de (5) tenemos las relaciones 

a • 1 = 1 • a = a, y 

Para el caso particular en que c = 1, la igualdad (1) expresa que 


a 

a = - . 
1 


(6) ab = 1. 

En este caso el cociente'de b se llama el reciproco de a, y se escribe 


1 

a 


1 


de esta igualdad y de (6) se obtiene 1. 


De estos resultados se deducen las siguientes propiedades: 

Propiedades de la unidad 

1. El resultado de multiplicar o de dividir cualquier numero por la 
unidad es igual al mismo numero. 

2. El producto de cualquier numero no nulo por su reciproco es igual 
a la unidad. 

Ahora vamos a establecer la regia de los signos de la division. Para 
esto utilizaremos las igualdades (1) y (2), es decir, 


(1) 

( 2 ) 


c 

b = ~, 
a 


ab = c, 
a ^ 0. 


Por la regia de los signos de la multiplicacion (Art. 2.5), si en (1) son 
aye ambos positivos, o ambos negativos, entonces b debe ser positivo. 
Asimismo, si a es positivo y c es negativo, o si a es negativo y c positivo, 
entonces b debe ser negativo. Luego, de la igualdad (2) se deduce la 
siguiente regia: 

Regia de los signos de la division 

El cociente de dos numeros es positivo o negativo segun el dividendo 
y el divisor tengan signos iguales o contrarios. 
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Por lo tanto, si a, b y c son todos positivos, podemos escribir 



Teorema 15. El producto de dos cocientes a/b y c/d es otro cociente, 
dado por la igualdad 


a c ac 

b'd^Yd 


demostracion. Por las leyes asociativa y conmutativa de la multipli¬ 
cation (Art. 2.5), tenemos 


a c 
bd ’ 


bd = 



y por la relation (3) = ac, 

de donde, por la ley divisora de la igualdad 


Corolario 1. 
Corolario 2. 
Corolario 3. 


a c ac 
b'~d~~~bd 
ac a c 
bd~d fc" 


ac a c 



a a l 1 

b~\'b~ a 'b' 


Esto es, dividir entre un niimero es cquivalcntc a multiplicar por su 
reciproco. 

Tambicn, como consecucncia del Teorema 15, para m entero y po¬ 
sitive tenemos. 


(m factores) 


( a\ m a a a a • a* a ... 

b ) ~ 6 ~b ~b ” ’ ™ aCt ° reS ^ — b-b- b ... (m factores) b m 

Lo cual significa que ahora podemos anadir a las tres leyes de los expo- 
nentes del Art. 2.5 las siguientes: 


Ley de los exponentcs IV. 


fa \ m _ a m 

\bj 


m entero y positivo. 


Tambien podemos obtener la 

Ley de los exponentes V. Para o^Oymyn enteros y positivos tales 
que m > n. 


a m 


■ = or 
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Pues por la ley de los exponentes I (Art. 2.5), tenemos 
( a m ~ n ) (fl n ) = a m ~ n+n = a m i 

a m 

dc donde por la definition de division, = —. 

a n 

Como una consecuencia directa del Tcorema 15 y de la ley de expo¬ 
nentes V, tenemos 

Teorema 16. Si a y b son ambos diferentes de cero , y m, n r y s son 
numcros enteros y positivos tales qnc m >n y r > s 9 entonces 

a*'b r 

-— a m ~ n b r ~~ 5 . 

a n b s 

nota. El Teorema 16 puede ser extendido a tres o mas cocientes. 

En este articulo limitamos la operation de dividir a expresiones racio- 
nales enteras de modo que los exponentes usados sean todos positivos. Los 
exponentes negativos y fraccionarios y el exponente cero seran considera- 
dos cn articulos posteriores. 

Ahora veamos como se divide un monomio racional y entero entre 
otro de grado inferior: 

Ejemplo 1. Efectuar las siguientes divisiones: 

(a) (6a 3 b 2 ) + (—2 a 2 b) ; (b) (5ry z) + 2x 2 yz; 

(c) (—4 m 4 n 3 ) -r (—2 mV). 


solucion. Por los teoremas 15 y 16 tenemos 


(a) 

6 a : 'b 2 

6 a 3 b 2 

—2 a 2 b ~ 


(b) 

5 xyz 

5 x 3 f z 

2 x 2 yz 

2 x 3 yz 

(c) 

—Am*n 3 

-A m* n 3 

—2 m 3 n 2 

—2 m 3 n 2 


5 

2 



Consideremos ahora la division de un polinomio entre un monomio. 


Teorema 17. Para dividir un polinomio entre un monomio se divide 
cada termino del polinomio entre el monomio J y se suman los cocientes 
obtenidos. Esto es: 

a + 6 + c a i b + c . 

m m m 


m 
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demostracion. Por el Corolario 3 del Teorema 15, 



m m 


m 


(por la ley distributiva de I 
la multiplicacion, Art. 2.5) | m 



m 


m 


m 



b 


por el Corolario 3, Teorema 15, 


m m m 


Ejemplo 2. Dividir 2 a 3 bx — 3 a 2 b 2 y — 2 a 3 b 3 entre a 2 b. 

solucion. Por el Teorema 17 tenemos 

2a 3 bx — 3a 2 b 2 y—2a 3 b 3 2a 3 bx 3a 2 b 2 y _ 2 a 3 b 3 

a 2 b a?b a 2 b a 2 b 

= 2 ax —3 by —2 ab 2 . 

Esta operacidn puede ser efectuada facilmente en un solo paso. 

Se recomienda que el estudiante compare este probleina con el ejem¬ 
plo 2 del Art. 2.5. 

Finalmente consideremos el probleina dc dividir un polinomio entre 
otro. Se trata de obtener una expresion (el cociente) tal que multipli- 
cada por el divisor, produzca el dividendo. Por lo tanto, el dividendo 
estara formado por todos los productos parciales obtenidos de la multi¬ 
plicacion del divisor por cada termino del cociente. (Antes de ver como 
se resuelve el ejemplo 3 hagase un repaso del producto de dos polinomios 
estudiado en el Art. 2.5). 

Procedimiento para dividir un polinomio entre otro 

1. Se ordenan el dividendo y el divisor, segun las potencias descen- 
dentes de una misina literal. 

2. Se divide el primer termino del dividendo entre el primer termino 
del divisor, y el resultado es el primer termino del cociente. Se multiplica 
todo el divisor por este termino y se resta el producto obtenido del di¬ 
videndo. 

3. El residuo obtenido en el paso 2 se toma como nuevo dividendo 
y se repite el proceso del paso 2 para obtener el segundo termino del 
cociente. 

4. Se repite este proceso hasta que se obtenga un residuo nulo o de 
grado inferior que el del divisor. 

Ejemplo 3. Dividir x 4 — x*y — x 2 y* + 7xy 3 — 6 y 4 entre x 2 4- xy — 2 y 2 . 
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solucion. La operacion se dispone como sigue: 

x 2 — 2 xy + 3 y 2 = cociente 
x 2 + xy — 2 >’ 2 ) x 4 — x 3 y — x 2 / + 7xy 3 — 6y 4 
x 4 + x 3 }* — 2x 2 y 2 

— 2x*y + x 2 ^ 2 4- 7xy 3 
•—2x 3 y — 2x 2 y 2 + 4xy 3 

3 x 2 f + 3xy* — 6y* 

3x 2f f + 3 xy 3 — 6 > 4 

Se recomienda que el estudiante compare esta operacion con la co- 
rrespondiente operacidn de multiplicacion dada en la solucion del ejem- 
plo 3 del Art. 2.5. 

Si el residuo es cero, como en este ejemplo, la division se llama exacta 
y se dice que el dividendo es exactamente divisible entre el divisor, el 
cual recibe el nombre de divisor exacto o factor del dividendo. 

Si en una division A es cl dividendo, B el divisor, Q el cociente y R el 
residuo tenemos: Si R = 0, la division es exacta y escribimos 


de donde 



A = BQ. 


Esta igualdad muestra que la division exacta puede comprobarse verifi- 
cando que el dividendo es igual al producto del divisor y el cociente. 

Si jR 0, la division puede convertirse en exacta si el dividendo ori¬ 
ginal es diminuido en R. Entonces escribimos 



de donde A — R — BQ y 

(7) A = BQ + R. 

La relacion (7) muestra que cualquicr division puede ser comprobada 
verificando que el dividendo es igual al producto del divisor por el co¬ 
ciente mas el residuo. 

Si dividimos la relacion (7) entre B, obtenemos 
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Ejemplo 4. Dividir a 3 — 3a 2 + 4 a — 7 entre a 2 + a — 1. 
solucion. La operaeion se dispone como sigue: 

a — 4 = cociente 
a 2 + a — 1) a 3 — 3 a 2 + 4 a — 7 
a 3 Sr a 2 — a 
—4a 2 -f ba 
—4a 2 — 4 a + 4 

9 a — 1 = residuo. 

De acuerdo eon la relacion (8), podemos escribir el resultado asi: 

a 3 — 3 d z +4 a — 7 „ , 9a — 11 

-—---= a — 4 + —j-x-r 

a 2 + a — 1 cr Sr a — 1 

El estudiante debe comprobar el resultado por medio de la rela¬ 
cion (7). 

EJERCICIOS. GRUPO 3 

En cada uno de los ejercicios 1-22, efectuar la division indicada y comprobar 
cl resultado. 

1. (8 x*y s z 2 ) -*• (—4 x 2 y 2 z). 2. (—15a*m 3 n 4 ) -s- (—5am 2 n 2 ). 

3. (4 abx 3 — 86 2 x 2 y) -*• (2bx 2 ). 4. (2a 2 mx 2 y) 4- 6a 2 nyz 2 ) -4- (2a 2 y). 

5. (2x 2 + xy — 6y 2 ) + (x + 2y). 6. (x 3 —y 3 ) (x — y). 

7. (3a 2 —10a6 + 3b 2 ) (3a — b). 8. (a 3 + b 3 ) 4- (a + b). 

9. ( m 4_ n <) - (m + n). 10. (m 4 — n 4 ) 4- (m — n). 

11. (x 3 + y 3 ) 4 - (x + y). 12. (x 3 — y 5 ) 4 - (x — y). 

13. (3x 3 — 5x 2 y — 8xy 2 — 2y 3 ) 4 - (3x + y). 

14. (a 5 —4a 4 + 3a 3 + 3a 2 —3a + 2) -5- (a 2 —a —2). 

15. (2a 4 — a 3 b — 6a 2 6 2 + lab 3 — 2fr 4 ) 4- (a 2 + ab — 26 2 ). 

16. (2x 3 + 3x 4 — 5x 3 + 2x 2 + 7x — 6) -*• (2x 2 + x —2). 

17. (2x 2 + 3xy — 2y 2 — 2x 4- 6y —4) 4- (* + 2y —2). 

18. (x 3 — 3x 2 + x — 5) (x — 2). 

19. (4a 4 + 2a 3 — 4a 2 + 3a — 7) 4- (2a — 1). 

20. (x 3 + 2x 2 — 3x + 4) 4- (x 2 — x + 2). 

21. (a 4 — a 3 b — ab 3 + 6 4 ) 4- (a 2 + ab + 6 2 ). 

22. (x 4 + 2x 3 + 3x 2 — 4x + 2) 4 - (x 3 + x 2 — x + 1). 

23. Resolver cl ejemplo 14 ordenando el dividendo y el divisor segun las po- 
tencias ascendentes de a. 

24. Resolver el ejemplo 16 ordenando el dividendo y el divisor segun las po- 
tencias ascendentes de x. 

25. Comprobar el ejemplo 15 haciendo a = 2 y b = 1. 

26. Comprobar el ejemplo 17 haciendo x = 1 e y = 1. 

27. En una division exacta el dividendo cs x 3 + 3x 2 y + xy 2 — 2y 3 y el co¬ 
ciente es x 2 + xy — y 2 . Hallar el divisor. 
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28. En una division exacta, el dividendo es x 4 — y 4 y el cociente es 
x 3 4- * 2 y + xy 2 + > 3 - Hallar el divisor. 

29. Demostrar que 3x— 5 es un factor de 6x 2 — 3 lx 4- 35. 

30. Demostrar que a 4* b 4- c es un factor de a 2 — b 2 — 2 be — c 2 . 

31. Si 2x — 3y 4- 1 es un factor de 4x 2 —4 xy — 3 y 2 — 2x + ly — 2, hallar 
el otro factor. 

32. Si a 2 + 2a — 1 es un factor de 2 a 4 4- 3a 3 — 6 a 2 — 3a + 2, hallar el 
otro factor. 

33. En una division el dividendo es a 3 — 2a 2 + — 3, el divisor es a 4- 3, y 
el cociente es a 2 4- 5a + 16. Calcular cl residuo sin efectuar la division. 

34. En una division el dividendo es x 4 — 2x 3 — x 2 — x —• 1, el divisor es 
x 2 -f x + 1, y cl residuo es x — 2. Calcular el cociente. 

35. En una division el dividendo es * 5 4- 2x 4 — x 3 + 2* 2 — x 4- 2, el cocien¬ 
te es x 2 + 2x — 2, y el residuo es 3x 2 4- lx — 4. Hallar el divisor. 

36. En una division el divisor es x 2 4- 1, el cociente es x 2 4- 2* 4- 2, y el 
residuo es —4*— 1. Hallar el dividendo. 

37. Demostrar los Corolarios 1, 2 y 3 del Teorema 15 (Art. 2.7). 

38. Demostrar el Teorema 16 (Art. 2.7). 

39. Si un polinomio homogeneo es exactamcnte divisible entre otro polinomio 
homogeneo, demostrar que el cociente es tambien un polinomio homogeneo cuyo 
grado es la difcrencia entre los grados del dividendo y el divisor. 

40. Demostrar que la unidad esta relacionada con las operaciones de multi- 
plicacion y division en una forma que es analoga a la relaeion del cero respecto 
a las operaciones de suma y resta. 


2.8. CAMPO DE NUMEROS 

Anticipandonos al analisis de la operacion de factorizacion que apare- 
ce en el articulo siguiente, consideremos ahora un iraportante concepto 
de las matematicas, a saber, el concepto de campo de numeros. 

Definicion. Se dice que un conjunto de numeros forma un campo de 
numeros si la suma, difcrencia, producto y cociente (excluyendo la division 
entre cero) de dos numeros cualesquiera del conjunto (sean iguales o 
diferentes), son tambien elementos del mistno conjunto. 

Los siguientes conjuntos de numeros son ejemplos de campos de 
numeros: 

(1) Todos los numeros racionales. 

(2) Todos los numeros reales. 

(3) Todos los numeros complejos. 

Consideremos ahora el tipo 3 de los productos notables mencionados 
en el Art. 2.6, es decir, 

(n + b)(a — b) = c 2 — b\ 
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Aqui, dados los factores a + b y a — b, obtenemos su producto 
a 2 — b 2 . Reciprocamente, dada la expresion a 2 — fc 2 , o sea la diferencia 
de los cuadrados de dos numeros, podemos expresarla como producto de 
a b y a — b, o sea la suma y la diferencia de los dos numeros. Como 
consecuencia de esto podemos escribir, para cada uno de los tres tipos 
de campos de numeros arriba citados, 

(1) x 2 —1 = (x+ 1)(*—1). 

(2) x‘ — 2 = x 2 —(V2)*=(x+V2){x — V2). 

(3) x 2 + 1 = x 2 — P = (* + i)(x — i), 
siendo i = V — 1 e i 2 = —1 (Art. 1.3). 

Ahora nos preguntamos ^hasta donde podemos prolongar la factori¬ 
zacion? Aunque sc puede factorizar utilizando numeros de los tres cam¬ 
pos citados, en general limitaremos nuestras factorizaciones al campo de 
los numeros racionales. Es decir, nuestros factores seran expresiones racio- 
nales y enteras con coeficientes racionales. Asi, factorizaremos a 2 — b 2 , 
como hemos indicado pero no intentaremos continuar tratando de fac¬ 
torizar, por ejemplo, a — b en la forma 

a — b = (Va -f Vb)(Va— Vb). 

Una expresion algebraica que es igual al producto de dos o mas fac¬ 
tores en un determinado campo dc numeros se dice que es reducible en ese 
campo y, en el caso contrario, se le llama irreducible. Asi, en nuestros 
tres ejemplos anteriores, (1) es reducible en el campo de los numeros 
racionales, pero (2) no lo es. La expresion (3) es irreducible, en el campo 
de los numeros reales. 

Una propiedad o teorema que es verdadero en un campo de numeros 
puede no serlo en otro campo. 


2.9. FACTORIZACION 

Hemos visto que el problema de la multiplicacidn consiste en obtener 
el producto de dos o mas expresiones dadas, las cuales se Hainan los 
factores de ese producto. Ahora, vamos a estudiar el problema inverso, 
que consiste en obtener los factores de un producto dado. De acuerdo con 
lo dicho en el articulo anterior limitaremos tales factorizaciones al campo 
de los numeros racionales. 

Consideremos aqui la factorizacion de ciertos tipos de polinomios que 
seran usados en problemas posteriores. La mayor parte de estos tipos de 
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factorizaci6n tienen sii fundamento en las formulas de productos notables 
del Art. 2.6. 

(1) Monomio factor comun. Si cada termino de una expresi6n con- 
tiene un monomio que es factor comun, ese monomio es un factor de 
toda la expresion como consecuencia directa de la propiedad distributiva 
(Art. 2.5). En general, al factorizar cualquier expresi6n, conviene separar 
el factor comun de todos los terminos, en caso de que lo liaya. 

Ejemplo 1. Factorizar: (a) 2ab 2 x 2 — 4ab 2 xy + Sab 2 }/ 2 . 

(b ) 3 m 2 n 3 + 3 m 3 n 2 — 6 mn. 

solucion. (a) 2 ab 2 x 2 — 4ab 2 xy + §ab 2 y* = 2 ab 2 (x 2 — 2 xy + 3>’ 2 ). 

(b) 3m 2 n 3 + 3m 3 n 2 — 6m n = 3 mn(mn 2 + m 2 n — 2). 

(2) Trinomio que es un cuadrado perfecto. Los Tipos 1 y 2 de los 
productos notables del Art. 2.6, 

(aztb) 2 = a 2 ± lab + 6 2 , 

sugieren la forma de factorizar un trinomio equivalente al cuadrado de 
la suma o la diferencia de dos cantidades. 

Ejemplo 2. Factorizar 9x 2 — 12 xy + 4 y 2 . 

solucion. 9x 2 — 12 xy + 4y 2 = (3x) 2 — 2(3*) (2 y) + (2 y) 2 

= (3x — 2 y) 2 . 

(3) Diferencia de dos cuadrados. La forma de factorizar queda su- 
gerida en este caso por el tipo 3 de los productos notables del Art. 2.6, 

{a + b)(a — b) =a 2 — b 2 , 

io cual nos dice que la diferencia de los cuadrados de dos cantidades tiene 
dos factores, uno es la suma de ellas y el otro su diferencia. 

Ejemplo 3. Factorizar 4 a*x 6 — 25 b°y*. 

solucion. 4a*x e — 25 b G y* = (2a 2 x 3 ) 2 — (5 b 2f f) 2 

= (2a 2 x 3 + 5 by) (2«V —»V). 

(4) Trinomio general . Consideremos cualquier trinomio que no sea 
un cuadrado perfecto. La forma de sus factores se deduce del tipo 5 de 
los productos notables del Art. 2.6, 

(ax + b) (cx + d)= acx 2 + (ad + bc)x + bd. 

Suponiendo que el trinomio dado sea factorizable, nuestro problema con- 
siste en obtener cuatro numeros a,b, c y d tales que aye sean factores del 
coeficiente de jc 2 , b y d sean factores del termino constante y la suma de los 
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productos cnizados ad y be sea el coeficiente de x. Estos numeros se obtie- 
nen mediante ensayos. 

Ejemplo 4. Faetorizar 6x 1 2 — 1 lx — 10. 

solucion. Como primer ensayo escribimos dos pares de numeros cu- 
yos productos sean el 6 y el —10, en dos columnas separadas, o sea 

6 5 

X 

1 —2 
= — 7. 

y tomamos la suma de los productos cruzados: 6(—2) + 1(5) =—7. 
Ya que la suma de los productos cruzados debe ser —11 (coeficiente 
de x) se hace necesario utilizar una diferente selection de factores, por 
ejemplo: 

3 x 2 

2 —5 

- 11 , 

para la cual la suma de productos cruzados es 3(—5) +2(2) = —11. 
Por tanto, los factores buscados son 3x + 2 y 2x — 5. 


1. Si el coeficiente de x 2 es la unidad, como en el tipo 4 de los pro¬ 
ductos notables del Art. 2.6, entonces el proceso es mas sencillo, pues solo 
consiste en determinar dos numeros cuya suma y producto son conocidos. 

2. Si los factores de un trinomio de segundo grado no pueden obte- 
nerse por ensayos, se vera que se les puede encontrar con un metodo que 
estudiaremos mas adelante y que esta relacionado con la funcion cua- 
dratica. 

(5) Polinomio de cuatro terminos. Algunos polinomios de cuatro ter- 
minos pueden ser ordenados y agrupados de modo que presenten un fac¬ 
tor comun. 


Ejemplo 5. Faetorizar 12 xy + 3 y — 8x — 2. 

solucion. 12 xy + 3 y — 8x — 2 = 3y(4x +1) —2(4x + 1) 

= (4x+ l)(3y— 2). 

(6) Polinomio que es un cubo perfecto . En este tipo nos limitare- 
mos al caso en que el polinomio dado es el cubo de un binomio. La forma 
de un polinomio asi, corresponde a los tipos 6 y 7 de los productos no¬ 
tables del Art. 2.6, 

(a zh b) 3 = a 3 ± 3 a 2 b + 3 ab 2 dt b 3 . 
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Ejemplo 6. Factorizar 8* 3 — 36 x 2 y + 54 xyP — 27y 3 . 

solucion. El hecho de que este polinomio puede ser un cubo per- 
fecto qucda sugerido al observar que los terminos primero y ultimo son 
cubos perfectos, es decir, (2*) 3 y (—3 y) 3 . Entonces escribimos el poli¬ 
nomio dado en la forma del cubo de un binomio que acabamos de men- 
cionar 

Sx B —36x 2 y+5^xf-27y 3 ={2x) 3 —3(2x) 2 (3y) +3(2*) (3y) 2 — (3y) 3 

= (2* — 3y) 3 . 

(7) Suma y diferencia de dos cubos. En este caso los factores se de- 
ducen de los tipos 8 y 9 de los productos notables del Art. 2.6, 

(a dt b) ( a 2 qz ab + b 2 ) = a 3 db b 3 . 

Ejemplo 7. Factorizar 8* G + 27}+ 

solucion. 8* 6 + 27y* = (2* 2 ) 3 + (3y) 3 

= (2X 2 + 3y) (P* 2 ] 2 — [2* 2 ] [3 y] + [3y] 2 ) 

= (2* 2 + 3 y) (4* 4 — 6x 2 y + 9f). 

nota 3. Mas tarde probaremos por induction matematica (Capitu- 
lo 7) que si n es un numero entero y positivo entonces: 

x n yn t j ene e i factor * + y cuando n es impar, 

x n — y 1 tiene el factor * — y cuando n es impar o par, 

x n — y tiene el factor * + y cuando n es par. 

En todos los ejemplos anteriores las expresiones dadas pueden reco- 
nocerse facilmente como pertenecientes a una determinada forma tipo. 
Sin embargo, a veces sucede que una expresion dada, que aparentemente 
no pertener.e a un tipo determinado, puede reducirse a el, haciendo algu- 
na transformacion, tal como ordenar los terminos o sumar y restar un 
termino adecuado. Este proceso se ha utilizado en los siguientes ejemplos. 
Para resolver estos problemas se requiere mucha habilidad a fin de reco- 
nocer las formas matematicas fundamentals como ya se menciono en 
el Art. 2.6. 

Ejemplo 8. Factorizar a 2 + 2 ab + b 2 — 3 a — 3b — 4. 

solucion. Los primeros tres terminos representan (a + b) 2 , y los 
dos siguientes equivalen a —3 (a + 6). Esto sugiere que tenemos un tri- 
nomio general (tipo 4) utilizando en lugar de * la cantidad a + b, En 
eonsecuencia escribimos 

g 2 + lab + b 2 — 3a — 3b — 4 = (a + b) 2 — 3(a + b) — 4. 

= ([a + b] + l)([a + b] — 4) 

= (a + b + l)( fl + 6_4). 
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Ejemplo 9. Factorizar x 4 + 4x 2 + 16. 

solucion. Si el segundo termino fuera 8x 2 , tendriamos un euadrado 
perfccto. Esto sugiere anadir 4x 2 , y para conservar la igualdad, restar 
4x 2 . La cxpresion resultante sera entonces f actorizable: 

x 4 + 4 x 2 + 16 = x 4 + 8x 2 + 16 — 4x 2 
= (x 2 + 4) 2 —(2x) 2 

Y por el tipo 3 = (x 2 4-4 4- 2x) (x 2 4- 4 — 2x). 


2.10. MINIMO COMUN MULTIPLO 

Un polinomio que es divisible exactamente entre otro se llama un 
multiplo de ese ultimo. 

Por ejemplo, x 2 — y 2 es un multiplo de x + y. 

Un polinomio que es multiplo de dos o mas polinomios se llama mul¬ 
tiplo comun de estos polinomios. 

Por ejemplo x 2 — y 2 es un multiplo comun de x + y y x — y. 

Evidentemente, dos o mas jxdinomios pueden tener mas de un mul¬ 
tiplo comun. Aquel multiplo comun de dos o mas polinomios que tiene 
el menor grado posible se llama el mxnimo comun multiplo de dichos 
polinomios y generalmente se le designa con la abreviatura M.C.M. 

La determinacion del M.C.M. es una consecuencia de la definicion, 
es decir, el M.C.M. de dos o mas polinomios es igual al producto de todos 
los factores diferentes de estos polinomios, tomando cada factor con el 
maximo exponente con que aparezca. 

Ya que mas adelante tendremos que utilizar el M.C.M. de dos o mas 
polinomios, explicaremos su determinacion por medio de un ejemplo. 

Ejemplo. Hallar elM.C.M. de x 2 — y 2 , x 2 + 2xy + y 2 , y x 3 4-y 3 . 

solucion. Primero escribiremos cada jx)linomio en fonna factorizada: 

* 2 — f- (* + y)(*—y)* 

x 2 4- 2xy 4- y 2 = (x 4- y) 2 . 

x 3 4 ~y 3 = (x4-y)(x* — xy + f). 

Los factores diferentes son x 4 - y, x — y y x 2 — xy 4- y 2 . El mayor expo¬ 
nente de x 4- y es 2 y el de los otros factores es 1. Por lo tan to, 

M.C.M. = {x 4- y) 2 (x — y) (x 2 — xy +* f). 

nota. Generalmente conviene conservar el M.C.M. en su forma fac¬ 
torizada. 
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EJERCICIOS. GRUPO 4 


En cada uno de los ejcrcicios 1-30 factorizar la expresidn dada. 


h 

2 x 3 }’ 2 '— 6 xy 3 . 

2 . 

16a 4 — 24a 2 fc + 96*. 


3. 

8 b 2 m 2 4- 24 b 2 mn 4- 18fc 2 n 2 . 

4. 

9 u 2 — 4i» 2 . 


5 . 

x 2 4 - 2 xy 4* y 2 — a 2 . 

6 . 

a 2 + 6 2 — c 2 — 2 ab. 


7. 

m 2 — b 2 — 2 mn 4 - n 2 . 

8 . 

o 

CM 

1 

X 

1 


9. 

6 a 2 4 - 5a — 6 . 

10 . 

6b 2 + 136 — 28. 


11 . 

12x 2 — 29x 4- 15. 

12 . 

2 * 2 + 3 xy — 2 y 2 . 


13. 

10m 2 — 13mn — 3n 2 . 

14. 

2 a 2 + ab — 6b 2 . 


15. 

x 2 + 2 xy 4- y 2 4- * + y — 6 . 

16. 

x 2 —2 xy + y 2 + 6 x— 

6 y + 8 . 

17. 

x 2 + 3x — 2 xy — 6 y. 

18. 

3a * 2 — 66 j -)- 9 ay — 

2 bx 2 . 

19. 

\a 2 mx 4 - 8 a 2 nx — 2 a 2 my — 4 a 2 ny. 

20 . 

*s + 6 x 2 y + 12*> 2 + 

8 y 3 . 

21 . 

8 x 3 — 12 x 2 y 4- 6 xy 2 — y 3 . 

22 . 

S* 3 — 64> 3 . 


23. 

a 3 b 6 4- 27c°d 3 . 

24. 

a® — 6 ®. 


25. 

1 4- my — y 2 — my 3 . 

26. 

* 4 + * 2 + 1. 


27. 

x 8 4 - x* 4 - 1 . 

28. 

a 4 + 6 4 — 7a 2 6 2 . 


29. 

4x 2 > 2 — (x 2 4- y 2 — z 2 ) 2 . 

30. 

8 — 8* 2 + * 3 —* 5 . 



En cada uno de los ejcrcicios 31-39, hallar el M.C.M. de las expresiones dadas 
y expresar el resultado en la forma factorizada. 


31. 2x 2 4 - 3x— 2, 6 x 2 — lx 4- 2. 32. 6 x 2 , 3xy 2 , 12 x 3 y. 

33. a 2 4 * ab — 2b 2 , 3 a 2 4- \ab — 4b 2 . 34. x 4 — 1, x 3 4- 1, 2x 2 4* 2. 

35. x 2 —x —2, x 2 + 4* 4* 3, x 2 + x — 6 . 

36. 2x 2 — 4xy 4 - 2ax — 4 ay, 6 xy — 12 by — 12y 2 4- 6 bx, 3 xy 4- 3 ab + 3 ay 4- 
3 bx. 


37 . *4 — 16, x 2 + 5x 4- 6 , x 2 4 - x — 6. 

38. x — y, x 2 — y 2 , x 3 — y 3 , x 4 — y 4 . 

39. 2 m 3 4 - m 2 — 3 m, m 2 — n — m 4- run, 2m 2 4- 2 mn + 3m 4- 3n. 

40. Demostrar que el metodo usado en aritmetica para obtener el M.C.M. de 
dos o mas numeros es el mismo que el que se emplea en dlgebra para obtener el 
M.C.M. de dos o m&s polinomios. 


2.11. FRACCIONES SIMPLES 

Una fraction es el cociente indicado de dos cantidades. Por ejemplo, 
si A es el dividendo y B es el divisor (no nulo), el cociente A/B es una 
fraccion, recibiendo A el nombre de numerador y B el de denominador . 

Las operaciones con fracciones se efectiian en algebra del mismo modo 
que en aritmetica. Sin embargo, usaremos expresiones algebraicas en*lu- 
gar de numeros y ademas se consideranin tanto cantidades positivas como 
negativas. Ya que las fracciones tienen su origen en la operacion de divi- 
dir, los resultados del Art. 2.7 tendrdn aplicacion inmediata. Por ejemplo, 
la regia de los signos de la division es aplicable directamentc a las frac¬ 
ciones. 
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Una fraction algcbraica simple es aquella en que el numerador y el 
denominador son expresiones racionales enteras. Son ejemplos de frac¬ 
ciones simples: 

2 x — 1 x 2 — 2x + 2 

7+1 ’ X 2 + x + 4 ’ y x + 1 


Una fraccion simple se llama propia si el grado del numerador es 
menor que el grado del denominador, y sc llama impropia si el grado del 
numerador es mayor o igual que el grado del denominador. Por ejemplo, 

2 x — 1 .. x 2 — 2x + 2 

- y - son fracciones propias, mientras que - — -- 

x 2 — 2x + 2 , . 

y -son fracciones impropias. 

x + 1 

Una fraccion impropia puede escribirse como la suma de un polino- 
mio y una fraccidn propia. Asi, como vimos en el ejemplo 4 del Art. 2.7, 


a 3 — 3c 2 + 4a —/ A , 9 a —11 

-s—;-;-= a— 4 i-i-T * 

a 2 + a — 1 a 2 + fl — 1 

El siguiente teorema es fundamental para operar con fracciones. 

Teorema 18. El valor de una fraction no varia si el numerador y el 
denominador se multiplican (o dividen) por una misma cantidad no nula. 

demostracion. Por definicidn y propiedad de la unidad (Art. 2.7), 
tenemos 

a a 
b~b 

y por el Teorema 15 (Art. 2.7) 


a c 

1 =-•- 
b c 

ac 

be 


Ya que la division entre un numero es equivalente a la multiplicacion 
por su reciproco (Teorema 15, Corolario 3), por la primera paite de la 
demostracion tenemos: 


1 a 

a -IjL- d 

b~ \~ ~b 
fc-- - 
d d 

Del Teorema 18 resulta 

Ley de los exponent es VI. Si a^ 0 y m y n son enteros positivos ta¬ 
les que a < n 

a m 1 


a) 




46 


Operaciones algebraicas 


En efecto: por el Teorema 18, a m /a n no varia si dividimos el nume- 
rador y el dcnominador entre a m . Entonces el numerador queda como 
a m /a n = 1 (por la definition de unidad), y el denominador queda 
como a m /a n = a n ~~ m i por la ley de los exponentes V (Art. 2.7). 

Ahora consideremos, en este orden la simplification, adicidn y sustrac- 
cion, y multiplicacidn y division de fracciones. 

(/) Simplificatio?i de fracciones. Se dice que una fraccion esta re- 
ducida a sus terminos mas scncillos o totalmente simplificada > cuando no 
existe ningun factor comun al numerador y dcnominador. Evidentcmente 
una fraccion dada puede reducirse a sus terminos mas sencillos dividien- 
do el numerador y el denominador entre los factores que tengan en co¬ 
mun, de acuerdo con el Teorema 18. Este proceso se llama tambien can¬ 
celation de factores comunes. 

2*3_ 2x 

Ejemplo 1. Simplifies la fraccion 

solucion. Primeramente factorizaremos el numerador y el denomi¬ 
nador y luego cancelaremos los factores comunes a ellos: 

2*3 _ 2 * _ 2*(* 2 — 1) _ 2x(x+l)(x—l) 

4^4—8x*—12*® 4x 2 (x? — 2x — 3) (2x) 2 (x + 1) (a: — 3) 

x—\ 


2x(x — 3) 

(2) Adicion y sustraction. Si dos fracciones tienen denominator co¬ 
mun entonces su suma o diferencia se obtiene como una consecuencia 
inmediata del Teorema 17 (Art. 2.7). Esto es, 


( 1 ) 


a 

m 


b a =t b 
m m 


Este metodo puede ser ampliado para obtener la suma algebraica de tres 
o mas fracciones que tengan un denominador comun. 

Si dos fracciones no tienen un denominador comun, entonces pueden 
ser transformadas en otras fracciones equivalentes que si lo tengan, lo 
cual permite operar como en el caso anterior. Asi, si b y d son diferentes, 
entonces, por el Teorema 18, 
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A1 transformar dos o mas fracciones dadas en fracciones equivalentes con 
denominador comun, conviene usar su menor dcnominador comun, que 
es el M.C.M. de los denominadores (Art. 2.10). 

Ejemplo 2. Calcular la suma de las fracciones: 

x x — 3 3 _ 

(x—l) 2 X 2_i * x + i • 

solucion. El menor denominador comun es (Art. 2.10) 

(x—mx + i). 

La transformacion de cada fraccion en otra equivalente cuyo denomina¬ 
dor sea el menor denominador comun se efectua como sigue: 

v v / v 4- 1 \ -4- v 

(x—1 Y 2 = (x—l) 2 (x + 1) = (x—l) 2 (x+ 1) * 

X — 3 (x — 3)(x—1)_ X 2 — 4x + 3 
x 2 (x*— l)(x—1) (x—l) 2 (x+ 1) . 

3 3(x— l) 2 3x 2 —6x + 3 

7TT“ (x + l)(x— l) 2 " (x— l) 2 (x+ 1) * 

x x — 3 3 

(x— 1) T_ x 2 — 1 + x + 1 

+ X — (x 2 — 4x4- 3) + 3x* — 6x+ 3 3 ^ —x 

(x—1 ) 2 (x + 1) (x—l) 2 (x+l) 

En la practica resulta suficiente escribir s61o las dos ultimas igualdades. 
(3) Multiplication y division. Por el Teorema 15 (Art. 2.7), 

a c ac 
b'd = bd 

que dice: el producto de dos fracciones es otra fraction cuyo numerador 
y denominador son, respectivamente, el producto dc los numeradores y el 
producto de los denominadores de las fracciones dadas. 

El problema de obtener el cociente de dos fracciones se reduce al de 
hallar el producto de dos fracciones, puesto que la divisidn entre un 
numero (no nulo) es equivalente a la multiplicacidn por su redproco 
(Teorema 15, Corolario 3). Veamos como se obtiene el redproco de una 
fraccion. Representemos por r el redproco de la fraccion a/b. Entonces, 
ya que el producto de cualquier numero no nulo y su redproco es igual 
a la unidad (Art. 2.7), tenemos 
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De esta relacion, aplicando las leyes multiplicativa y divisora de la igual- 
dad resulta: 

Multiplicando por b, a - r = b, 

b 

Dividiendo entre a, r = — • 

a 


Esto es, el reciproco de una fraction es otra fraction con el numerador y 
el denominador intercambiados. Se dice que el reciproco de una fraccion 
se obtiene invirtiendo la fraccion dada. 

Por lo tanto, el cociente de dos fracciones es igual al producto del 
dividendo por el reciproco del divisor, esto es, 


a 

b 


c 

d 


a d 
b c 


ad 

Vc 


_ - t'v* x 2 4- x— 6 x 2 — 4 

Ejemplo 3. Dividir —----entre 


x 2 — 1 


X + 1 


solucion. Como se acaba de indicar, invertimos el divisor y luego 
procedemos como en la multiplicacion: 

x 2 x — 6 # x 2 — 4_x 2 + x — 6 x+ 1 

x 2 ^! ^ x+1 “ x 2 — 1 x^—4 

_ (x 2 + x — 6)(x+ 1) 

(x 2 — l)(x 2 — 4) * 

Ya que se acostumbra simplificar los resultados, factorizaremos el nume¬ 
rador y el denominador y resulta: 

(x + 3)(x — 2)(x+ 1) __ x + 3 

(x + l)(x—l)(x + 2) (x — 2) (x— 1) (x +2) 


2.12. FRACCIONES COMPUESTAS 

Una fraction compuesta es aquella que contiene una o mas fraccio¬ 
nes ya sea en su numerador oen su denominador, o en ambos. Son ejem- 
plos de fracciones compuestas: 

* + 2 , 3 x + 2 

x 2 —1 ^ x + 1 2x 2 — 3x — 2 

2x — 5 y l 4 

x 2 + 2x — 3 _ 2x+ 1 

Se entiende por simplificacidn de una fraccidn compuesta su trans- 
formacion a una fraccion simple, reducida a sus terminos mas sencillos, 
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que sea equivalente a ella. Pueden usarse dos metodos. Uno consiste en 
transformar el numerador y el denominador en fracciones simples (si es 
necesario) y luego proceder como en la division de fracciones (Art. 2.11). 
El otro metodo, que generalmente es el mas sencillo, consiste en obtener 
una fraccion simple multiplicando el numerador y el denominador ori- 
ginales por el menor denominador comun de todas las fracciones, de 
acuerdo con el Teorema 18 (Art. 2.11). 


x + 2 


v2 _ 1 

Ejemplo 1. Simplificar --- 


— 1 ^ x+l 


2 x —5 


x 2 + 2x — 3 

solucion. Utilizaremos el primer metodo, o sea la divisidn de una 
fraccion simple entre otra: 


x + 2 


+ 


x 2 —1 x+l 

2x — 5 


x + 2 , 3( x— 1) 4x—1 

x 2 —1 + (x+l)(x—1) (x + 1) (x-1) 

2x — 5 2x — 5 


+ 2x — 3 


(x + 3) (x— 1) 


(x + 3) (x 1) 

4x— 1 (x + 3) (x— 1 ) (4x— 1) (x + 3) 

(x+l)(x — 1) ' 2x — 5 (x + l) (2x 5) 


Ejemplo 2. 


Simplificar —-- 

1_ 2x + 1 


solucion. Ahora aplicaremos el segundo metodo. 

Como 2x 2 — 3x — 2 = (2x + l)(x —2), resulta que el menor de¬ 
nominador comun de las fracciones del numerador y el denominador es 
(2x + l)(x —2). Por tanto, multiplicando el numerador y el denomi¬ 
nador por (2x + l)(x—2), tenemos 


x + 2 

2x* — 3x — 2 x + 2 _ x + 2 

4 “ (2x+l)(x—2) —4(x—2) (x— 2)(2x — 3) 

1 _ 2x + 1 


EJERCICIOS. GRUPO 5 

1 Q 2 + ab 

* a 2 — b 2 * 

3 * 2 —y 2 

* x 3 + y 3 * 

- 2x — x 2 — x s 

* X 3 — 3x + 2 * 


0 x 2 -f 4x + 3 
x 2 + 2x — 3 - 
. ac — 2 a d -f- 2 be — Abd_ 
a 2 c 4- 4 abc 4- 4 b 2 c 

g _ m 2 — m n _ 

m 3 — m 2 n 4~ mn — n2 
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Operaciones algebraicas 


En cada uno de los ejercicios 7 y 8, expresar la fraceion impropia dada como 
la suma de un polinomio y una fraceion propia. 

7 x 3 -I- 4*2 — 2x + 1 n *3 + 2 

- 1F+1 -• * TTT* 


En cada uno de los ejercicios 9 y 10 transformar la expresion dada en una 
fraceion impropia. 

9. x 2 + x 4* 1 + —-— . 10. x 2 4- 2x -f 2 4- — + 7 

x — 1 X 2 __ 2 * 

En cada uno de los ejercicios 11-20, efectuar la suma algcbraica indicada. 


11 . 

13. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 


12. m _ m _2_ 

m + 1 m — 1 m 2 — 1 * 

14. —- +_5-±J_ a 2 —2 

a— 1 a 2 + a + 1 a*—l 9 

— ■ - -_=_= 4 .- a ~ 1 

a 2 4- a + 1 a 4 4- a 2 4* 1 a 2 — a + 1 

1 _1__1 _ 

(a — b)(a — c) (b — c)(a — b) (a — c) (c — b) ' 

- « _ + _ * _ + _ * 

(a — b)(a — c) (b — c) (b — a) (c — a) (c — b) * 

a 2 b 2 _c 2 _ 

(<*— b)(a — z) (b — c)(b — a) (a — c)(b — c) * 

x+y , y+z , z+x 

{y— *)(*—*) (z —x)(x —y) (x — y)(y — z) ' 

_ — _ c . c — a . a — & 

a 2 — (b — c) 2 + b 2 — (c — a) 2 + ^—(a — bj 2 * 


1 1 1 

—I-- -f--. 

x x + 1 x — 1 

1 - X __ 1 -f X _ 3 A' 

2 4 -x 2 — x x 2 —* 4 * 

a 4- 1 


En cada uno de los ejercicios 21-28, efectuar la operacion indicada y simplifi- 
car, si cs posible, el resultado. 


21. 

5x 2 y 9d~b 

22. 

(a — 2b) 2 

* 2 

3ab 2 ’ 10*v 2 * 

x 3 

a 2 — 4fc 2 * 

23. 


24. 

4x 2 — 9x 2 

2x + 3 y 


fl + x \ a x)' 


x 2 — y 2 

x — y 

25. 

x 2 — 4x 4- 3 x 2 — 5x -f 6 

26. 

(a--U 


x 2 + 5x 4* 6 x 2 -f x — 6 

r a) ' 

\ a + i)' 

27. 

_x 3 — 1 x -f 1 

x 

1 + x + 1 


x 3 — 2x 2 — 3x * x 2 4* x — 2 

“ X 3 

— X 2 — 6x * 


28. 

x 2 4- xy —xz . x 


1 

1 

s? 



(x+y )2 —22 * (x4-z) 2 — y 2 ' (x — y) 2 — z 2 * 


29. Demostrar que multiplicar una fraceion por una cantidad es equivalente 
a multiplicar su numerador por esa cantidad. 

30. Demostrar que dividir una fraceion entre una cantidad no nula es equiva¬ 
lente a multiplicar su denominador por esa cantidad. 

En cada uno de los ejercicios 31-34, convertir en fraceiones simples las frac- 
ciones compuestas dadas. En geometria analitica se presentan fraceiones de este 
tipo al calcular el angulo de dos rectas. 
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31. 


33. 


2 

9 


4 2 
1 f 3 9 


5 3 
1 + 2 7 


32. 


34. 


2 1 
3 + 5 

2 1 

1 _ 3*5 


5 1 
1 8 3 


En cada uno de los ejercicios 35-45 simplificar la fraccion compuesta dada. 


35. 



36. 


1_1 

b a 

i r* 


b 2 a 2 


x x 

37 . * ~y * + y 


x — y x 4- y 
X 2 ± X — 2 

QQ X 2 — X —6 

x*_± 5.v + 6 
x 2 — 9 


m 4 — n* 

38 m 2 — 2mn -f n 2 
m 2 — mn 
m — n 


40. 1 — 


1 


1 

1 +- 
x 


41. 


1 

1 


1- 


x 


42. 


x + 


1 + 


1 4- x 
1—x 


43. 


x 2 + y 2 
x - 

_ y _ 

l l 

x y 


x 3 4- y* 
x 2 — y 2 


1 

x 4- 

44 x 2 -f x -f 1 ^ 1 4- x 

(x+ l) 2 —x 2 ’ x_ 

1 4- x 


45. 


(!■ 


1 _ 1 A ^ /« + « 

a 4-* a — x) \a — * a + x) 


2.13. EXPONENTES 

Ya hemos visto las seis leycs relativas a los exponentes (Arts. 2.5, 2.7, 
2.11), que repetimos a continuacion para facil referencia. 
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Operacicncs algebraicas 


I. 

a m -a n = a m + \ 


II. 

( a m ) n = a mn . 


III. 

(ab) m = a m b m . 

/ a \ m a m 


IV. 

(t) =r-' 

a m 


V. 

— - a m ~ n , 
a n 

a m 1 

m > n. 

VI. 


m < n. 


a n a rt ~ vt 


Debe tenerse muy en cuenta que estas leyes han sido establecidas so- 
lamente para exponentes enteros y positivos. Si se quiere que estas leyes 
sean tambien validas para exponentes que no scan numeros enteros y po¬ 
sitivos, es necesario establecer el significado que se debe dar a los expo¬ 
nentes negativos. 

Sea q un numero entero y positivo y por tanto 1 / q una fraction posi- 
tiva. Consideremos ahora el significado que debe tener 1 fq como expo- 
nente, es decir, el significado de a x/q cuando a^O. Para que la ley de 
exponentes I sea valida para este exponente fraccionario, debera verifi- 
carse que 

(filq • • • • q factor = gl/q + l/g ... <7 t£rnriinos 

(I)' 

= a —a. 

Esto es, a Xlq tiene que tener la propiedad de que su potencia de grado q 
sea igual a a. Entonces definimos o xtq como una raiz de indice q de a, y 
escribimos 

a \lq _ yj a, 

en donde el simbolo \/ se llama signo radical y el entero q es el indiee 
de la raiz (vease Art. 1.3). Para q = 2 es costumbre omitir el indice, 
correspondiendo a la operacion llamada raiz cuadrada. 

nota. Veremos mas adelante que cualquier numero (excepto cero) 
tiene q raices distintas de indice q, y esta es la razon para referirnos a a 1 '* 
como “una” raiz de indice q de a. Por ejemplo, el numero 4 tiene dos 
raices cuadradas: + 2 y —2. Para evitar ambigiiedades asignaremos a 
un valor unico llamado la raiz principal, o valor principal de la raiz, que 
esta definido como sigue: 

El indice q es par. Si a es positivo, existen dos raices males de igual 
valor absoluto y de signos contrarios. En este caso la raiz principal es la 
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raiz positiva. Por ejemplo, el valor principal de la raiz cuadrada de 4 
es +2, y se representa por 4 1 '- y la raiz cuarta de 81 es +3, y se lepre 

senta por 81^. , , , 

El indice q es impar. Si a es positivo, existe solamente una raiz real 

que es positiva y que se toma como la raiz principal. Si a es negatreo 
existe una raiz real negativa que se toma como la raiz principal. Por ejem¬ 
plo, el valor principal de la raiz cubica de 8 es +2, que se representa 
por 8 % ; el valor principal de la raiz cubica de —8 es —2, que se repre- 
senta por (—8)^. 

En general, si p y q son enteros y positivos, para que se verifique la 
ley de exponentes II deberemos tener que 

( a P/Q)<i = a ^ /qq) = 


de donde, por definicion, 



esto es, aP'< significa la raiz de indice q de la potencies de grade p de a. 
Como antes, limitamos el valor de la raiz a la raiz principal. 

8% = = V64 = 4. 


Ejemplo. 

Observemos ademas, que por la ley de los exponentes II podemos 


escribir 


a flo = = (' \[a) p > 

esto es, a*'* significa tambien la potencia de grado p de la raiz de mdice 
q de a. En otras palabras, si usamos solamente lk raiz principal, una po¬ 
tencia de exponente fraccionario se puede calcular efectuando la poten- 
cia y la raiz en cualquier orden. 

Asi, en el ejemplo anterior, podemos escribir tambien 


8%= (^8) 2 =(2)* = 4. 


Por lo tanto, en un exponente fraccionario el numerador significa una 

potencia y el denominador una raiz. 

Para que la ley de los exponentes I sea valida para el exponente cero, 

debemos tener, para m = 0, 

^0 • Qli ” 

de donde, por las definiciones de division y de unidad (Art. 2.7), 


a n 

efi = — = 1 , a^zO. 
a n 
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Opcraciones algebraicas 


Es decir, cualquier numero no nulo afectado del exponente ccro es igual 
a la unidad. El stmbolo O' no esta definido. 

Consideremos ahora el significado de los exponentes negatives. Sea m 
un numero entero y positive y, por tanto, —m un numero entero y nega- 
tivo. Entonces, suponiendo que la ley de los exponentes I, sea valida para 
exponentes negativos, tendremos: 


a m . a —m — Q m—m — fl () _ | ^ 

de donde a~ ln = —, 

a m 

1 

y a”' =-, 

a~ m 

Esto es, el significado de un exponente negativo queda dado por la 
igualdad 

1 

a~'" = —, A^O. 

a m 

Por tanto, en una fraccidn, cualquier factor puede ser transpuesto del 
numerador al denominador y viceversa siempre que se cambie el signo de 
su exponente. 

Por ejemplo , _*?L_ 2 __ = etc 

x -1 ) 12 a~ 2 b~~ l y* ’ 

Ya hemos establecido el significado de los exponentes fraccionarios 
cero y negativo, o sea de todos los exponentes racionales. Puede demos- 
trarse que estos significados son compatibles con las seis leyes de los 
exponentes. Mas adelante consideraremos los exponentes irracionales (Ca- 
pitulo 16). 

Las opcraciones algebraicas con jx)tcncias de exponentes fraccionarios 
se efectuan exactamente en la misma forma que si los exponentes fuesen 
numeros enteros y positivos. Veamos algunos ejemplos. 

Muchos problemas con potcncias son problemas de simplification. En 
general, consideraremos que una explosion dada esta simplificada cuando 
esta escrita en su forma mas simple, csfando todas las fraccioncs simpli- 
ficadas y todos los exponentes fraccionarios reducidos a sus terrninos mas 
senciilos (Art. 2.11). 


Ejemplo 1. 

SOLUCION. 


Calcular (a) (—27)%; (b) (32)%; (c) 64%-8~%. 

(a) (—27)* = [(—27)%] 2 = (—3) 2 ^ 9 . 
(32)%= (32%) 2 = (2) 2 = 4. 

64% 4 4 

8 % = ( 8»)2 - g * “ ’• 


64 ^ • 8 ~* = 


(b) 

(c) 
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Ejemplo 2. Simplificar j^(8a 6 ) ( a —2)%J 

i. j^(8a 6 )~ % - ( a -2)%J ' a -1 ] 


SOLUCION. 


= 2a. 


Ejemplo 3. Multiplier x y-% — + y'A por x* + y Vi + x Vi y. 

solucion. Aqui procederemos como en los exponentes enteros (vease 
el ejemplo 3 del Art. 2.5). La operation se dispone como sigue: 


xy -U. _ X 'h + yti 
x Vi + yVi 4 - x—'hy 
x%y-'/4 — x + x’tyk 

x — xVtyV‘ + y 

xfhy'h — y +- 

X 'hy~Vi + x’V 4 + 

Ejemplo 4. Expresar como fraction compuesta y simplificar 

a -ifc-2 + a- 2 b~ l 

6-a — a-2 


SOLUCION. 


1 J_ 

a— >fc— 2 + a~ 2 b~ l _ ab^ a?b 
6-2 — a - 2 1 1 


6 2 a 2 


Multiplicando el numerador y 
el denominador por a 2 6 2 , 


EJERCICIOS. GRUPO 6 

1 . Demostrar que el significado dado al exponente cero en el Art. 2.13 es 
compatible con las leyes de los exponentes 1I-VI. 

2. Demostrar que el significado dado a los exponentes negativos en el Art. 2.13 
es compatible r on las leyes de los exponentes fl-VI. 

En cada uno de los Ejercicios 3-10 calcular la expresion dada. 


3. 16"/<. 

7. (!%)-*/». 


4. (— 8 ) 4 /». 

(0.008) V» 
8 - yi 


5. 25 ’/». 6 . 4*/» • 2‘ 3 . 


9 

S - 32‘A ’ 


10 . 


S-’h ■ 16 V« 
32 -*/» 


En cada uno de los Ejercicios 11-18 simplificar la expresion dada y escribir 
el resultado con exponentes positivos. 
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Operaciones algebraicas 

II. (2a 2 +• 8<r 2 )-'/». 12. f—8 (x«y # )V»]V». 13 . [m-^rnfm*}*/»)*/«]-*. 

,d r 27 >a 1 fc2 T V. ma’/. /3»«/«aV.\-* + 

• L(3aV.) 3 fcs J • I5 - -^r • (“Fvi - ) 16 ‘ “x-v * 


x l y 

17 /( 8x3 yy, _ (16x2y S)-V» (3 

V 9*2 / V 27 y 3 y • IB - ( 3 x-*y)-‘/i ' ( 2 xV' 4 ) * ‘ 

En cada uno de los Ejercicios 19-27 hallar el producto indicado. 

19. (x*/« + y’/») (*'/«_//»). 20. (x’/» + y’/») 2 . 

21. (*V»+ *-/») 2 . 22. (x + x-i)(x — x->). 

23. (*>/• —y'/.) 3 . 24. (*% + y%)». 

25. («*/» -(- a'i’b'l* + b'h) («'/«— &*/»). 26. (a 2 — j 4 - a - 2)( a 2 4 . j 4 . a 2 ) 

27. (toVj— m 2 + mV>-m + m'/:— m 0 )(m'h + m o). 

En cada uno de los Ejercicios 28-32 efcctuar la division indicada y comprobar 
el resultado. 

28. (x —y) * (x'/. — y/s). 29. (x + y) -S- (x*/. + y>/») 

30. (x3-/2_x-3./2) -=- 31. ( a Va-x) +' ( a V«—x’/j). 

32. (x*/« — x'/» — 8x + Ox 1 /*—7x'/» + 6x */•) - 5 - (x‘/s 4. 2x*/»_3). 

En cada uno de los Ejercicios 33-40 simplificar la expresion dada. 

x-Vi v -*/> 


33. 


jc~ z yz 

35 , x~* — 2 (xy)' + y -2 


l 3 

r 

Vx»/V/'\ 

J • 

L 

w) 


(i)‘ 


+ xy 1 — 2x» 

37. 8 —2* 2 + 2(4 — x 2 )Va 


[( a ")V r ( a ^i/T r 


+ [(-?)’]'• 


1 


(4 — x 2 )’/a 

38. 

3« I"*' 1 + y 1 "] 1 . fy-2 4- X-2-J-1 

39 - Lx-1-y-J - [_-r_x-2j + (*‘ s + r 3 ) 0 - 

40 ( *~ ^Hy —y») x 2 + y 2 __ (x-2 4. y-2) 

xy+(xy)-i x2y2_(xy)”2 


2.14. RADICALES 

La expresion -\J a, que representa la raiz principal de indice 9 de a, 
se llama radical, y la cantidad a que aparece bajo el signo radical se lla¬ 
ma radicando o subradical. AI indice de la raiz, q, se Ie llama tambien 
orden del radical. 

En el Art. 2.13 establecimos, por definit ion, que 
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lo cual significa que los radicales puedcn scr sustituidos por potencias. Por 
tanto, las operaciones con radicales pueden efeetuarse utilizando las leyes 
de los exponentes (Art. 2.13), sobrentendiendose que toda raiz utilizada 
es la raiz principal. De estas leyes relativas a los exponentes obtenemos 
las siguientes leyes de los radicales: 


I. y]a m y]b = ab . 

u - fl 'fv 

III. =>)(«*= >/{(«. 


Estas leyes las utilizaremos para simplificar radicales y para efectuar 
con ellas las diversas operaciones algebraicas. Debe observarse que si m y n 
sor numeros pares, los subradicales ay b deben ser numeros no negativos. 

( 1 ) Simplification. Se dice que el radical simple ^Ja esta simpli- 
ficado cuando satisface las siguientes condiciones: 

(a) El subradical no contiene factores afectados de exponentes ma- 
yores que el indice q del radical. 

(b) El subradical no contiene fracciones. 

(c) El indice del radical es el menor posible. 


Ejemplo 1. Simplificar: (a) ^8a 5 ; (b)*|/ _ • ( c ) ifTl. 

solucion. (a) \^8 a* = 3 a 3 • a 2 . 

Por la ley I, = VVtf • ifa* 

= 2atfa?. 

(b, Por la ley II, l/H = 

r 2 V2 V2 

3\T 

Por la ley I, =-. 

V2 

El siguiente paso consiste en quitar el radical del denominador, opera- 
cion que se conoce con el nombre de razonalizacion del denominador . 
Para esto se multiplica el numerador y el denominador por V2. Resulta: 

3V3 _ V3 V2 

vT vT vT" 
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Operaciones algebraicas 


Por la ley I, 


_SVTi_3^ 
2 2 


Este result ado puede ser obtenido mas directamente como sigue. 



V27 V27 V2 _ V54 V9-6 _ 3 ^ 
~\/T _ V2 V2 2 2 2 


Debido a que la racionalizacion de denominadores tiene gran impor¬ 
tance, lo estudiaremos con mayor dctallc en el inciso (4). 

( c ) ^27 = = 3^ = VT. 

(2) Adicidn y sustraccion. Se dice que dos radicales son semejantes 
si despues de que han sido simplificados constan del mismo subradical y 
el mismo mdice. 

Por ejemplo, 3^7 y —2^7 son radicales semejantes. 

La suma algebraica de radicales semejantes se efectua como la de 
terminos semejantes, o sea se multiplica la suma de sus coeficientes por 
el radical comun. 


Ejemplo 2. Calcular la suma indicada: 

4VT— 2VT8+ 3 V32 — VM 


solucion. Primero simplificaremos los terminos, en caso de que sea 
posible. Asi tenemos, 

4 V 2 _ 2 VT 8 4- 3V32~— V50 = 4V'2 — 2V9~-"2 _ 

+ 3Vl6 • 2 — V25 • 2 

= 4V'2 —6V2 + 12V2 —5V2 = 5V2". 

(3) Multiplication y division. Para multiplicar dos radicales pnmero 
se reducen al mismo indice, en caso de que sea necesario, y luego se apli- 

ca la ley I. __ 

r : emplo 3. Multiplicar V2 por V3. 

solucion. El M.C.M. de los indices 3 y 2 es 6. Por tanto, converti- 
remos cada radical al indice 6. Asi resulta: 


V2 - 2' A = 2 % = 

V3 = 3* = 3 : * = VTT. 

V2 -VI = V4~- V2f 

= ^4 ■ 27 = ^K)8. 


Dc donde, 
Por la ley I 
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La multiplicacion de expresiones de dos o mas terminos, ya sea que 
algunos o todos eontengan radicales, se efectiia igual que con expresio¬ 
nes algebraicas ordinarias (Art. 2.5). El producto de los radicales se efec- 
tua corno ac^bamos de indicar. 

Ejemplo 4. Multiplicar 3V x 4- 2 V y por 2 \^x — 3 \fy. 

soli'cion. Se ordenan las expresiones y se procede como en la mul¬ 
tiplicacion ordinaria. La operation se dispone como sigue: 


3V7 + 2 Vy 

2Vx — 3Vy" 

6x + 4 V*y 
—9 Vxy— 6) f 
6 jc — 5 V xy — 6 y. 

Para dividir un radical entre otro se reducen, si es necesario, al mis- 
mo indice y luego se aplica la ley II. 

Ejemplo 5. Efectuar las divisiones indicadas: 


(a) 




(c) 


V3 

f3 


SOLI CION. 


(a) 


Por la ley II, 




(b) 


Si en este caso aplicamos directamente la ley II, obtenemos 



que 


es un radical no simplificado. Por tanto, procederemos como en el ejem¬ 
plo 1(b) racionalizando el denoininador. 


\T_ VT- V2 VTT 

V2 V2-V2 2 

(c) Transformando ambos radicales al indice 6 tenemos, 

V3~ yW ^ 

-= -— =^ 3 . 

Si el dividend© consta de varios terminos y el divisor es un solo radical 
entonces la division se efectua dividiendo cada termino del dividendo 
entre el divisor. Pero si el divisor consta de dos o mas terminos, y por lo 
inenos uno de estos es un radical, entonces es conveniente racionalizar el 
divisor. 
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Operaciones algebraicas 


(4) Rationalization del denominador . Si deseamos calcular 1 /V 2 
utilizando 1.414 como aproximacion de V2^ entonccs debemos dividir la 
unidad entre 1.414. Pero si primero racionalizamos el denominador, como 
en los ejemplos 1(b) y 5(b), la operacidn aritmetica es mas sencilla, pues 
resulta: 


1 _ V2”_ 1.414 
V2 2 2 


0.707. 


En general, racionalizar el denominador de una fraccion dada signi- 
fica transformar esa fraccion en otra equivalente cuyo denominador sea 
racional. Ahora veremos el caso en que el denominador de la fraccidn es 
una expresion de dos o mas terminos que contienen radicales. 

Se dice que una expresion con radicales es un factor de racionalizacidn 
de otra expresidn con radicales si su producto es racional. Por ejemplo, 

_Vfc y Va 4- \Tb son factores de racionalizacion, uno del otro, pues 

(— yfb) (\fa + y/1?) = a —&. 

Veamos el uso de los factores de racionalizacion. 

Ejemplo 6. Dividir V22 entre 2\ / 3' + VTT 

solucion. El problema equivale a racionalizar el denominador de 
la fraccion 

V 22 

2 V 3 + VTT 

Es obvio que un factor de racionalizacion para este denominador es 
2VlT— VTT Por tan to, tenemos 


V22 _ V22 2V3 —VTT 

2V3 +VTT 2V3 + VTT 2VT—VTT 

= 2 V 66 —llV2 = 2V 66_ llV r 

12—11 


El proceso 
problema. 

Ejemplo 7. 


de racionalizacidn puede repetirse si asi lo requiere el 


Racionalizar el denominador de 


1 

1 + V 2 — V 3 - 


solucion, Ya que para este problema no disponemos de un factor 
de racionalizacidn primero multiplicaremos el numerador y el denomina- 
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dor por 1 + V 2 + V 3, obteniendo asi una racionalizacion parcial, y 
luego efectuaremos una segunda racionalizacidn. Asi: 


1 _ 1 _ 1 + V2 + V3 

1 + V2 — V3 (1 + V2) — V3 ' (1 + V2) + VJ 

1 + V2 ■+ VT 1 + V2+ VT V2 + 2 + V6 

(1 +V2)«-3 ” Vf= 4 


EJERCICIOS. GRUPO 7. 

1. Por medio de las leyes de los exponentes del Art. 2.13, demostrar las leyes 
sobre radicales dadas en el Art. 2.14. 

2. Si m y n son numeros enteros y positivos, demostrar quc 

Va? = (Vap. 

3. Si m, n y p son numeros enteros y positivos, demostrar que 

En cada uno de los ejercicios 4-11 simplificar el radical dado. 

4. 5. 27t*. 6. ^32mV. 7. V45^V. 

8 - |/j. 9- 10 - ^25m*. 11. -^SaA 

En cada uno de los Ejercicios 12-15, hallar la suma indicada. 

12. V20— V45 + ^/25 + 2^125. 

13. \/4lf— 2^+ Vi — VToT 

,, ,/F 4 v'TT _ 

14. V28 4- 211/- —+V49. 

' 7 V7 

15. ^48 + 2^7— 3^7— ^"2 + 2^36. 

En cada uno de los Ejercicios 16-31, efectuar la operation indicada. 


16. (2VT5)(V27). 

18. (^S)(VT). 

20. (VHF) -5- (\/6j. 

22. (3\/2 + 2V3 —V5) V3. 

24. >^4 — 2V3— V2) ^2. 

26. (2\/x—3Vy) 2 - 

28 - V7 + VTI • V 7— Vi37 

30 - ^7 + V22- ^ 7— V22l 

32. Calcular el valor de x 2 + 2x — 

33. Calcular el valor de 2x 2 -f 3x - 


17. (3V6)(V8). 

19. (VT5) - (VT). 

21. (^4) h- (^2). 

23. (3V2 + 2V3—V5) + 

25. (^4— 2Vl — VT) 4- ^2. 

27. (3V2 — 2V3>. 

29. (V'3—VT) 3 . 

31. (V7+ V3 + V5)(V2 

4- V3 —V5). 

! cuando x = —1 — \/1! 

„ , —3 + Vll 

- 3 cuando x — -. 


4 
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En cada uno de los Ejercicios 34-43, rationalizar el dcnominador. 

u 3 35 2V3..._. 36. 2 -' 

34 -\7J-7- • V3-V2 5 4 2V6 


\/3—3 
V3 + Vi 

vi— V 2 ’ 
yT-Tl + V a 

yfa + 1 —Va 
V T—V3—V5 
V2 + V 3 + V5 


44. Simplificar 8 2x- + 2Vj4_ 


2 + V3 + V5 

41. Vl 4-a^— VT- 

V i + «* + V i - 

43. V' 2 "rVT- V T 

\ 2 i \ 5 t- V7 


v 2 f Vs + V* 


45. Simplificar _ V jL- 

V (a — 6) 8 _ 

(*+ D* 


" V-T 


a — b "\T (ft • 

7T i 


2.15. CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE 

Consideremos ahora cl significado dc la expresion “condicidn ncccsa- 
ria v suficicnte” que se utiliza frecuentcmcnte cn matematicas. Pnmcro 
vcremos lo que significa csta frasc por medio de un ejemplo. Recordemos 
el siguiente teorema de la geometria elemental. 

Si un triangulo es isosceles, los angulos opuestos a los lados iguales son 

' 8U Este teorema afirma que si un triangulo es isdsceles, necesariamente 
se infiere que los angulos opuestos a los lados iguales son iguales. Por lo 
tanto, la cxistencia de dos angulos iguales es una condicion necesana para 
que el triangulo sea isosceles. 

Pero el reciproco de este teorema tambien es verdadero, es dear: 

Si dos angulos de un triangulo son iguales, los lados opuestos a estos 
angulos son tambien iguales, lo que equivale a decir que el tnangulo es 
isosceles. 

Este teorema afirma que la cxistencia de dos angulos iguales es sufi- 
ciente para que el triangulo sea isosceles. En consccuencia, decimos que 
la cxistencia de dos angulos iguales es una condicion suficicnte para que 
el triangulo sea isosceles. Entonces podemos combmar ambos teoremas 
en el siguiente enunciado unico: Una condicion necesaria y suficicnte 
para que un triangulo sea isosceles es que dos de sus angulos sean iguales. 

Una frase equivalente que con frecuencia sustituye a la anterior es 



Condition necesaria y suficiente 


63 


si y solo si”. Asi, por ejemplo, el teorema anterior puede enunciarse asi: 
Un triangulo es isosceles si y solo si dos de sus angulos son iguales. 

En general, si la hipotesis A de un teorema implica la validez de una 
conclusion B, entonces B es una condition necesaria para A. Si, ademas, 
reciprocamente, B implica la validez de A, entonces B es una condition 
suficiente para A. 

En el Art. 2.5 establecimos el Teorema 8 y su reciproco el Teorema 11, 
los cuales volvemos a enunciar aqui: 

Teorema 8. El producto de cualquier numero por cero es igual a cero. 

Teorema 11. Si el producto de dos numeros es igual a cero , uno por 
lo menos de estos numeros es igual a cero. 

Podemos combinar estos dos teoremas en el siguiente enunciado unico: 
Una condition necesaria y suficiente para que el producto de dos nume¬ 
ros sea cero es que por lo menos uno de los factores sea igual a cero. 

La gcneralizacion del Teorema 11, que enunciamos en forma de co- 
rolario, es de tanta importancia para la resolution de ecuaciones, que 
volvemos a enunciarla en forma de teorema en la siguiente forma: 

Teorema 19. El producto de dos o mas factores es igual a cero si y 
solo si por lo menos uno de estos factores es igual a cero. 

Mas adelante tendremos ocasion de hacer uso frecuente de este 
teorema. 

Consideremos ahora el concepto de condicion necesaria y suficiente 
en relation con el significado del termino definition. Dar la definition de 
un objeto significa describirlo de tal modo que se le pueda identificar con 
toda precision entre todos los objetos de su clase. Analizando cuidadosa- 
mente esta afirmacion se concluye que: Una definicidn expresa una 
condicion necesaria y suficiente para la existencia del objeto definido. 
Por ejemplo, supongamos que estamos definiendo una expresion alge- 
braica de tipo A por medio de una propiedad caracteristica P que A 
posee. Entonces, en el conjunto de todas las expresiones algebraicas, una 
expresion es de tipo A si y solo si posee la propiedad P. 

Como caso particular consideremos la definicion de numero rational , 
dada en el Art. 1.3, como el numero que tiene la propiedad caracteris¬ 
tica P de que se puede expresar en la forma p/q en donde p es cualquier 
numero entero, positivo o negativo, o cero, y q es cualquier numero en- 
tero positivo o negativo. Esto significa que todo numero racional tiene 
la propiedad P, y reciprocamente, todo numero que tiene la propiedad P 
es un numero racional. Para hacer destacar esta caracteristica podemos 
volver a enunciar nuestra definicion como sigue: Un numero es racional 
si y solo si puede ser expresado en la forma p/q y en donde p es cualquier 
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numero entero positive o negative, o cere, y q es cualquier numero entero 
positivo o negativo. 

Conforme avancemos en nuestro estudio del algebra tendremos nuevas 
ocasiones para establecer diversas condiciones necesarias y suficientes. 


2.16. RESUMEN 

En este capitulo hemos estudiado las seis operaciones algebraicas aph- 
cadas a numeros reales y a varias expresiones algebraicas que representan 
numeros reales. Sin embargo no hemos considerado los numeros complejos, 
ya que, como antes se indico, haremos un estudio especial de d.chos nu- 
meros en un capitulo posterior. 

En los demas capitulos estudiaremos diferentes temas y aplicaciones 
en los que constantemente se hara uso de las operaciones algebraicas. El 
estudiante no debe vacilar en volver a este capitulo siempre que tenga 
alguna duda sobre el procedimiento correcto para efectuar alguna opera- 

Cerramos este capitulo con un grupo de ejercicios diversos los cualcs 
en general, son un poco mas dificiles que los de los grupos antenores. El 
lector encontrara que en algunos de estos ejercicios se pone a prueba su 
habilidad matematica. 


EjfeRCICIOS. GRUPO 8 

1 S\ a > b y b> c, demostrar que a > c. 

2. Si a y b son dos numeios diferentes, demostrar que si a > b el numero 


x = a es mayor que a y menor que b. Esto es, si a > b, demostrar qu 

2 

a > x > 6. . , 

3. En el ejercicio 2, si a < b , demostrar que a<x<b 

a + b c + d 


4 Si - = - , demostrar que-■ 

b d a — b 

5. Si — 


fl2 


_ — = r, demostrar que — 

bi b 2 bs bi -f b 2 -f b 3 

Uar el paso incorrecto en la siguiente demostraci6n: 


c — d 

a\ + fl2 + fl3 


6. Hallar el paso 


Sea a «= b. 

Multiplicado por a 
Restando b 2 
Factorizando 
Dividiendo entre a — b 
Ya que a = b 
o sea 
de donde 

7. Mostrar como se usa 
m£tica de 47 por 32. 


a 2 ~ ab. 

a 2 — b 2 = ab — b 2 . 

(a + b) (a — b) = b(a — b). 
a + b — b. 
b 4" b — b, 

2b - b f 
2 = 1 . 

la propiedad distributiva en la multiplicaeidn arit- 



Res urnen 


65 


8 . Si s — a + b + c, dcmostrar que i(s — 2 a) (5 — 26) 4- s(s — 26) (5 — 2c) 
+ s(s — 2c) (s — 2a) = (j — 2a) (s — 26) (s — 2c) + 8a6c. 

9. Las opcracioncs algebraicas de adicion, sustracci6n, multiplicacion, divi¬ 
sion y potcnciacion sc llaman operaciones racionales. Justifirar el uso de este nom- 
bre demostrando quc si se cfectuan con numcros racionales una o varias de estas 
operaciones los resultados son tambien numcros racionales. 

10. Factorizar 2a 2 — 6 2 + ab — 3 a -f 36 — 2. 

11. Factorizar 3x 2 — 5 xy — 2y 2 + 7x -f ly — 6 

12. Factorizar a 4 + 4. 

13. Si a es un numero entero y positivo mayor que 1, demostrar que a 3 — a 
es divisible exactamente entre 6. 

14. Hallar el M.C.M. de x 2 + x— 2, x 3 — 13x + 12, y x 3 + 3x 2 —lOx—24. 

15. El mdximo comun divisor (M.C.D.) de dos o mds polinomios es el polino- 
mio dc mayor grado que es divisor exacto de cada uno dc ellos. Hallar cl M.C.D. 
y cl M.C.M. dc ax 2 — ay 2 y ax 2 -f axy — 2 ay 2 . 

16. Sea H el M.C.D., y L el M.C.M. de dos polinomios cualesquicra P y Q. 
Dcmostrar que H X L = P X Q. Comprobar este teorema en el Ejercicio 15. 

En los Ejercicios 17-19, p, < 7 , r y s son numeros enteros y positivos. 

17. Dcmostrar quc ( a p / 9 )(a r l ') = a v l qtr l\ 

18. Dcmostrar que (a p l q ) 7 - = a pr l q *. 

a p l q 

19. Dcmostrar que -= a p l q 

a r l* 

20. Mostrar por medio dc un cjcmplo quc, si no nos limitamos al uso de las 
raices principales, cntonces la potencia de exponente p de la raiz dc indice q dc 
un numero no siemprc es igual a la raiz de indice q de su potencia de exponente. 

21. Determinar cual de los numcros es mayor, sin utilizar tablas dc raices: 

(a) \^5 o, ^TT (b) o V6~. 

22. Si el valor de V2, correct© con 7 decirnales es 1.4142136, calcular el 
valor correcto de \/(\^2 — 1 con 7 decimalcs. 

23. Si el valor de correcto con 7 decirnales es 1.7320508, calcular el 
valor correcto de 1/(2 — V3) con 7 decirnales. 

24. Demostrar que V 2 cs irracional utilizando cl siguicntc procedimiento. Sc 
supone, contra el resultado deseado, quc \f2 es racional de modo que se pueda 
escribir la igualdad \f2 ** a/b y sicndo a y b numcros enteros que no tienen factor 
comun entero. Demostrar quc esta igualdad da lugar a una contradiccion. 

25. Dcmostrar que VlTes irracional. 

26. Racionalizar el denominador de -—-—, y determinar el factor 

1 — V2~+ V 3 

dc racionalizacion neccsario para obtener cl resultado cn un solo paso. 


27. 

28. 

29. 


Racionalizar el denominador de 


Racionalizar el denominador de 


1 — y?a 

1 


yx+ 

1 

Racionalizar el denominador de -. 

3 — tf2 
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30. Encontrar el factor de racionalizacion para \ *fy . 

31. Hallar la raiz cuadrada positiva de 29 4* 12\^5 dando el resultado en 
forma de una expresion con radicales simplificados. 

32. Hallar la raiz cuadrada positiva de 5 f 2\^6 dando el resultado en forma 
de una expresion con radicales simplificados. 

33. Si a y b son numeros positivos, explicar en que consiste el error al afimiar 

que \f —a • \ r — b = Vafc. ^Cu31 es cl enunciado correcto? 

34. Mostrar por medio de ejemplos, que una condicion puede ser ncccsaria 
sin ser suficiente, y viceversa. 

35. Mostrar, por medio de ejemplos, que puede haber m5s de una condicion 
necesaria y suficiente para la validez de un teorema. 
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3.1. INTRODUCCION 

En este capitulo estudiaremos el significado del termino funcion, de 
importancia fundamental en las mateinaticas. Primero consideraremos el 
concepto de funcion en su forma general y, mas adelante, el lector 
observara que este concepto es susceptible de desarrollarse en diversas 
direcciones. 


3.2. CONSTANTES Y VARIABLES 

En una expresion o relacidn o en el desarrollo de un problema determi- 
nado se presentan dos tipos de cantidades: constantes y variables. 

Dcfiniciones. Un simbolo que representa un valor fijo se llama una 
const ante; un simbolo que puede representar diferentes valores se llama 
una variable. El con junto de valores que puede tomar una variable se 
llama el dominio de la variable. 

Ejemplo. Consideremos la formula C = 2?rr, que nos da la longitud 
de la circunferencia C de radio r. En esta expresion C y r pueden tomar 
diversos valores (relacionados entre si) y, por tanto, son variables, pero 
las cantidades 2 y 7r que tieneft siempre el mismo valor, son constantes. 

Hay dos tipos de constantes: absolutas y parametros. Una const ante 
absoluta es aquella que en todos los problemas tiene siempre el mismo 
valor. Por ejemplo, 2 y 7r son constantes absolutas. Un parametro es una 
constante que conserva el mismo valor en un problema particular o situa- 
cion determinada, pero que puede tener un valor diferente en otro pro¬ 
blema o situacion. Por ejemplo, en la expresion ax 4- b, de los polinomios 
de primer grado, x puede tomar diferentes valores, pero a y b son cons¬ 
tantes para cada caso. Asi en 2x + 5, a = 2 y b = 5; en x — 4, es a = 1 
y b — —4. Luego, ay b son parametros. 
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3.3. DEFINICION DE FUNCION 

Si dos variables x y y estan rclacionadas de tal rnodo que para cada 
valor admisible de x (dentro de su dominio), le corresponden uno o mas 
valores de y, se dice que y es una funcion de x. 

Ejemplo . La relation y = 2 x + 5 nos expresa a y como funcion de x, 
ya que para cada valor que se asigne a x queda determinado un valor 
correspondiente de y. Para esta funcion particular el estudiante puede 
obtener facilmente varios pares de valores correspondientes como los da¬ 
dos en la tabla siguiente: 

*|012—l—2—3 

y |5 7 9 3 1 —1 

Observaremos que se pueden asignar a x los valores que se deseen, pero 
que los valores resultantes de y dependen de los valores dados a x . Por 
esta razon x recibe el nombre de variable independiente y y el de varia¬ 
ble dependiente. 

El lector observara que el concepto de funcion implica dependencia 
de una cantidad con respecto a otfa. Tales relaciones se presentan en 
una gran cantidad de casos. Por ejemplo, en la formula ya citada, 
C = 27 rr, la longitud de la circunferencia C es funcidn de su radio r, es 
decir, la longitud de una circunferencia depende del valor de su radio. 

En nuestra definicion de funcion mencionamos los valores admisibles 
asignados a x. La razon por la cual se usa la palabra admisible es que en 
una relacion funcional dada, la variable independiente no puede tomar 
cualquier valor. 

Ejemplos . 1. En la funcion x/(x — 1), x puede tomar cualquier va¬ 
lor qxcepto 1, pues la division entre cero es una operacidn imposible 
(Art. 2.7). 2. Si en la relacion y = Vx, limitamos los valores de y a los 
numeros reales, entonces no podemos asignar a x valores negatives. 

Se dice que una funcion de x esta definida para un valor particular 
de x siempre que tenga un valor numerico determinado para ese valor de 
x. En los ejemplos anteriores, la funcion de x/(x — 1) no esta definida 
para x = 1. Asimismo, para valores reales de y, la funcion \ r x solo esta 
definida para valores no negatives de x. 

3.4. TIPOS DE FUNCIONES 

Si a cada valor de la variable independiente le corresponde un solo 
valor de la funcion, esta recibe el nombre de fujicion uniforme; si le co- 
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rresporiden mas de un valor se le llama funcion multiforme. Asi, en 
y = 2 x + 5, y es una funcion uniforme de x porque para cada valor x 
queda determinado uno y solo un valor de y. Pero en la relacidn 
y = ±Vx + 1, y es una funcion multiforme de x ya que para cada valor 
asignado a x quedan determinados dos valores correspondientes de y. 

Si la variable y esta expresada directamente en terminos de la varia¬ 
ble x, se dice que es una funcion explicita de x. Asi, en relacion 
y = 2x 4- 5, y es una funcion explicita de x. Si las variables x y y apare- 
cen en una relacion pero ninguna de las dos esta expresada directamente 
en terminos de la otra entonces se dice que cualquiera de esas variables es 
una funcion implicita de la otra. Por ejemplo, en la relacidn x + y = 5, 
y es una funcion implicita de x y x es una funcion implicita de y. 

Supongamos ahora que x y y esten relacionadas de modo que y sea 
una funcion explicita de x. Si se puede transformar de modo que x 
quede expresada como una funcion explicita de y, entonces se dice que 
esta ultima funcion es la funcion inversa de la funcion original. Por 
ejemplo, de la funcion y — 5 — a* se deduce inmediatamente su funcion 
inversa x =5 — y. 

Otra distincion entre los diversos tipos de funciones es el numcro dc 
variables indepcndientes. En el Art. 3.3 se limito la definicion de funcion 
a una sola variable independiente. Sin embargo, podemos tener funciones 
de dos o mas variables independientes. Por ejemplo, en la relacion 
z — x 2 — y 2 , la variable dependiente z es una funcion de las dos variables 
independientes x y y. Aqui podemos asignar a x y y valores independientes 
unos de otros. Esta clase de funciones se Hainan funciones de varias va¬ 
riables. A1 igual que en las funciones de una variable, existen funciones 
de varias variables uniformes, multiformes, explicitas, impHcitas e in- 
versas. 

3.5. NOTACION DE LAS FUNCIONES 

Por conveniencia, hemos estado usando la letra y para representar una 
funcion de x. Por ejemplo, en y = 2x + 5. Sin embargo, tambien podemos 
usar el simbolo f(x) en lugar de y 9 escribiendo 

(1) y = /(*)= 2*+ 5, 

en donde f(x) se lee “funcion / de x” o simplemente “f de x”. Pero este 
simbolo tiene otro uso muy importante. Si deseamos expresar el valor de 
esta funcion cuando la variable independiente x tiene un valor particular, 
digamos a , entonces simplemente sustituimos x por a. Por ejemplo, para 
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la funcion dada por la relation (1) tenemos f(a) = 2a + 5. Analoga- 
mente, para la misma funcion, tenemos 

/(0) = 2(0) +5 = 5, 

/(-l) = 2(—1) + 5 = 3, etc. 

En un problema particular/(x) representa una funcion determinada. 
Pero si en un mismo problema es necesario usar mas de una funci6n 
entonces, para distinguirlas, recurriremos a diferentes letras tales como 
F(x ), g(x) y <f>(x). Por ejemplo, para distinguir la funcion (1) de otra 
funcion de x, como x 2 + x— 1, podemos escribir 

F(x) = x 2 + x—1. 

Tambien podemos extender este mismo simbolismo o notacion funcio- 
nal a las funciones de varias variables. Por ejemplo, si z = x 2 — xy -f 2}> 2 , 
podemos escribir 


* = f(x, y) = x 2 — xy + 2y 2 , 

de donde 

f(a,b) =d* — ab + 2 b\ 

liy.x) =y* — yx + 2* 2 , 

/(2,3) = 2 2 — (2) (3) + 2(3)* = 16, etc. 


Ademas, de acuerdo con esta notacion de las funciones, si y es una 
funcion explicita de x y podemos escribir y = /(x) de donde podemos 
obtener su funcion in versa y representarla simbolicamente en la forma 
x = g(y). Tambien si x y y son funciones implicitas una de otra, como 
en la relacion x + y — 5 = 0, podemos indicar esto con la notacion 
F(x,y) =0. 


Ejemplo 1. Si f(x) 


X + 1 
X— 1 


y F(x) 


X 

X -f 1 


hallar 


/(2) +F( 1) 

1-/(2) -F( 1) 


solucion. De acuerdo con lo dicho: 

2+1 1 
-H- 

/(2)+F(l) _ 2—1 1 + 1 3 + % 6+1 

1-/(2)-F(l) t 2 + 1 1 l — % ~ 2 — 3 — 

2 — 11 + 1 


y i 

Ejemplo 2. Si/(y)=—--yg(y)=—— 

y* - 1 y -f 1 


calcular f[g(y)]. 


solucion. La expresion f[g(y)] se llama una funcion de funcion. 
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Significa que cada valor de y en la cxpresion que da /(}’) debe reempla- 
zarse por g{y). Asi tenemos, 


My)] = 


)•+ i 


1 


(y+ i)* 


y + 1 _ y + 1 

T=(y+ l) 2 “ —y 1 —2 y ' 


EJERCICIOS. GRUPO 9 


1 . El volumen V de un cono circular recto de radio r y altura h, esta dado 
por la formula V = V&TT*h. Expresar: (a) la altura h como una funcion explicita 
de V y r; (b) el radio r como una funcion explicita de V y h. 

2. El periodo dc oseilacion T de un pendulo de longitud L esta dado por la 


formula T = 2*77 



cn donde g cs la aceleracion constante debida a la grave- 


dad. Expresar L tomo funcion de T. 

3. Expresar la longitud d de la diagonal dc un cuadrado como funcion de 
su area A. 

4 . En un tirculo de radio r la longitud C de la circunfcrencia esta dada por 
la formula C = 2<rrr y el area A por la formula A — *77r 2 . Expresar el area como 
funcion de la longitud de la circunfcrencia. 


5. Si f(x) = x 2 — x 4- 1, calcular /(!),/(—2), / j . 

6. Si f(x) = x* — 5x 2 4- 4, calcular /(1),/(—1)»/(2),/(—2). 

7. Si /(x) = x 4- i demostrar que f(t) = / y que /( /) = — /(*)• 

8. Si g(x) = x« + x 4 — x* 4- 2, demostrar que g(—x) = g(x). 

9. Si </>{y) = Vy 2 + 9, hallar <f>( V 7), 0(4), 0(0). 

10. Si F(x) - *2 — 3* + 1. calcular F j y F (—• 

11. Si f(x) = , obtener /(VT) cn su forma simplificada. 

X - 1 

V 4- 2 y— 2 

12. Si /(y)-r y s(y) = —7> 

y— 1 y 4 1 

hallar + y expresar el resullado en su forma mas sim- 

2 + /(y) -g(y) 

plificada. 

13. Si F(x,y) = 2x- + 3*y — 2y 2 , 

calcular F( 1, 2), F(—1, —2),F(2,3), F( 2,-3). 

14. Si F(x,y) = + * 2 r + -*y 2 + y 3 , 

demostrar que F(yjc) = F(x,y) y que F( x, y) = F(x, y). 


x 4* y 

Si G{x,y) =- 

x — y _ 

calcular G(V 3, VT) en su forma mas simplificada. 


15 . 
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16. Si /(x) = x 2 4 5* — 2, 

f(x + h)— f(x) 
obtcner - 


Esta operaci6n es nccesaria cn el c&lculo di- 
n 

fercncial, coino uno de los pasos para obtener la derivada de f(x). 


17 . 

18 . 


Si /(x) = 


1 


-, obtener 


/(* 4 h)—f(x) 


X + 1 

Si F(x,y) = x 3 — 5x 2 y 4 3xy 2 — 3y 3 , 
deniostrar que F(kx,ky) — k s F(x, y). 

19. Generalizar el Ejercicio 18 demostrando que si F(x,y) — a 0 x n 4 fl,x" l y 4 

4 ... + an-ixy *'* 4 en donde las a, son constantes, entonces 

F(kx,ky) = k m F(x,y). Esta es la prueba de hotnogeneidad de una funcion y mues- 
tra que F(x, y) es un polinomio homogcneo de grado n (Art. 2.2). 

20. Si F(x,y) = 4x* 4 9y 2 , 

demostrar que F(x, y) —F( — x,y) — F(x,—-y) = F(—x,y). 

Estas igualdades se usan en geometria analitica para determinar diversos 
tipos de simetrta de curias. 

2x — 1 

21. Si y « /(x) =- demostrar que x = f(y). 


22. Six = *(y) = 


3* — 2 
5y 4 4 


, demostrar quo y = g(x). 


y —5 
3x 4- 2 

23. Si /(x) = --demostrar que f[f(x)] = x. 

4y — 2 

24. Si g(y) = -- 7 , deniostrar que g[g(y)] = y. 


25. Si y = /(x) 


3y — 4 
2x 4- 1 


2 x — l 


, hallar /(y) en terminos de x. 


3.6. CLASIFICACION DE LAS FUNCIONES 

En el Art. 3.4 estudiamos diversos tipos de funciones. Ahora consi- 
deraremos la clasificaeion de las funciones atendiendo a su forma. 

Definicion. Se dice que una funcion de una variable x es algebraica 
si x esta sometida a un numero finito de una o varias de las seis operacio- 
nes del algebra. 

Son ejemplos de funciones algebraicas de x: 

**-2« + 5, f +2 3 ;+ 9 2 , y 

nota 1. Se recomienda que el lector compare esta definicion con la 
dada en cl Art. 1.6. 

Esta definicion de las funciones algebraicas es suficiente para el pro- 
posito de este libro y tambien para casi todos los problemas que puedan 
presentarse al lector en sus estudios posteriores. Sin embargo, dcbt^adver- 
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tirse que esta definicion no incluye a todas las funciones algebraicas, 
como se explica en la Nota 2 al final de este articulo. 

Una funcion rational entera de x o simplemente una funcion entera, 
es una funcion de la forma 


a 0 x n + a,*" -1 4* a 2 x n ~ 2 + ... + a n - x x + a n , 


en donde n es un numero entero y positivo o cero y a 0 , a l9 ..., a n son 
constantes cualesquiera. Ordinariamente nos referimos a una funcion de 
esta clasc con el nombre de polinomio en x. En particular, si a 0 ^ 0, se 
dice que el polinomio es de grado n (vease el Art. 2.2). 

Una furicion rational de x es el cociente de dos funciones enteras 
de x, siendo el divisor diferente de cero. Asi, si f(x) y g(x) son ambas 
enteras siendo g(x) ^ 0, la funcion /?(*), 


(1) R(x) 

es una funcion racional de x . 


«(*)' 


Una expresion algebraica que no puede ponerse en la forma (1), se 

_ x — \ r 2 4" x 3 

llama funcion irrational . Por ejemplo, vx + 1 y-son fun- 

x + 1 


ciones irracionales. 

Las tres definiciones anteriores pueden generalizarse inmediatamente 
a funciones de varias variables. Por ejempio, 2x 2 4* 3 xy — Ay* es una 


2x 2 4“ 3 xy — Ay 2 

funcidn entera de x y de y; --- es una funcion racional 

__ X 3 4- $x*y—2f 

de x y de y; y \ r x 4- y es una funcion irracional de x y de y. 

Supongamos ahora que x y y estan relacionadas implicitamente en la 
forma 


(2) jr + ftwr 4 + Mx)r i ~ 2 +... + Rm*(*)y + ««(*) -o, 

en donde m es un numero entero y positivo y i? 2 (x),..., /? m (x) 

son funciones racionales de x. Si la relacion entre dos variables x y y es 
de la forma (2), o puede lograrse que tome tal forma, entonces se dice 
que )’ es una funcion algebraica de x. Por tan to, cada una de las relaciones 
x 3 

x 2 4- y 2 = l,y* = -y x^ 4* y tf * = 1 expresa a y como funcion 

x — 2 

algebraica de x. 

nota 2. En tratados superiores se demuestra que si la ecuacion (2) 
es m^5, entonces es imposible expresar a y explicitamente en terminos 
de x por medio de una formula general que utilice un numero finito de 
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una o varias de las seis operaciones del algebra. Pero, aun en este caso, 
se dice que y es una funcion algebraica de x. Esta es la razon por la cual 
en la Nota 1 afirmamos que nuestra primera definicion no incluia a 
todas las funciones algcbraicas que estan dadas por la segunda definicion. 
Sin embargo, como ya indicamos, la primera definicion sera suficiente 
para nuestro estudio.. 

Todas las funciones que no son algebraicas reciben el nombre de 
funciones trascendentes . Son ejemplos de tales funciones las funciones 
trigonometricas, logaritmicas y exponenciales. 

3.7. SISTEMA DE COORDENADAS UNIDIMENSIONAL 

Vamos ahora a dar un nuevo significado a las propiedades de los 
numeros reales introduciendo la idea de correspondencia entre un punto, 
como figura gcometrica, y un numero real. Gonsideremos (Fig. 1), una 


(x') (0) (1) (x) 

Fig. 1. 

recta X'X cuyo sentido positivo va de izquierda a derecha, como se indi- 
ca con la flccha, y tomemos un punto fijo O sob re esta recta. Adopt emos 
una determinada unidad de longitud; asi, si A es un punto sobre X'X 
distinto de O y a la derecha de O entonces la longitud OA puede ser 
considerada como unidad de longitud. Si P es un punto cualquiera sobre 
X'X a la derecha de O, tal que la longitud OP contenga a nuestra unidad 
de longitud x veces, entonces decimos que al punto P le corresponde el 
numero positivo x. Analogamente, si P' es un punto cualquiera sobre X'X 
situado a la izquierda de O y tal que OF contenga a nuestra unidad de 
longitud x' veces, entonces decimos que al punto P' le corresponde cl 
numero negativo x'. De este modo cualquier numero real x esta repre- 
sentado por un punto P sobre la recta X'X. Y, reciprocamente, cualquier 
punto P sobre la recta X'X representa un numero real x, cuyo valor 
absoluto es igual a la longitud de OP y cuyo signo es positivo o negativo 
segim que P este a la derecha o a la izquierda de O, respectivamcnte. 

En consecuencia, hemos construido un esquema que muestra una 
correspondencia biunivoca entre puntos y numeros reales. Este esquema 
se llama sistema de coordenadas o recta numerica y es un concepto fun¬ 
damental de la geometria anaiitica, introducido en 1637 por el materna- 
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tico frances Rene Descartes (1596-1650). En el caso particular que he- 
mos considerado, debido a que todos los puntos estan sobre una recta, el 
sistema se llama sistema de coordenadas lineal o sistema de coordenadas 
unidimensional. Refiriendonos a la figura 1, la recta X'X recibe el nom- 
bre de eje y el punto O el de origen del sistema de coordenadas. El 
numero real x que corresponde al punto P se llama coordenadas del punto 
P y se representa por (x). De acuerdo con los convenios adoptados re- 
sulta obvio que la coondenada del origen es (o) y la del punto A es (1). 
Se dice que el punto P con su coordenada (x) es la re present acion geo- 
metrica o grdfica del numero real x, y que la coordenada (x) es la repre- 
sentacion analitica del punto P. 

Ademas observamos que esta correspondence es unica, pues a cada 
numero real le corresponde un punto y solamente uno en el eje, y a cada 
punto del eje le corresponde un numero real y solamente uno. 

El lector observara que en estc sistema de coordenadas solamente 
se consideran los numeros reales. La representacion geometrica de los 
numeros complejos sera estudiada mas adelante (Capitulo 8). 

Ahora estamos en condiciones de dar una interpretation geometrica 
del concepto de mayor y menor de dos numeros algebraicos (Art. 2.4). 
Sean a y b los numeros reales que representan las coordenadas respecti- 
vas de los puntos P y Q. Si en la recta numerica el punto P esta a la 
derecha del punto Q entonces a > b. Recomendamos que el lector com- 
pruebe esta afirmacion utilizando varios pares de numeros reales, tanto 
positivos como negativos. 

Finalmente diremos que un sistema de coordenadas lineal es un medio 
muy conveniente para representar los niimeros reales que forman el 
dominio de una variable (Art. 3.2). Pero si se trata de representar una 
funcidn (Art. 3.3) resulta que deberemos anadir algo mas al sistema, 
para poder representar los valores correspondientes de la funcion o va¬ 
riable dependiente. Es decir, que para la represen tac ion geometrica de 
una funcion se hace necesario considerar otra dimension. 


3.8. SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGUIARES 

En un sistema de coordenadas lineal un punto esta limitado a estar 
sobre una recta, el eje. Ahora consideraremos un sistema de coordenadas 
en el que un punto puede ocupar cualquier position en un piano. Esto 
se llama un sistema de coordenadas bidimensional o sistema de coorde¬ 
nadas en el piano. Existen varios tipos de sistemas de coordenadas cn el 
piano y el que usaremos nosotros se llama sistema de coordenadas rec- 
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tangulares (fig. 2). Consiste en lo siguiente: se trazan dos rectas dirigi- 
das y perpendiculares, X'X y Y'Y, llamadas ejes de coordcnadas. La 
recta horizontal X'X se llama eje X, la recta vertical Y'Y eje Y, y su 
punto de intersection O se llama origen. Los ejes de coordcnadas dividen 
ai piano en cuatro regiones llamadas cuadrantes, numeradas como se 
muestra en la figura 2. Tal como indican las flechas, la direction positiva 

del eje X es hacia la derecha y la di¬ 
reccion positiva del eje Y es hacia 
arriba. 

For medio de este sistema cualquier 
punto P del piano puede ser localizado 
con precision. En efecto: tracemos PA 
perpendicular al eje X y PB perpendi¬ 
cular al eje Y. La longitud del segmen- 
to OA se representa por x y se llama 
la abscisa de P; la longitud del segmen- 
to OB se representa por y y se llama 
la ordcnada de P. Los dos numeros rea¬ 
les x y y reciben el nombre de coorde- 
nadas de P y se representan con el simbolo (x, y). Las abscisas medidas 
a lo largo del eje X hacia la derecha de O son positivas, y hacia la izquier- 
da negativas; las ordenadas medidas a lo largo del eje Y hacia arriba de 
O son positivas y hacia abajo negativas. Los signos de las coordenadas 
en los cuatro cuadrantes se indican en la figura 2. 

Evidentemente a cada punto P del piano le corresponden un par de 
coordenadas (x, y) y solamente uno. Rcciprocamente, todo par de coor¬ 
denadas (x,y) determina un punto en el piano de coordenadas y sola¬ 
mente uno. 

Si x^y el punto (x, y) es diferente del punto ()’, x). En consecuen- 
cia es importante escribir las coordenadas en el orden correcto, debiendo 
escribir primero la abscisa y despues la ordenada. Por este motivo un 
par de coordenadas en el piano recibe el nombre de par ordenado de nu¬ 
meros reales. Como resultado de lo que acabamos de decir un sistema 
de coordcnadas rectangulares en un piano establece una correspondence 
biumvoca entre cada punto del piano y un par ordenado de numeros 
reales . 

El trazar un punto dadas sus coordenadas se llama localizar el punto. 
Por ejemplo, para localizar el punto (—5,—6), primeramente obtene- 
mos el punto A en el eje X que queda 5 unidades a la izquierda de O; 
en seguida, a partir de A y sobre una recta paralela al eje Y, llevamos 
6 unidades bajo el eje X, obteniendo asi el punto P(—5,-6). Esto se 


Y 


J 


n(-,+) 

I<+,+> 

B 

- (fP(x,y) 

l 

i 

i 

i > 

0 

A 


1V(+,-) 


r 

Fig. 2. 
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muestra cn la figura 3, en la cual han sido localizados, ademas, los 
puntos (2,6), (—6,4) y (4,-2). 

La operation de localizar puntos se facilita utilizando papel coorde- 
nado rectangular el cual esta dividido en cuadrados iguales por medio 

y 
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Fig. 3. 

de lineas paralelas a los ejes de coordenadas, tal corno se muestra en la 
figura 3. Es recomendable que el lector emplee papel coordenado siem- 
pre quc se requiera trazar una grafica con precision. 

De nuevo el lector observara que este sistema de coordenadas no hace 
referencia a los numeros complejos. Por lo tanto, si una coordenada de 
un punto es un numero complejo entonces dicho punto no tiene repre¬ 
sentacion en el sistema de coordenadas rectangulares. 


3.9. REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES 

Veamos ahora como se utiliza el sistema de coordenadas rectangulares 
para dar una representacion geometrica o grafica de una relation fun- 
cional. Este metodo tiene la ventaja de que proporciona visualmente un 
diagrama del comportamiento de una funcion dada de una variable. 
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Consideremos la funcion 

(!) y = f(x), 

que establece que la variable y dcpcnde de la variable indcpendicnte x. 
Esto significa que para cada valor asignado a x, pueden ser determinados 
uno o mas valores correspondientes de y. Cada par de valores correspon- 
dicntes de x y y satisfacen la ecuacion (1). Tomemos ahora cada uno 
de estos pares de valores reales como coordenadas (x,y) de un punto 
en un sistema de coordenadas rectangulares. 

Definicion 1 . El conjunto de todos los puntos, y solo ellos, cuyas 
coordenadas satisfacen la ecuacion (1) se llama el lugar geometrico o 
grafica de la ecuacion. 

Definicion 2. Todo punto cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion 
(1) se dice que pertenece al lugar geometrico de la ecuacion. 

Esto es, si las coordenadas de un punto satisfacen una ecuacion enton- 
ces ese punto pertenece al lugar geometrico de la ecuacion, y reciprocal 
mente, si un punto pertenece al lugar geometrico de una ecuacion sus 
coordenadas satisfacen la ecuacion. Naturalmente esto corresponde al 
enunciado de una condicion necesaria y suficiente (Art. 2.15). 

Ya que las coordenadas de los puntos de un lugar geometrico estan 
restringidas a satisfacer a su ecuacion, entonces, en general, dichos pun¬ 
tos quedaran localizados en posiciones que determinan una trayectoria 
definida llamada curva, grafica o lugar geometrico. 

Ejemplo 1. Trazar la grafica de la funcion 2 x + 5. 

solucion. Hagamos y = 2x + 5. Ya que hay un numero infinito 
de pares de valores correspondientes de x y y que satisfacen esta ecua- 

y 


* y 

0 5 

1 7 

2 9 

1 3 

2 1 

3 —1 



Fig. 4. 
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cion, seleccionaremos solainentc un numero adecuado para dar una idea 
de la grafica, como sc muestra en la figura 4. Cada par de valores co- 
rrespondientes, tornado como las coordenadas de un punto, se localiza 
como se ha die ho. Luego se traza una curva que una estos puntos la 
cual constituye la grafica de la funcion dada. En este ejemplo resulta 
que los puntos estan en una linea recta. Utilizando la geometria ana- 
litica puede demostrarse rigurosainente que la grafica de esta funcion 
es una recta. 


Ejemplo 2. Trazar la grafica de la funcion at* — 8 a: 2 4- 15x. 

solucion. Hagamos y = — 8a: 2 + 15a:. Asignando algunos valo¬ 

res a x y calculando los valores correspondientes de y , obtenemos las 
coordenadas de un numero adecuado de puntos (fig. 5). Localizando 



estos puntos y trazando una curva que los una, obtenemos la grafica que 
aparece en la figura 5. A1 hacer esto, se supone que la linea que une 
dos puntos sucesivos es un trazo de curva sin mas condition que la de 
pasar por los puntos seleccionados. Aunque esto es cierto en la grafica 
particular que estamos considerando, no lo es necesariamente para las 
graficas de todas las funciones algebraicas. Sin embargo, para las fun¬ 
ciones dadas por polinomios de una sola variable, de las cuales es un 
ejemplo esta funcion, la grafica es siempre una curva continua como se 
demuestra en calculo diferencial. 

Conviene ahora introducir un concepto muy importante, a saber: el 
de cero de una funcion. Entendemos por un cero de f(x), aquel valor de 
x que hace cero el valor correspondiente de f(x). Por ejemplo —1 es un 
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cero de la funcion 2x + 2. Graficamente los ceros reales de f(x) son las 
abscisas de los puntos en donde la grafica corta al eje X. En la figura 5 
se observa que los ceros reales de la funcion x 3 — 8x 2 + 15* son 0, 3 
y 5. Mas adelante veremos que la determination de los ceros de las fun- 
ciones es uno de los problemas basicos del algebra. 

nota. El lector observara que hemos restringido la representacion 
grafica a las funciones algebraicas de una sola variable. Para funciones 
de varias variables el pioblema se vuelve algo complicado. Por ejemplo, 
para funciones de dos variables independientes se requiere un sistema de 
coordenadas tridimensional. Esto es un problema de geometria analitica 
del espacio y no se tratara en este libro. 


EJERCICIOS. GRUPO 10 

En cada uno de los ejercicios 1-18 trazar la grafica de la funcion dada. 

1. x. 2. x -f 1. 3. 2x—1. 4. x 2 . 

5. x 3 . 6. x 4 . 7. 2x 2 — 1. 8. 1 — x 2 . 

9. 4 — x 2 . 10. V4 — x 2 . 11. — V'4 — *■*.' 12. V* 2 —1- 

13. ±V* 2 — I- 14. x 2 —5x. 15. x* — 4x + 1. 

16. 1 —4x — x 2 . 17. x 3 —x. 18. x 3 + x. 

En cada uno de los ejercicios 19-27 construir la grifica de la ecuacion dada. 

19. x + y—1. 20. x — y=l. 21. x 4- 5 = 0. 

22. y — 2 = 0. 23. y = x 2 4- 1. 24. x 2 + y = 9. 

25. x 2 4 - y 1 — 1. 26. y = x 3 — 4x. 27. x 3 4- y = 8. 

En cada uno de los ejercicios 28-33 trazar la gr&fica de la funcion dada y 
hallar sus ceros reales. 

28. x 2 — 1. 29. x 2 — x — 2. 30. x 2 -— 2x — 4. 

31. x 2 4- 2x — 2. 32. x 3 4- 2x 2 — x— 2. 33. x 3 — 3x 2 4- 2x. 

En cada uno dc los ejercicios 34 y 35 comprobar por medio de una gr&fica 
que la funcion dada no tiene ceros reales. 


34. x 2 4- 5. 


35. x 2 — 2x 4- 3. 
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4.1. INTRODUCTION 

A1 final del capitulo anterior hemos dicho que la determination de 
los ceros de las funciones es uno de los problemas fundamentales del 
algebra. Por ejemplo, tal es el caso de la funcion racional entera de x 
de grado n 9 

CLoX n + + a 2 x n ~ z + ... + a n -iX + a n , a 0 7 ^ 0 , 

en donde n es un numero entero y positivo y a 0 , a x> ..., a n son constantes 
cualesquiera, siendo a 0 7 ^ 0 . E 11 este capitulo consideraremos el caso par¬ 
ticular en que n = 1. La funcion toma entonces la forma 

( 1 ) a 0 x + a u Co 7 ^ 0 . 

Como se dijo anteriormente, en el Ejemplo 1 del Art. 3.9, en geometria 
analitica se demuestra que la grafica de la funcion (1) es una recta. En 
consecuencia es apropiado dar a la funcion ( 1 ) el nombre de funcion 
lineal. 


4.2. LA ECUACION 

Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones. Esas expresiones 
se llaman miembros de la ecuacion. Por ejemplo, en la ecuacion 

i 2 +4 = 5x, 

la expresion x z + 4 recibe el nombre de primer miembro y 5* se llama el 
segundo miembro. 

Consideraremos dos tipos de ecuaciones, la ecuacion identica o iden- 
tidad y la ecuacion conditional o ecuacion. 
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Una ecuacion identica o identidad , es una igualdad en la cual ainbos 
miembros son iguales para todos los valores de las variables para los cua- 
les esten definidos los miembros. En una identidad el signo = se suele 
sustituir pbr el simbolo =, que se lee “identico a”. Son ejemplos de 
identidades 


(1) 

( 2 ) 


(a — 6) 2 = a- — 2 ab + b'\ 



1 


x—\ ’ 


La igualdad (1) es verdadera para todos los valores de a y b; la (2) es 
valida para todos los valores de x excepto 1. 

Una ecuacion conditional, o simplernente una ecuacion, es una igual¬ 
dad en la cual ambos miembros son iguales solamente para ciertos va¬ 
lores particulares de las variables. Son ejemplos de ecuaciones condi- 
cionales 


(3) * 2 — 5*+ 4 = 0, 

(4) x + y = 5. 

La igualdad (3) es verdadera solo para x = 1 y x = 4, y no lo es para 
ningun otro valor de x. La (4) es verdadera para un numero infinito de 
pares de valores de x y y, pero no para cualquier par de valores: por 
ejemplo, (4) es verdadera para x = 1, y — 4 y para x = 2, y — 3, etc., 
pero no lo es para x = 3, y = 3 ni para x = 4, y = 2, etc. 

nota. En una ecuacion entran simbolos cuyos valores son conocidos 
o se suponen conocidos, mientras que otros simbolos representan valores 
desconocidos o incognitas. Por ejemplo en (3), x es una incognita, mien¬ 
tras que los numeros 4 y 5 son, por supuesto, conocidos; en (4), tanto x 
como )' son incognitas o variables, siendo 5 un numero conocido. 

Si una ecuacion se reduce a una identidad para ciertos valores par¬ 
ticulares asignados a las variables, entonces se dice que la ecuacion se 
satisface para dichos valores. (Vease Art. 3.9.) Por ejemplo, la ecuacion 
(3) se satisface cuando se le asigna a x el valor 1, va que la ecuacion se 
reduce entonces a la identidad 1 — 5 + 4 = 0. Analogamente, la ecua¬ 
cion (4) se satisface para x = 1 y y = 4, ya que entonces se reduce a la 
identidad 1 +4 = 5. 

Todo numero que satisface a una ecuacion con una incognita recibe 
el nombre de raiz o solution de esa ecuacion. 

Asi, por ejemplo, 1 es una raiz de la ecuacion (3). Si por otra parte 
cscribimos 


f( x ) =x* — 5*+ 4 = 0. 




Ecuaciones equivalentes 


83 


Resulta que, ademas, 1 es un cero de f(x) (Art. 3.9). En general, un 
cero de la funcion f(x) es una raiz o solucion de la ecuacion f(x) = 0. 

Un con junto de valores de las incognitas que satisface a una ecuacion 
con dos o mas incognitas o variables, se llama una solucion de esa 
ecuacion. 

Por ejemplo, x — 1, y = 4 es una solucion de (4). Evidentemente la 
ecuacion (4) tiene muchas soluciones (Art. 3.9). 


4.3. ECUACIONES EQUIVALENTES 

En este articulo nos limitaremos a considerar ecuaciones con una 
incognita x y que representamos asi: 

( 1 ) /(*) = 0 . 

Estudiaremos como se hallan las raices de (1), lo cual se llama resolver 
la ecuacion. El metodo general consiste en transformar (1) en otra ecua¬ 
cion, por ejemplo 

<*> F W =0. 

cuyas raices puedan obtenerse con mas facilidad que las de la ecuacion 
(1). Es obvio que este procedimiento es aplicable si, y solo si, las raices 
de la ecuacion (2) son las misrnas que las de la ecuacion (1) ; en dicho 
caso estas ecuaciones reciben el nombre de equivalentes. 

Por ejemplo x — 2 = 0 y 2* = 4 son equivalentes, ya que ambas tie- 
nen como unica raiz al niimero 2. Pero x — 2 = 0 y x 2 — 4 = 0 no son 
equivalentes porque la primera ecuacion tiene como unica raiz al nu- 
mero 2 mientras que la segunda tiene dos raices ±2. 

A continuation consideraremos las operaciones que pueden efectuarse 
en una ecuacion dada para obtener una ecuacion equivalente. Podemos 
recordar que en el Capitulo 2 establecimos propiedades de las igualda- 
des para cada una de las cuatro operaciones siguientes: adicion, subtrac¬ 
tion, multiplicacion y division. Utilizando estas propiedades podemos 
demostrar que una ecuacion dada puede transformarse en otra equiva¬ 
lente por medio de cualquiera de las siguientes operaciones: 

1. Si se suma o se resta una misma expresion a ambos miembros de 
una ecuacidn, la ecuacion resultante es equivalente a la dada. 

2. Si ambos miembros de una ecuacion se multiplican por, o se divi- 
den entre la misma constante no nula, la ecuacion resultante es equiva¬ 
lente a la dada. 

Respecto a la operacion 1, consideremos que la expresion g(x) se 
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suma a ainhos miembros de (1) obteniendose, por la propiedad aditiva 
de la igualdad, la ecuacion 

(3) f(x) + g(x) = g(x). 

Sea r una raiz de (1), de modo que f(r) =0. Sustituyendo r en lu- 
gar de a: en (3), obtenemos la identidad 

0 + g(r)^£(r), 

lo que significa que r es una raiz de (3). 

Reciprocamente, sea s una raiz de (3). Se obtiene la identidad 

m +g(*)—g(s), 

y por la propiedad sustractiva de la igualdad tenemos la identidad 

/M-o, 

lo que significa que s es tambien una raiz de (1). Por tanto, las ecua- 
ciones (1) y (3) son equivalentes. 

En forma analoga podemos establecer la validez de las otras opera- 
ciones que conducen a ecuaciones equivalentes. Sin embargo, se debe 
notar que hay cierta diferencia entre estas operaciones, a saber, que en 
la adicion y la sustraccion podemos sumar o restar cualquier expresion> 
la cual puede incluir tanto variables como constantes, pero en la multi- 
plicacion y division solo podemos multiplicar por, y dividir entre, cons¬ 
tantes no nulas. 

Si ambos miembros de una ecuacion dada se multiplican por una 
expresion que contenga la variable, la nueva ecuacion puede tener una 
q mas raices que no son rakes de la ecuacion dada. Estas nuevas rakes 
se llaman raices extranas y la nueva ecuacion se llama redundante con 
respecto a la ecuacion dada. 

Como ejemplo consideremos la ecuacion 

(4) x = 3 

que tiene la raiz 3. Si multiplicands ambos miembros por x — 2, obte¬ 
nemos la ecuacion 

(5) x(x—2) =3(x — 2) 

que tiene las raices 2 y 3. Por tanto, las ecuaciones (4) y (5) no son equi¬ 
valentes, 2 es una raiz extraha, y la ecuacion (5) es redundante con 
respecto a la ecuacion (4). 

Observemos otro caso: Si ambos miembros de (4) se elevan al cua- 
drado, obtenemos la ecuacion x 2 = 9 cuyas raices son ±3. Lo que sig¬ 
nifica que esta operacidn ha introducido la raiz extraha —3. 
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Si amhos miembros de la ecuacion dada se dividen entre una misma 
cxpresion que contenga la variable, la nueva ecuacion puede tener una 
o mas raices de menos respecto a la ecuacion dada. En este caso se 
dice que la nueva ecuacion es defectuosa con respecto a la ecuacion dada. 

Como ejemplo dividamos ambos miembros de la ecuacion (5) entre 
x — 2. Obtenemos la ecuacion 

(6) * = 3. . 

La ecuacion (5) tiene las raices 2 y 3 pero la ecuacion (6) es defectuosa 
con respecto a la ecuacion (5) pues solo tiene la raiz 3. 

En consecuencia, debe tenerse cuidado cuando se efectuen operacio- 
nes en una ecuacion dada, para que no se introduzcan raices extranas 
y para que no se pierdan raices validas. Para esto conviene que el estu- 
diante tome como norma la com probation de cada ratz en la ecuacion 
original , por sustitucion directa. 

Finalmente consideremos una operacion muy sencilla y muy usada 
en la resolucion de ecuaciones. Sea, por ejemplo, la igualdad 

(7) a + b = c — d y 

en donde a,b,cyd son terminos. Por la propiedad aditiva de la igual- 
dad, si anadimos d a ambos miembros obtenemos la nueva igualdad 

(8) a + b + d = c. 

Comparando (7) y (8), vemos que el termino d ha sido transpuesto 
del segundo miembro al primer miembro, cambiando su signo. Ademas, 
si restamos b dc ambos miembros de (7), obtenemos la nueva igualdad 

(9) a = c — d — b. 

Comparando (7) y (9), vemos que el termino b ha sido transpuesto del 
primer miembro al segundo miembro, cambiando su signo. En conse¬ 
cuencia: 

Regia de transposition de tirminos Cualquier termino puede trans- 
ponerse de un miembro al otro de una igualdad y y por lo tanto y de una 
ecuaci6n y con la condition de que se cambie su signo. 

4.4. LA ECUACION LINEAL O DE PRIMER GRADO, 

CON UNA INCOGNITA 

Si la funcion lineal de una variable (Art. 4.1), se iguala a cero, te- 
nemos la ecuacion de primer grado , o lineal, con una incognita: 

(1) ax + b = 0, a 0, 

en donde a y b son constantes arbitrarias. 
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Como primer paso para la resolucion de esta ecuacion transponemos 
b al segundo miembro, obteniendo asi la ecuacion equivalente 

ax — — b. 

Despues dividimos ambos miembros entre a y obteniendo otra ecua¬ 
cion equivalente que es la solucion de la ecuacion dada: 

b 

a 

Si este valor de x se sustituye en (1) obtenemos la identidad 

+ b — —b + 6 = 0. 

Teorema 1. La ecuacidn lineal con una incognita 
ax + b = 0, a zjL 0, 

b 

ticne la solucion unica x = -. 

a 

Por tanto, para resolver una ecuacion de primer grado con una in¬ 
cognita se transponen, si es necesario, todos los termi nos que contienen 
la incognita a un miembro de la ecuacion y todos los terminos conoci- 
dos al otro miembro de la ecuacidn. 

Ejemplo 1. Resolver la ecuacion ax + b 2 = a 2 + bx y a^b. 

solucion. Por supuesto, aqui se sobrentiende que la incognita es x 
y que, por tanto, todas las otras letras representan constantes conocidas. 
Entonces procederemos como sigue: 

Por transposition, ax — bx = a 2 — b 2 . 

Factorizando (a — b)x = ar — 6 2 . 

Dividiendo entre a — b f si a =£ b 9 *: = a + 6. 

Comprobaremos nucstra solucion por sustitucion directa de la raiz 
a + b en la ecuacion original. Asi obtenemos 

a{a + b) +6 2 = fl 2 + 6(a+6), 
o sea la identidad a 2 + ab + b 2 = a 2 + ab + b 2 . 

.,5 10 1 

Ejemplo 2. Resolver la ecuacion-=-. 

x + 2 x 2 — 4 2 — x 

solucion. Una ecuacion con fracciones, como esta, requiere que 
primeramente se supriman los denominadores multiplicand© ambos miem- 
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bros por el menor denominador comun de las fracciones (Art. 2.11). Si 
el menor denominador comun es un numero, entonces la ecuacion re- 
sultante es equivalente a la ecuacion dada, pero si el menor denomina¬ 
dor comun contiene la incognita, es posible que se introduzcan raices 
extranas (Art. 4.3) que son los ceros del menor denominador comun. 
En este problema las posibles raices extianas son ±:2. 

Multiplicand© arnbos miembros de la ecuacidn por x 2 — 5 que es el 
menor denominador comun, obtenemos 

5{x — 2) —10= 1 (—x — 2), 

5x — 10 — 10 = —x — 2, 

6x = 18, 

de donde x = 3. 

En este caso, 3 no es una raiz extrana, pero, para proceder correcta- 
mente, debe comprobarse en la ecuacion dada. Esto se deja como ejer- 
cicio para el estudiante. 


EJERCICIOS. GRUPO 11 

En cada uno de los ejercicios 1-20, resolver la ecuacion dada y comprobar la 
solucion. 


3a —2 = 3 — 2a. 
x 3x x — 6 
2 ~ 


5 2 

5. 3x — (x 4- 3) = x + 4 
7. 2(2x — a) — (a— 2x) - 3x. 
9. (m 4* n)x 4 ( m — n)x — 2m- 
x x a + b 


2 . 

4. 

6 . 

8 . 

10 . 


4 — 2x = 3x -h 14. 
x 4- 3 2 — 3* 4a- 

~2 7 3*’ 

x — [4 — (a -f 1)] — 4 a — 15. 
ax — c + bx — d = 0. 
ax — b 9 = a li — bx. 
x x 1 


11. 

a b a 

12. 

a a 4- b 


a 4- b 

13. 

(a 4- a 2 )(* + b -) = (a f ab)-. 

14. 

(a 4- 1) (a 

— 

2) = A 2 

15. 

2a 3 

2_ 

16. 

1 1 

- j 


2 

A - 1 A f 1 

A 4- 3 A 


a 4- 1 ‘ 

17. 

11 3 

18. 

a 4- b 

A 


A 4- 2 A — 3 a2 — A— 6* 

X 

-Cl 

1 

X 

+ 

b * 

19. 

1111 

20. 

a 2 4- b 2 

b 

a — b 

x r s x 

2bx 

A 

2bx 2 


En cada uno de los Ejercicios 21-24, resolver la ecuacion dada, primero para 
y en terminos de a, y luego para a en temiinos de y (dicho de otro modo: des- 
pejar la y en funcion de la a y a la a en funcion de la y). 


21. 3a + 2y = 6. 
23. bx 4- ay — ab. 


22. 4a — by = 10. 

24. ax -f by 4- c — 0. 
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En cada uno de los Ejercicios 25-28 dcspejar la letra indicada en funcion de 
las letras restantes. 

25. ii-P(l + ft); f. 26. = a x + (n — l)d; d. 

1 111 

27. s « s 0 i/ 0 f 4- —gt z ; v 0 . 28. - = - 4- - ; q. 

— __/ P_ 9^ _ _ 

29. Demostrar que las ecuacioncs Vx"^}- 1 *= V * y V* — 1 — V* 4 1 no 
tienen solucion. 

30. Demostrar que la siguiente ecuacion no tiene solucion: 

x 4- 1 4x 2 x — 1 

-h 4 --1-. 

x—\ x 2 — 1 x + 1 

x—6 x—5 x — 2 x—1 

31. Resolver y comprobar: ---= — — --. 

x—7 x—6 x—3 x — 2 

32. Demostrar que si de ambos miembros de una ecuacion se resta la misma 
expresion, la ecuacion resultante cs equivalente a la ecuacion dada. 

33. Demostrar que si se multiplican ambos miembros dc una ecuacion por un 
mismo numero no nulo, la ecuacion resultante es equivalente a la ecuacion dada. 

34. Demostrar que si ambos miembros de una ecuacion se dividen entre el 
mismo numero, no nulo, la ecuacion resultante es equivalente a la ecuacion dada. 

35. Demostrar que es imposible que la ecuacion lineal ax 4- b = 0, a ^ 0, 
tenga dos soluciones distintas. 


4.5. PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR MEDIO 
DE UNA ECUACION LINEAL 

Es posible resolver una gran variedad de problemas por medio de 
ecuaciones de primer grado con una incognita. El procedimiento consiste, 
gencralmente, en representar con una letra, por ejemplo x y la canticlad 
desconocida (o una de las cantidades desconocidas). El siguiente paso 
consiste en obtener una ecuacion que contenga a x y que traduzca alge- 
braicamente las condiciones del problema. El paso final sera la resolu- 
cion de esta ecuacion. En todo este proceso es importante que el estu- 
diante tenga en cuenta que la letra x sitmpre rcprcsenta un numero. Tam- 
bien es importante comprobar la solucion viendo que satisface las con¬ 
diciones del problema. 

Ejemplo 1. Cierto trabajo puede ser efectuado por A en 4 dias, y por 
B en 6 dias. ^Cuanto tiempo necesitaran para hacer todo el trabajo 
juntos? 

solucion. Sea x = numero necesario de dias. 

1 

Entonces - = parte del trabajo que pueden hacer ambos en un dia, 
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- = parte del 

- = parte del 

Por lo tan to 
Multiplicando por \2x, 
de donde 


trabajo que puede hacer A en un dia, 

trabajo que puede hacer B en un dia, 

1 1 1 

* 4 6 

12 = 3x + 2x, 

12 2 , 

x = — = 2- dias. 

5 5 


comprobacion. En 2% dias, la parte del trabajo hecha por A es 
• y 4 = S/ 5i y ]a parte hecha por B es • % = %; la suma de estas 
partes es % 4- % = 1, o sea, el trabajo completo. 


Ejemplo 2. Una mezcla de 16 litros de alcohol y agua contiene un 
25 por ciento de alcohol. ^Cuantos litros de alcohol deben ahadirse para 
obtener una mezcla que contenga el 50 por ciento de alcohol? 


solucion. Sea x = numero de litros de alcohol que deben ahadirse. 
Entonces 16 + x = numero de litros de la nueva mezcla. En la mezcla 
original hay % • 16 — 4 litros de alcohol. Entonces 4 4- x — numero de 
litros de alcohol en la nueva mezcla. 


Por tanto 


4 + * _ 1 
16 + x ~2 y 


de donde 


8 -f 2x — 16 + x, 


o sea x = 8 = numero de litros de alcohol que deben ahadirse. 

comprobacion. Volumen de la nueva mezcla = 16 -f 8 = 24 litros. 
Contenido de alcohol en la nueva mezcla = 4 + 8 = 12 litros = 50% 
de 24 litros. 


EJERCICIOS. GRUPO 12 

Al resolver los problemas siguientes sc recomienda que se compruebe el resul- 
tado (o resultados). 

1. Un alambre de 21 m. se divide en dos partes, de tal modo que la 
longitud de una de ellas es las tres cuartas partes de la longitud de la otra. Hallar 
la longitud de cada parte. 

2. El denominador de una fraccidn excede al numerador en dos unidades. 
Si cada termino de la fraccion se aumenta en einco unidades, la nueva fraccion 
es %. Hallar la fraccidn. 

3. Encontrar tres enteros consecutivos cuya suma sea igual a 21. 

4. Encontrar tres numeros pares consecutivos cuya suma sea igual a 36. 

5. Hallar dos numeros cuya suma sea 24 y cuya diferencia sea 6. 
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6. Hace ocho anos un hombre tenia 7 veces la edad de su hijo, pero ahora 
tiene solo 3 veces la edad de su hijo. Hallar las edades actuales de ambos. 

7. Si Vft de la edad de A se aumenta en \\ la edad que tenia hace 10 anos, 
entonces la suma es igual a V& de la edad que tendra dentro de 10 anos. Calcular 
la edad actual dc A. 

8. Dividir el r.umero 40 en dos partes tales que si el cociente de la mayor 
entre la menor sc disminuye en el cociente de la menor entre la mayor, entonces 
la diferencia es igual al cociente de 16 entre la parte menor. 

9. Dividir el numero 72 en tres partes tales que de la primera parte, % 
de la segunda parte y V\ de la tercera parte, sean iguales entre si. 

10. El digito de las unidades de un numero de dos cifras excede al digito de 
las decenas en 5 unidades. Si los digitos se invierten y el nuevo numero se divide 
entre el numero original el cociente es %. *Gual es el numero original? 

11. Si cl lado de un cuadrado se disminuye en 1 m., su 6rea disminuye en 
39 m 1 . Calcular la longitud del lado del luadrado original. 

12. La longitud, en metros, de una habitacion es cl triple dc su ancho. Si 
la longitud se disminuye en 5 m. y el ancho se aumenta en 2 m., el £rca del 
cuarto no se altera. Calcular las dimensiones dc la habitacion. 

13. Cierto trabajo puede ser efectuado por A en 3 horas, por B cn 4 horas 
y por C en 6 horas. ^Cuanto tiempo necesitaran para efectuar el trabajo juntos? 

14. Una Have puede llenar un tanque en 2 horas, una segunda Have puede 
llenarlo cn 3 horas, y otra Have puede vaciarlo en 6 horas. Si el tanque esta ini- 
cialmente vacio y se abren simultaneamente las tres Haves, icuAnto tiemjio se 

, necesitard para llenar el tanque? 

15. A y B trabajando juntos pueden hacer cierto trabajo cn 8 horas, y A 
solo puede hacerlo en 12 horas, i cuanto tiempo necesitara B para hacerlo solo? 

16. A puede pintar una casa en 8 dias y B puede hacerlo en 6 dias, £cu£nto 
tiempo necesitar& B para terminar el trabajo despues de que ambos ban trabajado 
juntos durante 3 dias? 

17. A puede hacer un trabajo en 4 horas y B puede hacerlo en 12 horas. 
B empieza el trabajo pero cierto tiempo despu£s lo reemplaza A, requiriendose 
para todo el trabajo un total de 6 horas. ,:Cu&nto tiempo trabajo B? 

18. Una tripulacidn puede rernar con una velocidad de 9 Km por hora en 
agua tranquila. Si necesitan el doble de tiempo para remar una cierta distancia 
contra la corriente que para hacerlo en la direccion dc la corriente, calcular la 
velocidad de la corriente. 

19. A y B parten al mismo tiempo de dos poblaciones distintas caminando 
el uno hacia el otro. Si B camina 1 Km por hora mas aprisa que A, entonces sc 
encuentran al cabo de 6 horas. Si A camina con la misma velocidad que B, enton¬ 
ces se encuentran al cabo de 5\4 horas. Calcular la distancia entre las dos po- 
blacioncs. 

20. Un bote de motor puede naxegar 10 Km corriente abajo en el mismo tiem¬ 
po en que navega 6 Km corriente arriba. Si su velocidad disminuye 4 Km jx>r hora 
en ambos sentidos, entonces su velocidad cuando va corriente abajo es cl doble 
que cuando navega corriente arriba. Calcular la velocidad que lleva cuando na¬ 
vega corriente abajo. 

21. A puede caminar cierta distancia en 20 minutos y B puede caminar la 
misma distancia en 30 minutos. Si A parte 5 minutos despues que B t cuanto tiem¬ 
po habrd estado caminando B antes de que lo alcance A? 
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22. £ Cuantos litros de alcohol de concentraci6n del 20% y cuantos dc con- 
centracidn del 30% deberan mezclarse para obtener 100 litros de alcohol de con- 
centracidn del 25% ? 

23. £ kilogramos de un mineral que contiene un 60% de plata pura 

y cu&ntos de un mineral que contiene un 90% deberan mezclarse para obtener 
6 Kg de aleacidn que tenga un 80% de plata pura? 

24. e Cuantos litros de crema con 25% de grasa deberan anadirse a 80 litros 
de leche con 3% de grasa para obtener una mezcla que contcnga 5% dc grasa? 

25. Un tanque contiene 100 Kg de salmuera con un contenido de sal del 5% 
Cuantos kilogramos de agua pura deben evaporarse para obtener salmuera con 

un contenido de sal del 8%? 

26. que horas entre las 3 y las 4 quedan sobrepuestas las manecillas de 
un reloj? 

27. <: A que horas entre las 3 y las 4 quedan opuestas las manecillas de un reloj? 

28. i A que horas entre las 4 y las 5 forman un Angulo recto las manecillas 
de un reloj? 

29. A y B juntos pueden pavimemar una banqueta cn 2 dias; B y C juntos 
pueden hacerlo en 1% dias; y A y C juntos en IV 2 dias. ^En cu£nto tiempo puede 
hac< rlo cada uno el trabajo? 

10. Un nino tiene cierta cantidad de dinero. Si se compra 10 l&pice£ le que- 
daran 10 centavos; si compra 4 cuadernos le quedar&n 20 centavos; y si compra 
4 l&pices y 3 cuadernos le quedaran 10 centavos. ,jCuanto dinero tiene? 


4.6. LA ECUACION LINEAL O DE PRIMER GRADO 
CON DOS VARIABLES O INCOGNITAS 

La funcion lineal co?i dos variables se representa por la expresion 
ax + by + c, ab 0, 

en donde a, b y c son constantes arbitrarias y la restriccion ab 0 signi- 
fica que ni a ni b son iguales a 0 (Teorema 19, Art. 2.15). 

Si esta funcion se hace igual a cero, tenemos la ecuacion de primer 
grado o lineal con dos variables o incognitas, 


(1) 

ax -f by + c = 0, 

ab ^ 0. 

Despcjando primero y y despues x 
valentes 

obtenemos las ecuaciones equi- 

(2) 

a c 

y =- x -, 

* b b' 

6^0, 

(3) 

b c 

x = — y — , 

a 0. 


a a 

Como ya se ha observado (Art. 4.2), cualquiera de estas tres ecua- 
ciones tiene un numero infinito de soluciones. Tales ecuaciones se dice 
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que son indeterminadas. A1 resolver un problcma practico, debemos ob- 
tener un resultado unico que, evidentemente, no puede lograrse con una 
sola ecuacion con dos incognitas. Pero supongamos que, ademas de la 
ecuacion (1), tenemos otra ecuacion lineal en x y y. Entonces podremos 
despejar y de esta scgunda ecuacion e igualar al valor de y dado por (2). 
Obtendremos asi una sola ecuacion en la unica incognita x, que tendra 
una sola solucidn (Teorema 1, Art. 4.4). Analogamente despejando x 
de la segunda ecuacion y usando (3), podremos obtener una sola ecua¬ 
cion en y con solucidn unica. 

Por tanto resulta que, para tener una solucion unica en problemas 
con dos o mas incognitas, es necesario tener dos o mas ecuaciones linea- 
les. Un conjunto de ecuaciones de esta clase forman un sistema de ecua¬ 
ciones line ales. 


4.7. SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES 

Consideremos el sistema de dos ecuaciones lineales en dos variables, 

(1) a 1 x+b 1 y+c 1 = 0, a } b x ^ 0, 

(2) a 2 x + b 2 y + c 2 = 0, a- 2 b 2 •=£ 0, 

en donde x y y representan simultaneamente los mismos numeros en 
amhas ecuaciones. Por esta razon las ecuaciones reciben tambien el nom- 
bre de simidtaneas. Un par de valores x y y que satisfacen a ambas ecua¬ 
ciones se llama una solucion comun del sistema. Un sistema que tiene 
solamente una solucion comun se dice que tiene una solucion unica. 

Si el sistema tiene una solucidn unica, esta puede obtenerse elimi - 
nando una de las incognitas y luego resolvicndo para la otra. Existen 
varios modos de efectuar la eliminacion. Un metodo es el de sustitucion y 
tal como se indico en el articulo anterior. Otro metodo, llamado de 
sumas o rest as, es el que damos a continuacidn. 

Si multiplicamos las ecuaciones (1) y (2) por las constantes arbitra- 
rias o parametros k } y k 2} obtenemos las ecuaciones equivalentes 

htiaiX + b x y + c x ) =0, 
k 2 (a 2 x + b 2 y + c 2 ) = 0. 

Sumando estas ecuaciones tenemos 

k\(a\X 4- b\y + Ci) + k 2 (a 2 x + b 2 y + c 2 ) = 0, 

o tambien 


(3) (A'lflj + k 2 a 2 )x + (ktbi + k 2 b 2 )y + (A x Ci + k 2 c 2 ) = 0, 
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en donde k x y k 2 pueden tomar valores cualesquiera con tal de que no 
sean simultaneamente nulas. La ecuacion (3) recibe el nombre de com¬ 
bination lineal de las ecuaciones (1) y (2). 

Supongamos ahora que el sistema formado por (1) y (2) tenga una 
solucion unica, digamos x = x x , y = y lm Entonces, de las ecuaciones (1) 
y (2) se deduce 

(4) fli*i + b t y l + Ci = 0, 

(5) a 2 x , + b 2 y x + c 2 = 0. 

Si ahora hacemos x = x x y y = y x en (3), encontramos que por (4) y 
(5) se reduce a 

ki • 0 + k 2 • 0 = 0, 

lo cual es v&lido para todos los valores de k x y k 2 . Por tanto, una solution 
unica de (1) y (2) tambien es solucion de (3). 

Para lograr obtener la solucion a partir de (3), solo sera necesario 
calcular los valores de k x y k 2 que eliminen a una de las variables. Asi, 
para eliminar y de (3), calculamos los valores de k x y k 2 de modo que 
k\b x - k 2 b 2 . 

Ejcmplo 1. Resolver el siguiente sistema, comprobando el resultado 
analiticamente y trazando una grafica. 

3x — 2y = 1, 2x + 3y = 18. 

solucion. Si multiplicamos la primera ecuacion por 3 y la segunda 
por 2, obtenemos respectivamente las ecuaciones equivalentes, 

9x — 6y = 3, 

+ 6 y = 36. 

Sumando 13x = 39, de donde x = 3. 

Analogamente, podemos obtener y por medio de una combinacion 
lineal adecuada. Sin embargo, es mas sencillo sustituir x = 3 en la pri¬ 
mera ecuacion y resolver para y. Asi tenemos, 

9 — 2y = 1, de donde y = 4. 

Por tanto, la solucion es x = 3, y = 4. La comprobacidn analitica se hace 
sustituyendo la solucion en cada una de las ecuaciones dadas. Asi se tiene 

3(3)—2(4) =9 — 8= 1, 

2(3) +3(4) = 6+ 12 = 18. 

En el Art. 3.9 vimos que la gr&fica de una ecuacion lineal con dos 
variables es una linea recta. Las graficas de las dos ecuaciones dadas se 
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han trazado en la figura 6. Su punto de intersection tiene las coordena- 
das (3,4), que representan la solucion comun de las dos ecuaciones 
dadas. Las graficas indican que esta solucion es unica. 

Y Hasta ahora solamente hemos con- 

siderado sistemas que tienen una solu¬ 
cion unica. Sin embargo, existen siste¬ 
mas como 

x + y = 3, x + y — 2 

que no tienen solucion comun. Y hay 
otros, como el sistema 

x + y = 2, 2x + 2y = 4 

que tienen un numero infinito de solu- 
ciones comunes. 

Para poder obtener criterios adecuados de un sistema lineal, conside- 
ramos el sistema 



(6) a t x + b t y = c x , a x b, ^ 0, 

(7) a 2 x + b 2 y = c- 2 , a 2 b 2 ^ 0. 

Para eliminar y, multiplicamos (6) por b 2 y (7) por b u y luego res- 
tamos, obteniendose 

d x b 2 x — a>b x x — b 2 c x — b x c 2i 


de donde x — —~ 

a x b 2 

Analogamente, climinando x obtenemos 


— a 2 bi 


ai c-, — a-,c x 

y = ---— # 

a x b» — d 2 b x * 

Por supuesto, esta solucion es valida solamente si a x b 2 — a >b x =£ 0. 
Si sustituimos estos valores de x y y cn el primer miembro de (6), 
obtenemos: 


d x 


b 2 Ci — b x c 2 
a Y b 2 —- a 1 b l 


+ b x 


(L\C 2 fljf i 

a x b 2 — d-jb i 


d x b 2 c x d\b x c 2 -f d\b x Cn — d 2 b x c x 
d x b 2 — d 2 b i 


_ c x (d x b 2 — a 2 b x ) __ 
ci x b 2 — a- 2 b x 19 

esto es, la solucion satisface a (6). En forma analoga puede demostrarse 
que la solucidn satisface a (7). Por lo tanto, la solucion es unica y el 
sistema se llama compatible. 
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Ahora investigaremos lo que sucede cuando 


a ib z — a,bi — 0, 


o sea 


a x b 2 — a,b x 


y 


ai 


a. 


h. 

bo/ 


Sea a x /a 2 — b x /b 2 = r, en donde r^O es tina constante. Entonces 
a \. = ra> y b t = rb 2 . Sustituyendo cstos valores en (6), obtenemos la ecua¬ 
cion equivalente 

(8) ra 2 x + rb 2 y = c t . 


Multiplicando ambos miembros de (7) por r, obtenemos la ecuacion 
equivalente 

(9) ra-iX + rb 2 y — rc>. 

Observamos que los primeros miembros de (8) y (9) son identicos. 
Lo cual es una contradiccidn si c , en este caso no existe una solu¬ 

tion comun, y el sistema se llama incompatible. 

Pero si c Y = rc 2 , las ecuaciones (8) y (9) son identicas y, por tan to, 
equivalen a una sola ecuacion con dos variables. En este caso hay un 
numero infinito de soluciones y el sistema se llama dependiente. Si dos 
ecuaciones no son reducibles a la inisma forma se dice que son inde- 
pendientes . 

Resumimos estos resultados en el siguiente teorema: 


Tcorema 2. El sistema de ecuaciones lineales 


+ b x y — c u a x b x ^0, 

a z x + b ,y = c >, a 2 b-> ^ 0, 

tiene la solucion unica 

x — b 2 c | — b x c-> _ a x c 2 — a,c x 

a,b, — a z bi’ y a,6*— a 2 fc, ’ 

solamente si a x b 2 — a 2 b l 0. En este caso se dice que el sistema es com¬ 
patible. 

Si a x b 2 — a.b x = 0, entonces el sistema no tiene solucion y se dice 
que es incompatible , o bien tiene un numero infinito de soluciones , y se 
dice que es dependiente. 

notas 

b Se pueden obtener resultados ana logos a este teorema para el caso 
general de un sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas. Sin em¬ 
bargo. la discusion de este caso se pospondra hasta llegar al estudio de 
los determinantes. 
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2. Se aconseja al estudiante que no use las formulas dadas en el 
teorema 2 para obtener la solucion de un sistema de ecuaciones lineales. 
Es preferible emplear el metodo de eliminacidn explicado en el cjemplo 1. 

Ejemplo 2. Analizar la naturaleza de la solucion del sistema 
x — 2y — 4, 2x — 4y = —3 
y comprobar el resultado graficamente. 

solucion. Si intentamos eliminar cualquiera de las dos variables re- 
sulta que la otra variable tambien se elimina. Cuando esto ocurre, el 
sistema debe analizarsc con mas detalle. Asi, si multiplicamos la primera 
ecuacion por 2, obtenemos la ecuacion equivalente 2x — 4 y = 8, la cual, 
sin embargo, contradice a la segunda ecuacion del sistema. Por lo tanto el 
sistema es incompatible, es decir, no tiene solucion. 

Las graficas de las dos ecuaciones 
dadas (fig. 7) muestran que se trata 
de dos rectas paralelas, es decir, que 
no tienen ningun punto cornu n: esta 
es la comprobacion geometrica de que 
no hay solucion para el sistema dado. 

Ejemplo 3. Analizar la naturaleza 
de la solucion del sistema 

x — 2y = 4, 2x — 4y = 8 

solucion. Si multiplicamos la primera ecuacion por 2, obtenemos 
la segunda ecuacion. Por lo tanto el sistema dado es dependiente y tiene 
un numero infinito de soluciones. Siendo equivalentes ambas ecuaciones, 
estan representadas por una sola recta, la inferior en la figura 7. 

El metodo de eliminacibn usado para obtener la solucion de un sis¬ 
tema de dos ecuaciones lineales puede ser extendido inmediatamente a 
sistemas de tres o mas ecuaciones. 

Ejemplo 4. Resolver y comprobar el sistema 

x + 2 y — z = 2, 

2x — y 4- z = 3, 

2* + 2y — z = 3, 

solucion. Podemos reducir el sistema dado a un sistema de dos ecua¬ 
ciones con dos variables, eliminando una de ellas, digamos z. Asi, suman- 
do las ecuaciones primera y segunda, tenemos 

3x + y = 5, 


r 
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y sumando las ecuaciones segunda y tercera, tenemos 

4* + y = 6. 

Resolviendo este sistema se obtiene x= 1, y — 2. Sustituyendo estos va- 
lores de x y y en la primera de las ecuaciones dadas, resulta 

1+4 — z — 2 osea z = 3. 

Por tanto, la solucion es x = 1, y =2, z = 3. Debe comprobarse la 
solucion por sustitucion directa en cada una de las ecuaciones dadas. 

Veamos ahora algunas conclusiones y observaciones importantes. 

NOTAS 

3. De los ejemplos anteriores inferimos que para que un problema 
de n incdgnitas tenga solucion unica se requiere un sistema de n ecua¬ 
ciones independientes. 

4. Observamos que en un sistema de 2 ecuaciones independientes, 
podernos eliminar 1 variable, y que en un sistema de 3 ecuaciones inde¬ 
pendientes podemos eliminar 2 variables. En general, la elimination de 
n variables requiere n + 1 ecuaciones independientes. 

5. Ilasta ahora el numero de ecuaciones en un sistema lineal dado 
ha sido igual al numero de incognitas. Si el numero de ecuaciones difiere 
del numero de variables, entonces el sistema requiere metodos especiales. 
Algunos casos particulares de dichos sistemas se estudian en el capitulo 
sobre determinantes, pero la teoria completa requiere estudios superiores. 


4.8. PROBLEMAS QUE PUEDEN RESOLVERSE POR MEDIO 
DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES 

Muchos problemas que requieren la determinacion de dos o mas 
cantidades desconocidas pueden ser resueltos por medio de un sistema 
de ecuaciones lineales. Las cantidades desconocidas se representan con 
letras, por ejemplo x, y, etc., y se establece un sistema de ecuaciones que 
satisfagan las diversas condiciones del problema. La resolucion de este 
sistema conduce a los valores de las incognitas. Veamos varios ejemplos. 

Ejemplo 1. El costo total de 5 libros de texto y 4 plumas es de $ 32; 
el costo total de otros 6 libros de texto iguales y 3 plumas es de $ 33. 
Hallar el costo de cada articulo. 

solucion. Sea x = el costo de un libro de texto en pesos, y y = el 
costo de una pluma en pesos. 
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Segun el problema obtenemos las dos ecuaciones 

5x + 4 y = 32, 

6x +3 y= 33. 

La solucion de este sistema es x = 4, y = 3, es decir, el costo de cada 
libro de texto es $ 4 y el costo de cada pluma es $ 3. Estos resultados 
pueden comprobarse facilmcnte. Asi, el costo de 5 libros de texto y 4 
plumas es igual a 5(4) + 4(3) = $32 y cl costo de 6 libros de texto y 
3 plumas es igual a 6(4) + 3(3) = $33. 

Ejemplo 2. Hallar dos numcros tales que la suma de sus reciprocos 
sea 5, y que la diferencia de sus reciprocos sea 1. 

solucion. Sea x = numero menor 
y y = numero mayor. 

La suma y la diferencia de sus reciprocos son, respcctivamentc, 



* y 

i i 


* y 

Este no es un sistema lineal pero puede ser tratado como tal utili- 
zando como incognitas \/x y 1/y. Asi, sumando las dos ecuaciones te- 
nemos 



x 


de donde 2 = 6x y x = y 3 . 

Restando la segunda ecuacion de la primera, obtenemos 

2 

- = 4, 

y 

de donde 2 = 4}' y y = %. 

Por tanto, los dos numeros son % y %. Se deja como ejercicio la 
comprobacion de estos resultados. 

nota. Se notara la semejanza del sistema dado con un sistema lineal 
si hacemos u = \/x y v = 1/y, ya que asi el sistema toma la forma: 


u + v = 5, 
u — v = 1. 
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EJERCICIOS. GRUPO 13 

En cada uno dc los ejcrcicios 1-6 resolver el sistema dado, y comprobar el 
rcsultado gr&ficamente. 

1 . 3 x — y = 2, 2 x -f 3y = 5. 2. * + 4y - 7, 2x + 3y = 4. 

3 . 2x — 3y = 9, 3x 4 - 4y = 5. 4. 3x + 2y = 0 , 2x + 5y = 11. 

5. 9x -b 7y — 0, 5x — 9y = 0. 6 . 2x — 1 ly = 4, 4x + 7y -= 8 . 

En cada uno de los ejercicios 7-10, analizar la naturaleza de la soluci 6 n del 
sistema dado y comprobar el resultado grdficamente. 

7. 3x 4- y = 5, 6 x -f 2y = 7. 8 . 4x — 2y — 4, 2 x y — 2. 

9 . 2 x — 6 y = 2, x — 3y = 3. 10. 7x -f 2y = 1, 21 x-f 6 y = 3. 

En cada uno de los ejercicios 11-17 resolver el sistema dado y comprobar el 
resultado. 

1 2 2_I = _Z 2_J3^_S 4__3 = 1 

x y 1 x y 4 x 2 y 2 3xy3 

13 . f 4 . - = 3 , — — — = —2. 14. ax + fry = r, cx 4- = s. 

a b 2a b 

15. x + y =7, y + z = 5, x + z = 6. 

16. 4x4 2y — 7z=3, x — y— 5z = 1, 2* + 4y + z = 3. 

1 2 7 1 2 2 2 1 7 

17. -+- = -• 

18. Comprobar que la solucion unica de un sistema dado en el leorema l 
(Art. 4.7), satisface a la ecuaci 6 n (7). 

19. En el sistema del Tcorema 2 (Art. 4.7) demostrar que si y c 2 son 
ambas nulas, entonces el sistema tiene la solucion x = 0 , y = 0. En este caso cl 
sistema se llama hoviogSneo. 

20. Sean fll x + b x - 0, ^ 0, y fl2 x 4 - b 2 = 0, a 2 ^ 0, dos ecuaciones linea¬ 

les con una incognita. Demostrar que una condicion necesaria y suficiente para 
que estas ecuaciones sean compatibles es que fl, 6 2 a 2 b l — 0 . 

En cada uno de los ejercicios 21-30, resolver y comprobar los resultados. 

21. Si el numerador de una fraccion dada se aumenta en 1 , la nueva fraccion 
es Yz; si el denominador se disminuye en 1 , la nueva fraccion es %. Hallar la 
fracci 6 n. 

22. Una suma de dinero se repartio en cantidades iguales entre cierto numero 
de ninos. Si hubiera habido dos ninos m&s, cada uno habria recibido $ 1 menos, 
si hubiera habido dos ninos menos, cada uno habria recibido $ 2 m&s. Hallar el 
numero de ninos y la cantidad recibida por cada uno. 

23. Un numero de dos cifras es igual a 8 veces la suma de sus digitos; si los 
digitos se invierten, el numero resultante es 45 unidades menor que el numero 
original. Hallar el numero original. 

24. La temperatura C medida en grados centigrados es una funcidn lineal de 
la temperatura F medida en grados Fahrenheit, y puede ser representada por la 
relacion C = aF -f 6 , en donde a y b son constantes. Determinar estas constan- 
tes, y por tanto la relacion, utilizando los hechos de que el punto de congelacion 
para el agua es 0 °C y 32°F y que el punto de ebullicidn es 100 C C y 212°F. 

25. Un tren recorrc cierta distancia con velocidad constante. Si esa velocidad 
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se aumenta en 10 Km por hora, entonces el viaje requiere 1 hora menos; si la 
velocidad se disminuye en 10 Km por hora, entonces el viaje requiere 1V£ horas 
mas. Calcular la distancia recorrida y la velocidad del tren. 

26. Si el ancho de un tcrreno rectangular se aumenta 10 metros y su longi- 
tud se disminuye 10 metros, entonces el &rea aumenta 400 m 2 . Si el ancho dis¬ 
minuye 5 m y la longitud aumenta 10 m, entonces el area disminuye 50 m 2 . 
Calcular las dimensiones del terreno. 

27. Cierta linea recta esta representada por la ecuacion lineal ax -f by = 7, 
en donde a y b son constantes (Art. 3.9). Calcular a y b si las coordenadas de 
dos de los puntos de la recta son (2,1) y (—1, 3). 

28. En geometria analitica se demucstra que una circunferencia puede repre- 
sentarse por la ecuacidn x 2 -f y 2 4 Dx -f Ey 4- F = 0 en donde D, E y F son 
constantes. Determinar los valores que deben tener estas constantes para que la 
circunferencia pase por los puntos (0,0), (3,6), (7,0). 

29. A y B juntos pueden hacer cierto trabajo en 1% dias, A y C juntos pueden 
hacerlo en 1% dias, B y C juntos pueden hacerlo en 2% dias. Calcular el numero 
de dias en que cada uno puede hacer el trabajo por separado. 

30. La suma de los digitos de un numero de tres cifras es 6. Si se intercam- 
bian los digitos de las centenas y las decenas el numero resultante es 90 unidades 
mayor que el numero original. Si se intercambian los digitos de las decenas y las 
unidades el numero resultante es 9 unidades mayor que el numero original. <:Cual 
es el numero? 
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5.1. INTRODUCTION 

Continuamos nuestro estudio de las funciones enteras en x con el 
caso particular en que el grado es 2. Entonces la funcion se llama funcion 
cuadratica de x y generalmente se le escribe en la forma 
ax 2 + bx + c, a ^ 0, 

en donde a, b y c son constantes. Esta funcion es de gran importancia y 
se presenta frecuentemente no solo en algebra sino tambien en otras ramas 
de las matematicas, en fisica y en ingenieria. 

5.2. LA ECUACION CUADRATICA O DE SEGUNDO 
GRADO CON UNA INCOGNITA 

Si la funcion cuadratica de x se iguala a cero, entonces obtenemos la 
ecuacion cuadratica con una incognita . 

(1) ax 2 + bx + c = 0, a ^ 0, 

en donde a, b y c son constantes. La ecuacion (1) tambien se conoce 
como la forma canonica de la ecuacion de segundo grado. 

Por resolucion de (1) se entiende la determination de sus raices 
(Art. 4.2). Se emplean comunmente dos metodos: el de factorizacion y 
el de aplicacion de una formula. 

5.3. RESOLUCION POR FACTORIZACION 

El primer paso para resolver una ecuacion de segundo grado por cual- 
quier metodo es escribir la ecuacion en la forma canonica, si es que no 
esta ya en dicha forma, o sea en la forma 
(1) ax 2 + bx + c = 0, a 0. 
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El primer miembro de (1) es un trinomio general de segundo grado 
que puede ser factorizado en dos factores lineales (Art. 2.9, tipo 4). 

Ya que el producto de estos dos factores es igual a cero, calcularemos 
los valores de x que anulan a cada uno de ellos, para lo cual igualaremos 
a cero cada factor (Teorema 19, Art. 2.15). Por tanto, la resolucion de 

(1) se reduce a la resolucion de dos ecuaciones lineales equivalentes a ella 
(Art. 4.3, 4.4). 

En la ecuacion (1), la unica restriccion sobre las constantes a, b y c 
es que a=£ 0. Por tanto, tanto b como c o ambas, pueden ser cero. Pri¬ 
mer amente consideraremos estos ultimos casos. 

Si c = 0, la ecuacion (1) se reduce a 

(2) ax 2 4- bx = 0, 
que inmediatamente puede factorizarse asi 

x(ax + 6) = 0, 


que equivale a las dos ecuaciones lineales 

x = 0, ax + b = 0, 

con las soluciones 0 y — b/a } que son las raices de (2). 

Analogamente, podemos demostrar que si b = 0, entonces las raices 

son ± 1 / — -, y si b = c = 0, entonces ambas raices son cero. 

\ a 

Veamos con un ejemplo el caso en que b^ 0, c 0. 

Ejemplo. Resolver por factorizacion la ecuacion 

(3) 2(x + l)*_x = 4. 

solucion. Primeramente escribimos la ecuacion (3) en la forma ca- 
nonica 

(4) 2x* 4- 3x — 2 = 0. 

Factorizando el primer miembro, tenemos 

(2x—l)(*4-2) =0. 

Igualando a cero cada uno de los factores lineales, resulta 
2x —1=0 y x + 2 = 0, 

de donde x = % y x = —2, respectivamente. Por tanto, las raices bus- 
cadas son % Y —2. 


Resoluci6n por medio de una formula 
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Como ya se observo (Art. 4.3), la solucion de una ecuacidn debe com- 
probarse siempre por sustitucion directa en la ecuacion original. Asi, para 
x = ^4, la sustitucion en la ecuacion (3) nos da 



y para x = —2, nos da 2(—2 4- l) 2 — (—2) = 2 4- 2 = 4. Lo cual de- 
muestra que ambas raices son correctas. 


5.4. RESOLUCION POR MEDIO DE UNA FORMULA 


Si el primer miembro de una ecuacion cuadratica que esta en la forma 
canonica puede factorizarse facilmente, entonces este es el metodo de 
resolucion que debe seguirse. Por otra parte, la resolution de una ecua¬ 
cion cuadratica siempre puede hacerse por el metodo llamado de com - 
plctar un cuadrado. Este metodo es siempre aplicable aun cuando la so¬ 
lucion no pueda obtenerse facilmente por factorization. Veamos un 
ejemplo. 

Ejemplo 1. Resolver la ecuacion 

2x 2 — 2x—\ = 0. 

solucion. El primer miembro no puede factorizarse en factores li- 
neales con coeficientes racionales. Por tanto, utilizaremos la operation 
de completar el cuadrado, como sigue: 

Se transpone el termino constante al segundo miembro de la ecuacion 
dejando en el primer miembro los terminos que contienen la incognita. 
Es decir 

2x* — 2x= 1. 


Se divide cntre 2, que es el coeficiente de x 2 , obteniendose 


X“ — x = - . 

2 

Para que el primer miembro resulte un cuadrado perfecto le anadimos 

el cuadrado de la mitad del coeficiente de x. O sea, le anadimos 

/ IV 1 . , . , 

(-) = - a am bos miembros, obteniendo 

l 2/ 4 
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Extrayendo la ralz cuadrada en cada miembro obtenemos 

1^ V 3 


1 ± Vz 

de donde x =-. 

2 

, 1 + V3 1 — V3 

Por tanto, las raices son - y -, lo cual puede compro- 


barse por sustitucion directa en la ecuacion original. 

Ya que el metodo de completar cuadrados se puede aplicar a cual- 
quier ecuacion, podemos emplearlo para obtener las raices de la ecuacion 
general de segundo grado representada en forma canonica y luego usar la 
solution obtenida como una formula. Asi: 

ax 2 + bx -f- c = 0, a ^ 0. 

si transponemos c al lado derecho y dividimos todos los terminos entre a, 
obtenemos 

b c 

x 2 + -x = -. 

a a 


Para completar el cuadrado, anadimos 



a ambos miembro>. 


b b 2 c b 2 

x 2 + -x + -te-+- 

a 4 a 2 a 4 a 2 




Extrayendo la raiz cuadrada resulta 


b zb V b 2 — 4 ac 

x ~b — =-—- 

2 a 2 a 


—b zb X^b 2 — 4 ac 

de donde x =- - -, 

la 

lo cual se conoce como la formula de la ecuacion de segundo grado. 

Reciprocamente podemos demostrar, por sustitucion directa, que cada 
uno de estos dos valores de x satisface la ecuacion canonica original. En 


consecuencia: 
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Teorema 1 . La ecuacion de segundo grado con una incognita 
ax 2 + bx -f c = 0, a ^ 0, 

tiene las soluciones 

—b dr Vb* — 4 ac 


x — 


2a 


Ejemplo 2. Resolver la ecuacion 

x+ 1 x 


x — 1 


1 =• 


x — 2 


solucion. Primeramente quitaremos denominadores multiplicando 
ambos mieinbros de la ecuacidn por el menor denominador comun 
(x—l)(x— 2). Resulta: 

x 2 — x — 2 — x 2 + 3x — 2 = x 2 —x. 

Simplificando y ordenando los terminos, obtenemos la ecuacion en 
su forma canonica 

x 2 —3 a:+ 4 = 0. 

Ya que el primer miembro no puede ser factorizado en factores lineales 
con coeficientes racionales, utilizaremos la formula del Teorema 1. En 
este caso a = 1, b = —3, c = 4, de modo que 


V li 


_ —b dr V b' 1 — 4 ac 3 dr V9 — 16" 

~2a ““ 2 2 * 

Como las unicas raices extranas posibles son 1 y 2, que no satisfacen 

3 dr V7i 

la ecuacion^ las raices buscadas son --- , que, para mayor segu- 

ridad , deben comprobarse en la ecuacion original. 

Existen muchos problemas que pueden resolverse por medio de ecua- 
ciones cuadraticas. 

Ejemplo 3. Un tren recorre 300 Km con una velocidad constante. 
Si la velocidad hubiera sido 10 Km por hora mayor, el tiempo empleado 
hubiera sido 1 hora menos. Calcular la velocidad del tren. 

solucion. Sea x la velocidad del tren en kilometros por hora. 
Tiempo necesario para el viaje a la velocidad original = 300 /x horas. 
Tiempo necesario para cl viaje a la velocidad modificada = 300/ (x-f 10) 
horas. 

300 300 


x + 10 


= 1 . 
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Quitando denominadores y ordcnando los terminos, como en la forma 
canonica, tenemos 

x 2 + 10* — 3000 = 0. 

Factorizando, (x 4- 60) (x — 50) = 0, 

de donde x = —60, 50. 

El valor x = 50 satisface a la ecuacion original y las condiciones del 
problema. 

El valor x — —60 satisface a la ecuacion original pero como no sa¬ 
tisface las condiciones del problema es rechazado. A1 resolver problemas 
por medio de ecuaciones cuadraticas, resulta que a veces ambos valores 
satisfacen las condiciones del problema y, por tan to, hay dos soluciones, 
en otros casos solo uno de los valores es aceptable, como en el problema 
presente. 

EJERC1CIOS. GRUPO 14 

En cada uno de los ejercicios 1-24, resolver la ecuacion dada por factorizacion, 
y si no es posible hacerlo, usando la formula. Comprobar las raices por sustituci6n 
en la ecuacion original. 


1. 

*2 — 3* + 2 = 0. 



2. 

x 2 - 

-X— 12 = 0. 

3. 

3j> 2 + 2 y— 1 = 0 



4. 

6z 2 

+ z— 2 = 0. 

5. 

(x — 2) 2 + 2 = * 



6. 

2(* 

+ 1)* — 4 = *(* + 3). 

7. 

(x — 3)(x + 2) = 6. 


8. 

(y + l) 2 — 3 (y+ 1) =4. 


x—1 x—2_ 

i 


10. 

3x - 

-5 2(x 4 4) 

9. 

x + 3 x + 1 

1. 



x 4 

1 2x — 3 

11. 

*2 _ 2* — 1 = 0. 



12. 

X 2 - 

- 2x + 2 = 0. 

13. 

9ii 2 — 12u — 1 = 

0. 


14. 

Av* 

— \2v +11=0. 

15. 

2(x + 2) 2 — (*- 

-1) 2 = 

2x -f 7. 

16. 

(x 4- 2) (x — 1 ) = x + 3. 

17. 

(x — 5)(* + 1) = 2(x- 

-2) 2 . 

18. 

3(x 

+ l) 2 = (x 4- 4) 2 —12. 

19. 

10 ^ 

z - f — = 6. 



20. 

9 y- 

-12 + - — 0 
y 

21. 

abx 2 — (fl 2 + b 2 )i 

K + ab 

= 0. 

22. 

x 2 - 

- 2 ax 4- fl2 4- b 2 = 0. 

23. 

x 2 — 2 bx -f b 2 — 

a = 0. 


24. 

4x 2 

— 4ax 4 a 2 = b 2 . 

25. 

En (el Teorema 1 

(Art. 5 

.4), demostrar que cada una de las raices obte* 


nidas satisface la ecuacion original. 

26. De la ecuacidn x 2 = a 2 obtenemos las ecuaciones ±x = ±a, que general- 
mente se escribcn como x = — a. Demostrar que la soluci6n es identica en los 
dos casos. 

27. La longitud de un cuarto es 5 metros mayor que su ancho el &rea es 
150 m 2 . Hallar sus dimensiones. 

28. A y B juntos hacen un trabajo en 1% horas y A puede hacerlo en 2 horas 
menos que B. Calcular los tiempos en que A y B pueden hacer el trabajo sepa- 
radamente. 

29. Un tanque puede vaciarse utilizando dos v&lvulas en 2 horas. ^CuAnto 
tiempo se necesitard para vaciar el tanque con cada una de las v&lvulas por sepa- 
rado si una de ellas puede hacerlo en 3 horas menos que la otra? 
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30. Un cateto de un tri£ngulo rectdngulo es 17 cm mayor que el otro, y la 
hipotenusa mide 25 cm. Calcular las longitudes de los catetos. 

31. Los miembros de un club van a pagar una cuenta de $600 en partes 
iguales. Si hubiera habido 20 miembros mas, el costo para cada miembro hubiera 
sido $ 1 menos. Calcular el numero de miembros del club. 

32. Hallar dos numeros cuya suma sea 12 y cuyo producto sea 35. 

33. En fisica se demuestra que la distancia s (en metros) recorrida por un 
cucrpo en su caida libre en cl vacio estii dada por la formula s — v 0 t -f Vjgt 2 en 
dondc v 0 es la velocidad inicial del cucrpo (en metros/seg.), t es el tiempo de 
descenso (en seg.) y g es la aceleracion constante debida a la gravedad (en me¬ 
tros/seg. 2 ). Calcular cl tiempo que neccsita un cucrpo para descender 100 metros 
en el vacio si su velocidad inicial es 18 metros/seg. y g es 9.8 metros/seg. 2 

34. Despejar t de la formula del ejercicio 33 y explicar por que solo puede 
admitirse en la solucion uno de los signos del radical. 

35. Las aristas de dos cubos dificren en 2 cm y sus volumenes dificren en 
218 cm 3 . Calcular la arista de cada cubo. 


5.5. PROPIEDADES DE LA ECUACION CUADRATICA 

Si las raices de la ecuacion general de segundo grado 

(1) ax 2 + bx + c = 0, a/ 0, 

se representan por r x y r 2 , por el Teorema 1 (Art. 5.4) tenemos: 

/n _—b + yfb 2 — 4 ac _— b — yfb 2 — 4 ac 

(2) r, — , - 2a 

Consideremos ahora la naturaleza de estas raices cuando los coeficien- 
tes de (1) son reales, es decir, cuando a, b y c son numeros reales. Es 
evidente que las raices dependen del signo de la expresidn b 2 — 4 ac que 
aparece como subradical. Asi, si b 2 — 4 ac > 0, r y y r 2 son reales y dife- 
rentes; si b 2 — 4 ac = 0, r, y r 2 son reales e iguales; y si b 2 — 4 ac < 0, 
r, y r 2 son complejas y diferentes. En este ultimo caso las dos raices com- 
plejas difieren solamente en el signo del termino imaginario, es decir, si 
una de las raices es de la forma m + ni, entonces la otra raiz es de la 
forma m — ni y en donde i = V—1. Tales rakes reciben el nombre de 
numeros complejos conjugados. 

La expresion b 2 — 4 ac se llama el discriminants de la ecuacion cua- 
dratica (1). 

Resumimos los resultados anteriores en el siguiente teorema: 
Teorema 2. Si los coeficientes a, b y c de la ecuacion cuadratica 
ax 2 4* bx + c = 0, a ^ 0, 
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son numeros reales y, en consecuencia, tambien es un numero real el 
discriminante D — b 2 — 4 ac resulta: si D > 0, las razees son reales y di - 
ferentes; si D = 0, las razees son reales e iguales; y si D < 0, las raices son 
numeros complejos conjugados. 

Corolario. Si a 9 b y c son numeros rationales, las raices serdn ratio¬ 
nales solamente si D es un cuadrado perjecto no negativo . 

nota. Si el discriminante D no es negativo pero no es un cuadrado 
perfecto, las-raices son expresiones con radicales de la forma m + Vn 
y m —Vn que se llaman binomios irrationales cuadrdticos conjugados. 

Ejcmplo 1. Determinar la naturaleza de las raices de la ecuacion 
2x 2 + 5x — 3 = 0. 


solucion. El discriminante b 2 — 4 ac — 5 2 — 4(2) (—3) — 25 4- 24 
= 49 > 0. Por tanto, por el Teorema 2, las raices son reales y diferentes. 
El estudiante puede verificar esto facilmente efectuando el calculo com- 
pleto de las raices. Este ejemplo corresponde tambien al corolario del 
Teorema 2. 

Ya que las raices (2) de la ecuacion cuadratica general (1) estan 
expresadas en terminos de los coeficientes, la suma y el producto de las 
raices tambien pueden expresarse en terminos de los coeficientes. Para 
la suma tenemos, 


ri 4- r 2 = 


—b + Vfc 2 — 4ac 
2 a 


—b — Vfc 2 — 4 ac 
2a 


b 


a 


y para el producto, 

f—b + Vfc2_4a<rV —b — V b 2 — 4a<A _ 4ac _ c 
TlTi ~ V 2a A 2a / 4a 2 a' 

Enunciamos estos resultados en el teorema siguiente: 


Teorema 3. En la ecuacion general de segundo grado 
ax 2 4- bx 4- c = 0, a =£ 0, 
la suma de las raices es —bja y el producto es cja. 

Ejemplo 2. Calcular el valor de k en la ecuacion (k 4- l)x 2 — 
(k 4- 8 )x 4- 10 = 0, para que la suma de las raices sea %. 

solucion. Por el Teorema 3, la suma de las raices es igual al coefi- 
ciente de x cambiado de signo, entre el coeficiente de x 2 . Por tanto, 


k 4- 8 9 


k 4- i 2 


2k + 16 = 9* 4- 9 y k = 1. 
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El estudiante debe comprobar el resultado efectuando el calculo com¬ 
plete) de las raices. 

Ejemplo 3. Hallar el valor de k en la ecuacion ( k — \)x 2 — 5x + 
3k — 7 = 0, para que una de las rakes sea el reciproco de la otra. 

solucion. Sea r una raiz. Entonces la otra raiz sera 1/r y su produc- 
to es 1. Pero el producto de las rakes es tambien (3A: — 7 ) /{k — 1). 
Por tanto, (3A: — 7)/(A: — 1) = 1, 3A: — 7 = k— 1 y k = 3. 

La comprobacion de este resultado se deja como ejercicio. 

Veamos ahora el siguiente teorema que es de gran importancia. 
Teorema 4. Si r es una raiz de la ecuacion cuadratica general 
ax 2 + bx + c = 0, a 0, 

entonces x — r es un factor del primer miembro y reciprocamente . 

demostracion. Sea f(x) = ax 2 + bx + c. 

Ya que r es una raiz de f(x) = 0, podemos escribir 

f(r) = ar 2 + br + c = 0. 

Restando, tenemos: 


f(x) — f(r) = ax 2 + bx + c — (ar 2 + br + c) 
o sea, f(x) —0 = a(x 2 — r 2 ) 4- b(x — r). 

de donde, f(x) = (x — r)[a(* + r) + b], 

que nos dice que (x — r) es un factor de /(*). 

Reciprocamente, si (x — r) es un factor de f(x ), podemos escribir 

/(*) = (x-r)P(x), 
en donde P(x) es el otro factor. 

Para x = r esta ultima relacion nos dice que f(r ) = 0, por el Teo¬ 
rema 19 (Art. 2.15), lo cual significa que r es una raiz de f(x) = 0, tal 
como se queria demostrar. 


Ya que r x y r 2 dadas por (2) son las raices de la ecuacion cuadratica 
general (1), se concluye, por el teorema anterior, que x — r x y x — r 2 
son factores de ax 2 + bx + c. Y como el producto de estos factores es 


(x — r,) ( X — r 2 ) = + 


la 


, by 

= (* + — ) 
2 a 


0 


V6 2 — 4 ae\/ b Vb 2 — 4ac\ 

la )\ la la ) 

b 2 — \ac b b 2 b 2 c 

-—- = x 2 + -x + -+ 1 

2a 2 a 4 a 2 4 a 2 a 


“ x 2 4 - 


b c 1 

— x + - = - (ax 2 + bx + c). 
a a a 
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podremos escribir la funcion cuadratica en forma factorizada asi 
(3) ax 2 + bx + c = a(x — r x ) (x — r 2 ). 

La relation (3) sugiere un metodo para factorizar cualquier trinomio 
general (Art. 2.9, tipo 4), que vamos a explicar en el ejemplo siguiente. 

Ejcinplo 4. Factorizar 6x 2 — 5x — 6. 
solucion. Las raices de 6x 2 — 5x — 6 = 0 son 

5 ± V25 + 144 5 ± 13 3 2 

* = 12 12 “ 2 ’ _ 3 ' 

Por tanto, los factores de 6x 2 — 5x — 6 son 

6 { x ~l)( x + l) = (2 *- 3)(3x + 2) - 

La ecuacion (3) es particularmente util cuando se desea deterrninar 
si una expresidn cuadratica dada es reducible en un campo de numeros 
particular (Art. 2.8). Ya que el campo queda determinado por la natu- 
raleza de las raices r x y r 2 , todo lo que necesitamos hacer es calcular el 
discriminante (Teorema 2). 

Ejemplo 5. Averiguar si la expresion cuadratica x 2 — 2x + 2 es o 
no reducible. 

solucion. El discriminante es b 2 — 4 ac = 4— 4*2= —4 de modo 
que los ceros de la expresidn dada son numeros complejos conjugados. 
Por tanto, la expresion es irreducible en el campo de los numeros reales. 

Ya hcmos visto que la ecuacidn cuadratica tiene dos raices. Ahora 
investigaremos la posibilidad de que existan mas de dos raices. Suponga- 
mos que la ecuacion (1) tiene tambien la raiz r diferente de r x y de r 2 , 
dadas por (2). Sustituyendo x por su valor r en (3) tenemos 

ar 2 4- br 4- c — a(r — r,) (r—r 2 ), 

donde todos los factores del segundo miembro son diferentes de cero. Por 
el Teorema 19 (Art. 2.15), 

ar 2 + br c 0, 

es decir, r no puede ser raiz de la ecuacion (1). De aqui el siguiente 
teorema: 

Teorema 5. La ecuacion cuadratica 

ax 2 + bx + c = 0, fl^O, 

tiene unicamente dos raices r x y r 2 que estan dadas por las formulas (2). 
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Hasta aqui heinos resuelto el siguiente problema: Dada una ecuacion 
de segundo grado, calcular sus raices Ahora consideraremos el problema 
inverso: Dadas las raices de una ecuacion cuadratica, hallar la ecuacidn. 

Ejemplo 6. Hallar la ecuacion cuadratica cuyas raices son % y %. 

solucion. La ecuacion puede expresarse primeramente en la forma 

(*—!)('—I) =o 

Efectuando operaciones 

25 

x 2 -x + 1 = 0. 

12 

Multiplicando por 12, para quitar denominadores, resulta 

12x 2 —25* + 12 = 0 
que es la ecuacion buscada. 

Esta ecuacion tambien puede obtenerse utilizando las formulas que 
dan la suma y el producto de las raices. 


EJERCICIOS. GRUPO 15 


En cada uno de los cjercicios 1-6 determinar la naturaleza, suma y producto 
de las raices, sin resolver la ecuacion dada. 

1. *2 + x — 6 = 0. 2. x 2 4- 4x 4- 4 — 0. 

3. x 2 — 2x + 3 = 0. 


5. 


1 

x + - = 4. 
x 


4. 


6 . 


(x + l) 2 = x— 1. 
x + 1 3x — 1 


x—1 


x 4- 1 


En cada uno de los cjercicios 7-12, determinar el valor o valores de k para 
que la ecuacion dada tenga raices iguales. 

7. *x 2 + 8x + 4 = 0. 8. x 2 — 3*x + 9 = 0. 

9. x 2 4- kx -f 8 = k. 10. ** + 3k 4- 1 — (k + 2)x. 

11. (k 4- 4)x»— 1 = (2k + 2)x— It. 12. (k — 1 )x 2 — 2kx 4- A 2 = 0. 


En cada uno de los ejercicios 13-18, hallar la ecuacion que tenga las raices 
indicadas. 

13. 3,4. 14. 15. V2.—V2. 

16. 1+«,1 — i. 17. 1 + V5,1 — V$- 18. 2 + 3i, 2 — 3i. 

En cada uno de los ejercicios 19-22, cstudiar la reducibilidad de la expresion 
cuadratica dada, y hallar los factores, sin restringir el campo de numeros usados. 

19. x 2 — 7x -f 10. 20. x 2 + 4x + 1. 

21. x 2 + 2x 4-5. 22. 2x 2 — 2x 4- 5. 
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23. Si una raiz de la ecuacion x 2 + kx — 2 = 0 es 1, ealcular el valor de k 
y la otra raiz. 

24. Calcular el valor de k para que la suma de las raices de la ecuacion 
2** 2 — (12* 4- l)x 4- 12 — 0 sea 7. 

25. Hallar el valor de k para que el producto de las raices de la ecuacidn 
( k —2)* 2 — 5* -f 2k = 0 sea 6. 

26. Calcular los valores de k para que una raiz de la ecuacion (k 2 — 3)x 2 — 
3(* — 1 )x — 5* = 0 sea —2. 

27. Calcular el valor de k para que una raiz de la ecuacidn 3* 2 4- (k — l)x 

— 12 = 0 sea el negativo de la otra. 

28. Hallar el valor de k en la ecuacion ( k 4* 2)x 2 4- 10* 4- 3k — 0 para que 
las dos raices sean numeros reciprocos. 

29. Si la diferencia de las raices de la ecuacion x 2 — 3 kx 4- 2k 4- 1 = 0 es 
4, ^cudnto vale k? 

30. Si una de las raices de la ecuacion 2x 2 — 4x 4- k 2 — 2k — 3 = 0 es cero, 
<:cudnto vale k? 

31. Hallar los valores de a y 6 en la ecuacidn x 2 4- (2 a 4- 3b — l)x 4- a — b 

— 3 = 0 si ambas raices valen cero. 

32. Calcular los valores de k en la ecuacidn 2 kx 2 4- 3x 4- k = 0 si una raiz es 
el doble de la otra. 

33. Hallar el valor de k en la ecuacidn x 2 -f (2k + 5) x 4 £ = 0 si una raiz 
excede a la otra en tres unidades. 

34. Demostrar el Corolario del Tcorema 2 (Art. 5.5). 

35. Demostrar el Teorema 4 (Art. 5.5), por divisidn directa de ax 2 4 - bx c 
entre x — r mostrando que cl residuo es idtfnticamente nulo. 

36. Demostrar que una condicion necesaria y suficiente para que una ecua¬ 
cion cuadratica tenga una raiz nula es que el termino independiente sea cero. 

37. Si una raiz de ax 2 4- bx 4- c — 0 es el doble de la otra, demostrar que 
2b 2 = 9 ac. 

38. Si los coeficientes de ax 2 4- bx 4- c =0 son realcs, a y b son ambos posi¬ 
tives y c es negativo, demostrar que una raiz es positiva y la otra negativa. 

39. Demostrar que si el nurnero complejo m 4- ni es una raiz de la ecuacion 
general de segundo grado con coeficientes reales, el nurnero complejo conjugado 
m — ni tambi6n es una raiz. 

40. Formar la ecuacion cuadratica con coeficientes reales que tiene como una 
de sus raices a 1 4- 2t siendo f = \A—1 

41. Demostrar que si el binomio irracional cuadr&tico m 4- V n w una raiz 
de la ecuacidn general de segundo grado con coeficientes racionales, su conju¬ 
gado m — yfn tambi6n es raiz. 

42. Formar la ecuacion cuadratica con coeficientes racionales que tiene como 
una de sus raices a 1 4- V2~. 

43. Demostrar que si la ecuacion x 2 4* bx 4- c — 0, en dondc bye son en- 
teros, tiene raices racionales, estas raices deben ser numeros enteros. 

44. Demostrar que la suma de los reciprocos de las raices de ax 2 4- bx 4- c = 0 
es igual a — b/c. 

45. Demostrar que la suma de los cuadrados de las raices de ax 2 4- bx 4- c = 0 
es igual a b 2 /a 2 — 2 c/a. 
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5.6. ECUACIONES DE FORMA CUADRATICA 

Hasta ahora hemos considerado la ecuacion cuadratica general 

( 1 ) ax 2 + fcx + c = 0 , a^LO, 

donde la inc 6 gnita es directamente la variable x. Sin embargo, si la in¬ 
cognita es una funcion de x, digamos /(x), entonces ( 1 ) puede escribirse 
simbolicamente en la forma 

(2) a[f(x)f +bU(x)] + c = 0, 0, 

y una ecuacion como (2) se llama dc forma cuadratica. Es evidente qu<£ 
para que una ecuacion sea de forma cuadratica se requiere que solo 
aparezcan en ella f(x) y su cuadrado. Por tanto, por medio de una sus- 
titucion adecuada, la ecuacion ( 2 ) puede transformarse a la forma ( 1 ). 
Por ejemplo, la ecuacion 

* 4_ 7;c 2 + 12 = 0 , 

que es una ecuacion de cuarto grado, no es directamente una ecuacion 
cuadratica pero es de forma cuadratica ya que, si hacemos y = x 2 , resulta 
la ecuacion 

y 2 —7 y + 12 = 0 . 

A1 resolver esta ecuacion se,obtienen dos valores de y, que podemos 
igualar, cada uno de ellos, a x 2 , y de estas dos ecuaciones podemos obtener 
las cuatro rakes de la ecuacion dada. 

Ejemplo 1. Resolver la ecuacion x 4 — 7x 2 4- 12 = 0. 

solucion. Hagamos y = x 2 . La ecuacion dada toma la forma 

y 2_y y+ 12 = 0 . 

Factorizando (y— 4) (y — 3) = 0. 

Por tanto, y = 4 y y = 3, de donde tenemos 

x 2 = 4, x = ±2, 

X 2 = 3, X = ±V37 

Estas son las cuatro soluciones de la ecuacion dada. 

Esta ecuacion tambien puede resolverse facilmente por factorizacion. 

E^jcmplo 2. Resolver la ecuacion: ?(* _ j~ ^ ^ _|-— = 7 

x x 2 + 1 

solucion. Esta ecuacion no es directamente de forma cuadratica, y 
si quitamos denominadores obtenemos una ecuacion de cuarto grado que 
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tampoco es dc forma cuadratica. Sin embargo, podemos observar que la 
ecuacion dada contiene expresiones reciprocas, en cuyo caso se transfor- 
mara en una ecuacion cuadratica utilizando una sustitucion adecuada. 
En efecto, hagamos 

x 2 + 1 



Entonces la ecuacion dada se transforma en 


Multiplicando por y 
Factorizando 
de donde 

Para 

de donde 

y 

Para 

de donde 


2 

3y + - = 7. 

y 

3f — 7y + 2 = 0. 

(y —2) (3y— 1) = 0 , 

y = 2, %. 


x 2 — 2 x + 1 = 0 , 
x = 1, 1. 

1 X 2 + 1 _ 1 

3* x _ 3 
3x 2 — x + 3 = 0. 


Por la formula de la ecuacion cuadratica 


1 ± V1 — 36 1 ± V35T 



1 ± V35i 

Las raices buscadas son 1.1. -. 

6 

Algunas ecuaciones que contienen raices cuadradas pueden ser de 
forma cuadratica. En relacion a esto es importante senalar un convenio 
establecido respecto a los signos de los radicales. Debe entenderse, corno 
un convenio de notation, que si no hay signo escrito antes de una raiz 
cuadrada indicada, esto significa siempre la raiz cuadrada positiva . Si se 
desea la raiz cuadrada negativa, debe ponerse el signo menos delante del 
radical. Segun esto, la raiz cuadrada positiva de una cantidad x se es¬ 
cribe Vx] la raiz cuadrada negativa se escribe —Vx ~ y ambas raices se 
escriben ±Vx. 

Ejemplo 3. Resolver la ecuacion x 2 + 3x — Vx 2 4- 3x — 1 — 7 = 0. 

solucion. Para resolver esta ecuacion debemos eliminar el radical. 
Un metodo consiste en transponer el radical al segundo miembro y luego 
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elevar ambos miembros al cuadrado. Sin embargo, esto conduce a rna 
ecuacidn de cuarto grado que no esta en forma cuadratica. Adem&s, la 
operation de elevar al cuadrado puede introducir raices extranas (Articu- 
lo 4.3). 

Tambien podemos proceder como sigue: Aunque no podemos alterar 
el subradical x 2 + 3x — 1, podemos escribir la ecuacion dada asi: 

x 2 + 3x — 1 — Vx 2 + 3x— 1 —6 = 0 . 

Sea y = V x 2 + 3 x — 1, la raiz cuadrada positiva. 

Entonces y 2 — y — 6 = 0. 

Factorizando (y — 3) (y + 2) =0, 

de donde y = 3, —2. 

De acuerdo con nuestra sustitucion, y solo puede tener valores posi¬ 
tives. Por tanto V x 2 + 3x — 1 = 3. 

Elevando al cuadrado x 2 + 3x — 1=9, 

de donde x 2 -f- 3*— 10 = 0. 

Factorizando (x — 2) (x + 5) =0, 

dc donde x = 2, —5. 

Ya que estos dos valores satisfacen la ecuacidn original , son las solu- 
ciones buscadas. 

Si, en contra de nuestra sustitucion, igualamos el radical a —2, ob- 
tenemos dos soluciones extranas. 

5.7 ECUACIONES CON RADICALES 

Una ecuacion con uno o mas radicales que contienen la incognita se 
llama una ecuacion con radicales. Solo consideraremos aqui ecuaciones 
en las que entran raices cuadradas y cuya resolucion dependa de ecuacio¬ 
nes lineales o cuadraticas. Son ejemplos de tales ecuaciones 

Vx + 6 + Vx — 2 — 4 = 0 y Vx 2 — 3x + 4 = 2 . 

Para resolver una ecuacion con radicales debemos eliminar los radi¬ 
cales por racionalizacion. El procedimiento general es transformar la 
ecuacion dada de modo que un radical aparezea solo en un solo miem- 
bro de la ecuacion. Al elevar al cuadrado ambos miembros sc eliminara 
este radical. Este metodo, conocido como aislamiento de un radical , puede 
ser repetido para cada uno de los radicales restantes. 

Ejemplo 1 . Resolver la ecuacion: Vx -f 6 + Vx — 2 — 4 = 0 . 
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solucion. Priinero aislaremos un radical, digamos V x — 2, trans- 
poniendolo al segundo miembro. Asi tenemos: 

Vx + 6 — 4 = —Vx —27 

Elevando al cuadrado x 4- 6 — 8Vx + 6 + \6 — x — 2. 

Aislando cl radical y simplificando —8Vx 4- 6 = —24. 

Dividiendo entre —8 Vx + 6 = 3. 

Elevando al cuadrado x 4- 6 = 9, 

de donde x = 3. 

Por sustitucion dirccta encontramos que este valor de x satisface a 
la ecuacion original y, por tanto, es la solucidn. 

nota. En uno de los pasos de la solucion anterior hernos dividido 
ambos miembros de la ecuacion entre —8. Algunos estudiantes omiten 
este paso; y, en consecuencia, en la siguiente elevacion al cuadrado tie- 
nen que manejar numeros con un nurnero de cifras innccesariamente 
grande. En este caso particular los numeros quedarian aumentados en 
un factor de 64 respecto a como se muestra en el ejemplo. 

Ya que la resolucion de ecuaciones con radicales requiere elevar al 
cuadrado, es muy importante comprobar, en la ecuacion original, todas 
las soluciones obtenidas, para identificar las posibles raices extranas 
(Art. 4.3). Algunas ecuaciones con radicales no tienen solucion, como 
puede verse en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 2. Resolver la ecuacion Vx— 3 — V 2x + 2 = 2. 

solucion. Transponiendo Vx — 3 — 2 = V2x + 2. 

Elevando al cuadrado x — 3 — 4 Vx— 3 4-4 = 2x 4- 2. 

Aislando el radical y simplificando 

—4 V x — 3 = x 4- 1. 

Elevando al cuadrado 16x — 48 = x 2 4- 2x 4- 1. 

Transponiendo x 2 — 14x 4- 49 = 0. 

Resolviendo x = 7, 7. 

Si sustituimos 7 en lugar de x en la ecuacion original, obtenemos 

V7 — 3 — Vl4 + 2 = 2 — 4 ^ 2. 

Por lo tanto, la ecuacion dada no tiene solucidn. 
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EJERCICTOS. GRUPO 16 

En cada uno de los ejercicios 1-15 resolver la ecuacion dada como ecuaci6n de 
forma cuadr&tica. 


1. x 4 — 17x 2 + 16 = 0. 
3. x + *V» — 6 = 0. 

2xV* + 2x'Va — 5 = 0. 


5. 

7. 


2. 2* 4 + 17x 2 — 9 = 0. 
4. x'fr —Sx*A + 2-0. 
6. jcV* + 2*- 1 /* —3 = 0. 




9. 2- 


x 2 — 2 




1 

10. x 2 - 


1 

x 2 


11 . 


t, f^- 2 V 


— 3 


12. 2* 2 — 2x + V* 2 —- x = 3. 


13. * 2 + 2x + V"* 2 + 2x + 10 — 20 = 0. 


14. 2x 2 + 2x — 3V"* 2 + x + 3 — 3 = 0. 

X 


15. 


i + Vi + 


— 2V2 = 0. 


* 1 + V 1 +'** 

En cada uno de los ejercicios 16-23, resolver la ecuacidn con radicales y com- 


probar si aparecen raices extranas. 


16. 

v* + 

2 + Vx + 7 = 

5. 

17. 

V 

18. 

. < 

1 i"l 

- 3x + 4 = 2. 


19. 

v' 

20. 

Vi + 

V3 + V6x - 

2. 

21. 

V j 

22. 

V27= 

-1 — V 3* + 10 + V*- 

IT = 

0 . 

23. 

V7T 

3 + V 2 — x — 

- V* + 8 

= 0. 



17. v* + 2-VTTT=5. 


19. V* + 2 + V2* + 5 = 5. 


2 |_ x —V1 — * + V7 — !• 


En cada uno de los ejercicios 24 y 25, racionalizar la ecuacion dada, es decir, 
transformarla en una ecuacion sin radicales. 

24. v7+ v7= 1 . 

25. V(* —3) 2 4- y 2 4- V(* + 3) 2 + y 2 = 10. 


5.8. GRAFICA DE LA FUNCION CUADRATICA 

La grafica de la funcion cuadratica ax 2 + bx + c, a ^ 0, se obtiene 
igualando esta expresion a y y calculando los valores reales correspon- 
dientes de x y y por medio de la ecuacion 

y = ax' 2 + bx 4- c. 


a^0. 
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Los pares de numeros obtenidos son las coordenadas de los puntos 
que, al trazar una curva continua que pase por ellos, nos dan la grafica 
buscada (Art. 3.9). La grafica tiene la forma representada en la figura 8 
y recibe el nombre de parabola. En geometria analitica se demuestran 
diversas propiedades de la parabola. Por ejemplo, si a > 0 la curva se 
abre hacia arriba (Fig. 8 (a)) y si a < 0, la curva se abre hacia abajo 
(Fig. 8 (b)). 

Ademas, la curva es simetrica respecto a una parabola al eje OY 
que se llama el eje de la parabola. El punto V de interseccion del eje 

y y 




Fig. 8. 

con la parabola es el vertice. Si a > 0, V recibe el nombre de punto 
minimo y su coordenada y representa el valor minimo que puede tomar 
la funcion cuadratica. Si a < 0, V se llama punto maximo y su ordenada 
y representa el valor maximo que puede alcanzar la funcion cuadratica. 
Todos estos resultados, que se demuestran en geometria analitica, pueden 
resumirse en el siguiente teorema: 

Tcorema 6 . La funcion cuadratica 

(1) ax 2 + bx + c y a ^ 0, 

se representa graficamente por medio de la parabola 

( 2 ) y = ax 2 + bx + c, 

cuyo eje es paralelo (o coincidente con) al eje Y, y cuyo vertice es el 
punto (— b/2a, c — b 2 /4a). 

Si a > 0, la parabola (2) se abre hacia arriba y su vhtice es un punto 
minimo/teniendo la funcion cuadratica ( 1 ) un valor minimo igtial a 
c — b 2 j\a para x = — b/2a. 

Si a < 0, la parabola (2) se abre hacia abajo y su vertice es un punto 
maximo , teniendo la funcion cuadratica ( 1 ) un valor maximo igual a 
c — b 2 /4a para x = — b/2a. 
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Los valores maximos y minimos seran estudiados en el articulo si- 
guiente. Ahora veremos algunos ejemplos de la interpretation geometrica 
de los ceros de una funcion cuadratica. 

Ejcmplo. Trazar la grafica y determinar los ceros de cada una de 
las siguientes funciones: 

(a) x 2 —x —2. (b) x 2 — 4*+ 4. (c) x 2 + x + 2. 

solucion. (a) Hagamos y = x 2 — x — 2 y calculemos las coordenadas 
de un numero adecuado de puntos como se muestra en la tabla de la 
figura 9. La grafica (Fig. 9), corta al eje X en x = —1 y x = 2 siendo 
estos numeros los ceros de la funcion dada o raices de la ecuacion 
x 2 — x — 2 = 0. La grafica muestra tambien que la Juncion es positiva 
para todos los valores de x menores que —1 y mayores que 2, y que es 
negativa para todos los valores de x entre —1 y 2. 

(b) Para y = x 2 — 4x + 4 obtenemos la tabla de valores y la grafica 
dadas por la figura 10. En este caso la curva no corta al eje X pero es 
tangente en el punto en que x = 2. Este punto de tangencia indica que 
aunque hay dos ceros, ambos son iguales a 2. En otras palabras, las 
raices de x 2 — 4x + 4 = 0 son ambas iguales a 2. La funcion dada es 
positiva para todo valor real de x excepto x = 2. 

(c) De y = x 2 + x 4- 2 obtenemos la tabla de valores y la grafica 
mostradas en la figura 11. En este caso la curva no corta ni es tangente 
al eje X. Por tanto, no hay ceros reales. Las raices de x 2 + x + 2 = 0 

, . . , —1 ± V7 i 

son los numeros complejos conjugados ---. Ademas, la grafi¬ 

ca muestra que la funcion dada es positiva para todo valor de x 

5.9. MAXIMOS Y MINIMOS 

Ahora consideraremos la determination algebraica de los valores ex- 
tremos (maximos y minimos) de la funcion cuadratica ax 2 + bx + c, 
fl^O, en donde a, b, c y x son numeros reales. 

Primeramente observaremos que el cuadrado de cualquier numero 
real o es cero o es positivo. Por tanto, el valor minimo del cuadrado de 
una expresion real es cero. 

Transformemos la funcion cuadratica completando cuadros. Resulta: 

y = ax 2 4- bx -b c = a^x 2 4- — x^ 4* c 

( b b 2 \ b 2 

= a l x 2 + - x 4--) 4- c - , 

V a 4 a 2 ) 4 a 
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de donde 

/ b\ 2 b 2 

c> * = °v + to) +c ~4°- 

Para una funcidn cuadratica dada a y b y c son constantes y x es la 
unica variable. Por lo tanto, el valor de y queda determinado por el va¬ 
lor asignado a x. Examinemos ahora la relation (1) para los dos casos 
siguientes: a > 0 y a < 0 . 

a > 0. En este caso y no posee valor maximo (finito), ya que puede 
hacerse tan grande como se quiera asignando ax un valor absoluto sufi- 
cientemente grande. Pero si tiene un valor minimo cuando 



o sea, x ~ — b/2a . Este valor minimo es c — 6 2 /4c. 

a < 0. En este caso y no tiene valor minimo (finito), ya que puede 
hacerse tan pequeno como se quiera asignando a x un valor absoluto su- 
ficientemente grande. Pero si tiene un valor maximo cuando 



o sea, para x — — b/2a. Este valor maximo es c — b 2 /4a. 

Estos resultados que concuerdan con el Teorema 6 (Art. 5.8), se re- 
sumen en el teorema siguiente: 

Teorema 7. La funcitin cuadratica ax 2 + bx + c y a 0, en donde 
a y b y c son constantes reales, tiene un valor maximo o minimo igual a 
c — b 2 /4a cuando x = — b/2a . Este valor es un minimo cuando a > 0 
y es maximo cuando a < 0. 

La utilidad de este teorema esta en el hecho de que puede ser usado 
para resolver cualquier problema de maximos y minimos que dependa de 
una funcion cuadratica de una variable. El problema general de la de- 
terminacion de maximos y minimos para una funcion cualquiera perte- 
nece al calculo diferencial y no se considerara aqui. 

Ejemplo 1. Calcular el valor maximo o minimo de la funcion cua¬ 
dratica 6 + x — x 2 . Comprobar el resultado graficamente. 

solucion. Ya que el coeficiente de x 2 es negativo, la funcion tiene un 
maximo que puede obtenerse por sustitucion directa en las formulas del 
Teorema 7. Asi, para a = —1, 6=1, c = 6 , el valor maximo es 

b 2 1 25 b 1 1 c . 

c -= 6 -= — para x =-=-- — - . Sin embargo, 

4 a —4 4 2 a —2 2 
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en caso de que el estudiante olvide estas formulas, siempre puede recu- 
rrir, para obtener el resultado, a completar cuadrados como se hizo en 
la demostracion del teorema 7. 


y 



La gr&fica de la funcion se mues- 
tra en la figura 12. En ella se indican 
el punto maximo y los ceros. 

Consideremos ahora un problem a 
tipico de maximos y minimos que de- 
pende de una funcion cuadratica. 

Ejemplo 2. La suma de dos nu- 
meros es 8 ^Cuales son estos numeros 
si la suma de sus cuadrados debe ser 
minimo? 


solucion. Sea x uno de los numeros. Entonces 8 -— x = segundo 
numero. 


El procedimiento general en problemas de este tipo consiste en ex- 
presar la cantidad que se desea que sea maxima o minima como una 
funcion de una sola variable. Asi, si S representa la suma de los cua¬ 
drados de estos numeros, escribimos 

S = x 2 + (8 — at) 2 = 2x 2 — 16* 4- 64. 


Por el Teorema 7, S tiene un valor minimo cuando 


x = 


b 

2 a 


—16 
”T~ 


= 4. 


Por tanto 3 los numeros buscados son 4 y 4. 

Como se observo en el ejemplo 1, si el estudiante olvida las fdrmulas 
del Teorema 7, siempre puede resolver el problema completando cua¬ 
drados. 


Se deja como ejercicio la comprobacion grafica de este problema. 


EJERCICIOS. GRUPO 17 

En cada uno de los ejercicios 1-6 calcular el m&ximo o minimo de la funcion 
dada, comprobando el resultado grdficamente. 

1. 4x 2 + \6x + 19. 

3. *2 _ 6* -f- 9. 

5. 3 + 2x — x 2 . 


2. 24* — 3x 2 — 47. 
4. 4x — 2x 2 — 5. 

6. 3 + 2x + x 2 . 
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La ecuacion de segundo grado con dos variables 

En cada uno de los ejercicios 7-12, calcular los valores de x para los cuales 
la funcion dada es positiva, negativa, nula, maxima o minima. Comprobar grd- 
ficamente los resultados. 

7. x* —5x + 4. 8. 3 — 5x — 2x 2 . 

9. x 2 — 2x+l. 10. 2x — * 2 — I. 

11. xt — x+1. 12. x — x* — 2. 

13. En el mismo sistema dc coordcnadas representar gr&ficaniente las tres fun- 
ciones x 2 — x— 6, x‘ — x — 1, x 2 — x + 4, y observar el cfecto producido por la 
variacidn del t^rmino constante. 

En los ejercicios 14-20 resolver y comprobar graficamente el resultado. 

14. Dividir el ntimero 12 en dos partes tales que su producto sea mdximo. 

15. Calcular el numero que excede a su cuadrado en la mayor cantidad po- 
sible. 

16. El perimetro de un rectdngulo es 20 cm. Calcular sus dimensiones para 
que su area sea maxima. 

17. La suma de las longitudes de los catetos de un triangulo rectangulo es 
constante e igual a 14 cm. Calcular las longitudes de los catetos para que el drea 
del triangulo sea maxima. 

18. Demostrar que entre todos los rectdngulos que tienen un mismo perime- 
trc, el que tiene mayor area es el cuadrado. 

19. Un terreno rectangular, con uno de sus lados en la orilla de un no, va 
a ser ccrcado en sus otros tres lados utilizando 100 metros de cerca de alambre. 
Calcular las dimensiones del terreno para que su area sea maxima. 

20. En mecdnica se demuestra que el momento flexor, a una distancia de x 
metros de uno de los soportes, para una viga simple de longitud / metros con 
carga uniforme de w kilogramos por metro, estd dado por la formula M — Y*wlx 
— y^yox'*. Demostrar que cl momento flexor alcanza su valor maximo en el centro 
de la viga. 

En cada uno de los ejercicios 21-23 y = ax 2 4- bx + c es una funcion cuadrd- 
tica cuyos ceros son rj y r 2 . 

21. Si r x y r 2 son reales y diferentes, y r l ]> r 2 , demostrar que y tiene el mismo 
signo que a cuando x > fj y x < r 2 y que tiene signo contrario a a cuando 

> * > f 2* , . 

22. Si r x y r 2 son reales e iguales, demostrar que y tiene el mismo signo que 

a cuando x ^ r 1 . 

23. Si r 1 y r 2 son numeros complejos conjugados, demostrar que y tiene el 
mismo signo que a para todo valor de x. 

24. Hallar la expresion que representa al conjunto de funciones cuadrdticas 
de x con valor mdximo igual a 4 cuando x = —2. 

25. Hallar la expresidn que representa al conjunto de funciones cuadrdticas 
de x con valor mlnimo igual a 5 cuando x = 3. 

5.10. LA ECUACION DE SEGUNDO GRADO 
CON DOS VARIABLES 

La ecuaci6n general de segundo grado con dos variables x y y se re¬ 
presenta por 

( 1 ) ax 2 4- bxy + cf + dx + ey 4- / = 0, 
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en donde los coeficientes a , b, c y d, e, y / son constantes, con la restric¬ 
tion de que por lo menos uno de los tres coeficientes a y b y c sea diferente 
de cero. 

Ya que la ecuacion (1) es una relation entre las variables x y y, ten- 
dra, en general, una representation grafica (Art. 3.9). En geometria 
analitica se demuestra que la grafica de la ecuacion ( 1 ), si es que existe 
en coordenadas reales, es una curva de las llamadas secciones conicas 
o uno de sus casos limites que pueden ser un punto, una recta o un par 
de rectas. 

El tipo de section conica representada por (1) depende de los coefi¬ 
cientes. Para poder obtener la grafica y las propiedades de estas curvas 
con mayor facilidad, la ecuacion se transforma a otras mas simples. A 
continuation damos algunas de estas ecuaciones simplificadas, junto con 
sus graficas. 




La circunferencia 

La ecuacion x 2 + y 2 = r 2 representa una circunferencia con centro 
en el origen y radio r (Fig. 13). 

La parabola 

La ecuacion x = ay 1 + by + c, a 0, representa una parabola (Fi- 
gura 14) cuyo eje es horizontal y que se abre hacia la derecha si a > 0 
y hacia la izquierda si a < 0. El punto V es el vertice. 

Ya hemos visto (Art. 5.8) que la ecuacion y = ax 2 + bx + c y a =£ 0, 
representa una parabola cuyo eje es vertical y que se abre hacia arriba 
si a > 0 y hacia abajo si a < 0. 

La clipse 

La ecuacion ax 2 4- by 2 = c y en donde a y b y c son todos positivos, 
representa una elipse (Fig. 15). En el caso particular en que a = b la 
ecuacion representa una circunferencia. 
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La hipcrbola 


La ecuacion ax 2 — bf — c, en donde a y b son positivos y c ^ 0 re- 
presenta una hipcrbola (Fig. 16). 


y 



y 



Fio. 16 


Cada una de las cuatro curvas descritas puede cbtenerse como inter- 
seccion de un piano con un cono circular recto. La;, ecuaciones cuadrati- 
cas con dos variables cuya forma difiere de los tipos mencionados tienen 
graficas de aspecto semejante a las mencionadas pero en diferente posi¬ 
tion respecto de los ejes de coordenadas. 


5.11. SISTEMAS DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 

Consideremos ahora un sistcma de dos ecuaciones de segundo grado 
con dos variables, que es un problema analogo al ya estudiado de los 
sistemas de dos ecuaciones lineales con dos variables (Art. 4.7). Sea el 
sistema 

(1) a x x 2 + b x xy 4- Ciy 2 + d x x 4- e x y + f x = 0, 

(2) a 2 x 2 + b 2 xy + c 2 y 2 + d 2 x 4- e 2 y + U = 0, 

en donde los coeficientes tienen las mismas condiciones que se especifica- 
ron para los de la ecuacion (1) del Art. 5.10. Una solucion de este sis¬ 
tema puede obtenerse eliminando una variable, digamos y, y luego des- 
pejando x. Asi, podemos despejar y de la ecuacion (1) en terminos de x, 
utilizando la formula de la ecuacion cuadratica, y considerando a x como 
parte de los coeficientes. Si luego sustituimos este valor de y en la ecuacion 
(2) y racionalizamos el resultado obtenemos, en general, una ecuacion de 
cuarto grado en x la cual, como se vera en un capitulo posterior, tiene 
cuatro soluciones. 

Ya que hasta ahora no hemos estudiado la resolucion general de ecua¬ 
ciones de cuarto grado, lo que hareinos en este capitulo sera restringir 
nuestro estudio a ciertos sistemas de tipo especial cuya resolucion com- 
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pleta puede efectuarse utilizando solamente ecuaciones lineales y cua- 
draticas. 


5.12. SISTEMAS QUE COMPRENDEN UNA ECUACION LINEAL 


Si una ecuacion es de primer grado y la otra es cuadratica, la resolu- 
ci 6 n del sistema puede efectuarse despejando una de las incognitas en la 
ecuacidn lineal y sustituyendo el resultado en la ecuacion cuadratica. 
Este es un m 6 todo que se usa con frecuencia en matematicas y que puede 
describirse como la sustitucion de una relation sencilla en otra mas com - 
plicada. 

Ejemplo. Resolver el sistema 

( 1 ) x — y = 2, 

(2) x 2 + f = 4, 
y comprobar graficamente los resultados. 


solucion. De la ecuacion ( 1) , y = x — 2. Sustituyendo este valor 
de y en ( 2 ) tenemos 

x 2 + x 2 — Ax + 4 = 4, 
de donde 2x 2 — Ax = 0, 

o sea, x(x — 2 ) = 0, 


de modo que las raices son x = 0, 2. Los valores correspondientes de y 
se obtienen de (1). Asi, para x = 0 resulta y = —2, y para x = 2 resulta 
y = 0. Vemos entonces que el sistema tiene dos soluciones que son: 
x = 0, y = —2 y x = 2, y = 0. Cada solucion se comprueba sustituyendo 
en cada una de las ecuaciones dadas. 

La grafica de la ecuacion (1) es una recta y la grafica de la ecuacion 


y 



( 2 ) es una circunferencia de radio 2 
con centro en el origen. Estas gra- 
ficas se muestran en la figura 17. 
Una solucion real de una ecuacion 
con dos variables representa las co- 
ordenadas de un punto de la grafica 
de la ecuacion (Art. 3.9). Por tan- 
to, una solucion real comun a las dos 
ecuaciones representa las coordena- 
das de un punto que esta en ambas 
graficas, es decir, representa las coor- 
denadas de su punto de intersection . 
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Las soluciones comunes encontradas nos dan, por tanto, los puntos de 
interseccion (0, —2) y (2, 0), como se muestra en la figura 17. 

Consideremos ahora el caso en que no hay soluciones reales distintas. 
Supongamos el sistema form ado por la ecuacion (2) y la ecuacion lineal 

(3) x — y 1 2V2 = 0. 

Por el mismo metodo anterior cncontramos que el sistema tiene dos solu¬ 
ciones, ambas iguales a x 


y = V 2. Esto indica que solo existe 
un punto de interseccion de las graficas (2) y {3),es decir, que el punto 
(_V*2^ V2) es un punto de tangencia y que la recta (3) es tangente 
a la circunferencia (2) como se muestra en la figura 17. 

Finalmente consideremos cl sistema formado por la ecuacion (2) y 
la ecuacidn lineal 

(4) x — y + 4 = 0. 

En este caso, las soluciones del sistema son x = 2 + V2 t, y — — 2 + V2 i 
y x = 2 — V2 i, y = —2 — V*2 t. Estas soluciones son ambas comple- 
jas y, ya que solo pueden representarse las coordenadas reales, esto sig- 
nifica que la recta (4) y la circunferencia (2) no se cortan, tal como se 
muestra en la figura 17. 

Asi hemos ilustrado el comportamiento algcbraico y geometricc de 
un sistema que consta de una ecuacion cuadratica y una lineal, ambas 
con dos variables. 

nota. A1 obtener las soluciones de un sistema de ecuaciones de segun- 
do grado se debe tener cuidado de aparear los valores correctamente. Si 
se intercambian valores se pueden obtener soluciones incorrectas las cua- 
les se identificaran sustituyendo en el sistema original . 


5.13. SISTEMAS DE ECUACIONES DE LA FORMA ax 2 + by 


Si cada ecuacion de un sistema es de la forma ax 2 + by 2 = c } entonces 
el sistema se resuelve primeramente como un sistema lineal en x 2 y y 2 
(Art. 4.7). Los valores buscados de Y 

x y y se obtienen luego por una sim- 4 

pie extraccion de raices cuadradas. v | / 


y comprobar el resultado grafica' 
mente. 
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solucion. Primcro resolveremos el sistema dado considerando que 
las incognitas para x 2 y y*. Asi, multiplicando (2) por 4, tenemos 

(3) Sx 2 — 4y 2 = 28. 

Sumando (1) y (3), 9x 2 = 36, 

de donde x 2 — 4 y x = ±2. 

Sustituyendo este valor de x z en (2), tenemos y* = 1 y y = ±1. 

El estudiantc debe tener el cuidado de observar que aqui hay real- 
mentc cwatro soluciones en lugar de dos, ya que cada valor de x pucde 
ser apareado con ambos valores de y. Las cuatro soluciones se muestran 
en la siguiente tabla: 


X 

2 

2 

—2 

—2 

y 

1 

—1 

1 

—1 


La interpretacion grafica de las soluciones aparece en la figura 18. 


EJERCICIOS. GRUPO 18 

En cada uno dc los ejercicios 1-10, resolver el sistema dado y comprobar gri- 
ficamcnte los result ados. 

2 . 


1. 2x — y 


S 

= X. 


3. 2x + y = 4, 
y 2 + 4x = 0. 

5. 2x — 3 y = 5, 

2x 2 + 3y 2 = 5. 

7. x + y = 5, 

** + y 2 = 9. 

9. x — y — 0, 

2* 2 — xy + 2j' 2 = 3. 


x + y = 2, 
x 2 +y 2 =° 4. 

3jc — y — 8 = 0, 
*2 + y 2 — 4x _ Sy + 8 = 0 . 
x — y +2 = 0, 


8 . 2x 


— 8 * = 0 . 

■y + 2 = 0, 

y 2 = 4*. 


10 . 


x 2 — 2 xy + y 2 


x + y = 1, 

2* — 2y + 1 = 0. 

x + k sea 


11. Encontrar los valores que debe tomar k para que la recta y 
tangente a la circunferencia x 2 + y 2 — 10* + 2y + 18 = 0. 

12. Calcular el valor que debe tomar k para que la recta * + y — k sea tan¬ 
gente a la parabola y 2 = 8*. 

En cada uno de los ejercicios 13-20, resolver el sistema dado y comprobar 
grafica men te los resultados. 


13. 


+ >’ 2 


4, 


14. 


4y2 _ *2 = 4. 


9* 2 + 16y 2 = 145. 


15. 

4* 2 + 9y 2 = 36. 

16. 

x 2 4y2 = 


9*2 + 4>’ 2 = 36. 


x 2 + y 2 ™ 9. 

17. 

x 2 + y 2 = 16, 

18. 

* 2 + y 2 = 2, 


9* 2 + 16y 2 = 144. 


2y 2 — x 2 = 4. 

19. 

+ 

y* 

M 

II 

** 

20. 

* 2 + y 2 = 1, 


x 2 —- = 4, 


*2 + y2 = 4, 




Sistemas de ecuaciones de la forma ax- + bxy 4 cy~ — d 
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21. Calcular dos numcros positivos tales que la suma dc* sus ruatlradon sea 
29 y la diferencia de sus cuadrados sea 21. 

22. El periinetro de un rett&ngulo cs 34 metros y la diagonal mide 13 metros. 
Calcular las dimensiones del rectangulo. 

23. Ilaltar las dimensiones de un rectangulo si su perimetro es 80 m y su 
5rea es 375 m 2 , 

24. Calcular los valores de k, en terminos de m y r f para que la recta y = mx + k 
sea tangente a la circunferencia x 2 + y 1 = r 2 . 

25. Hallar el valor de k, en terminos de p y rn, para que la recta y — mx + k 
sea tangente a la par&bola y 2 — 4 px. 


5.14. SISTEMAS DE ECUACIONES DE LA FORMA 

ax: 2 4 - bxy 4 - cy 2 = tl 

Si ambas ecuaciones carecen de los terminos de primer grado, la so¬ 
lution puede obtenerse por cualquiera de los dos metodos que se expli- 
can en los ejemplos siguientes. 

Ejemplo. Resolver el sistema 

(1) x 2 — xy + f = 3, 

( 2 ) x 2 + 2xy — y*=l, 

y comprobar graficamente los resultados. 

solucion. Metodo 1. Elimination del termino independiente . Para 
eliminar el termino independiente muhiplicaremos la ecuacion (2) por 
3, obteniendose 

(3) 3x 2 4* 6xy — Zy 2 — 3. 

Restando miembro a miembro las ecuaciones (1) y (3) tenemos, 

2x 2 4- 7 xy — 4 y 2 — 0, 

ecuacion que, por no tener termino independiente, puede facto rizarse 
como sigue: 

(2x — y) (x + 4 y) ~ 0, 
de donde obtenemos las dos ecuaciones lincales 


( 4 ) 

2x — y — 0 .'. y — 2x, 

X 

( 5 ) 

x + 4y = 0 y — - 


Asi hcmos reducido cl sistema dado a dos sistemas mas sencillos, cada 
uno de los cuales comprende una ecuacion lineal (Art. 5.12). Asi, resol- 
viendo el sistema formado por la ecuacion (4) y cualquiera de las ecua¬ 
ciones (1) o (2), obtenemos x — ±1 y, por tanto, los valores correspon- 
dientes de y estan dados por y — 2x = ±2. Analogamente resolviendo el 
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sistema fonnado por la ecuacion (5) y cualquiera de las ecuaciones (1) 
o (2), encontramos x = Los valores correspondientes de y estan 


a: vt 

dados por y =-- = rp-. En consecuencia, las cuatro soluciones 

4 7 


buscadas son (1, 2), (—I, —2), 



Estas soluciones se muestran en la figura 19 en donde la elipse es la 
grafica de (1) y la hiperbola es la grafica de (2). 



Fig. 19 

Metodo 2. Uso de la sustitucion y = rx, Si efectuanios la sustitucion 
y = vx en las ecuaciones (1) y (2), obtenemos, respectivamente 

(6) x 2 — vx 2 + v 2 x 2 = 3 x 2 — --——p, 

v ' 1 — v + v 2 

(7) x 2 + 2vx 2 — v 2 x 2 =1 /. x 2 = ■ * - 

' ’ 1 -t- 2n — v 

Igualando estos valores de x 2 , resulta 

3 _ 1 

1 — v + v s 1 4- 2v — v z * 

de donde 3 + 6v — 3w 2 — 1 — v + v s , 

o sea, 4v 2 — 7v — 2 = 0 

ctiyas soluciones son v = 2 y v — 
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Si sastituimos v ~ 2 en cualquiera de las relaciones (6) o (7) obte- 
neinos x 2 =■ 1 de donde x — ±1, y los valores correspondientes de y que- 
dan dados por y — vx — 2x — ±2. Analogamente si sustituimos v = —^ 
en cualquiera de las relaciones (6) o (7), encontramos x 2 — de donde 
x = y los valores correspondientes de y quedan dados por 



Estos resultados concuerdan con los obtcnidos por el primer metodo. 
El significado geometrico de la sustitucion y = vx se da en la figura 
19 por medio de las rectas de trazos cuyas ecuaciones son y — 2x y 


x 



nota. Si cualquiera de las ecuaciones del sistema tiene su tennino 
independiente igual a cero, esa ecuacion puede factorizarse inmediata- 
mente como hernos explicado en el primer metodo. 


5.15. OTROS SISTEMAS 

Existen otros sistemas de ecuaciones cuyas soluciones pueden obtener- 
se utilizando una ecuacion cuadratica. Algunos de estos sistemas son los 
que damos en este articulo. 

Una ecuacion con dos variables x y y se llama simetrice con respecto 
a estas variables si la ecuacion no se altera al intercainbiar x con y. 
Ejemplos de tales ecuaciones son x 4* y = 3 y x z xy -h y 2 = 7. Un 
sistema de dos ecuaciones, ambas sirnetricas con respecto a x y y 3 puede 
resolverse por medio de una sustitucion, tal como se muestra en el si- 
guiente ejemplo. 

Ejemplo 1. Resolver el sistema 

(1) x 2 -\- f — x — y-2, 

(2) xy + x + y = 5. 

solucion. Si en las ecuaciones (1) y (2) haccmos las sustituciones 
x = u- s rvyy=u — v obtenemos, respectivamente, 

(u + i') 2 +(u — v) 2 —(tt + o) — (u — n) —2, 

(« = v J (w — v) + (u + y) + (« — v) = 5. 

Despues de simplificar, resulta 

(3) u 2 + v 2 — u = 1, 

(4) u 2 — v 2 + 2u — 5. 
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Sumando, se elimina v 2 , y obtencmos 

2 u 2 + u — 6 = 0 , 

cuyas soluciones son w = —2, %. 

Sustituyendo u — —2 en cualquiera de las ecuaciones (3) o (4) ob- 
tenemos v — ±V$i, y para u = % obtenemos v = d=Y 2 . Las cuatro 
soluciones se muestran en la siguiente tabla: 


u 

—2 

—2 

% 

% 

V 

Vs* 

— V5 i 

Vi 

—Vi 

X = H + V 

—2 + Vli 

—2 — V 5 i 

2 

1 

y — u — v 

2 —V51 

—2 + V5i 

1 

2 


Tambien podemos obtener la solucion de algunos sistemas en los que 
alguna de las ecuaciones es de grado mayor que dos. 

Ejemplo 2. Resolver el sistema 

(5) x 3 + y 8 = 9, 

(6) x 2 — *)’ + y 2 = 3, 

solucion. Observemos que en este sistema la ecuacion (5) es divi¬ 
sible entre la (6). Dividiendo miembro a miembro resulta: 

(7) x + y = 3. 

Como en el Art. 5.12, podemos obtener la solucion resolviendo el sis¬ 
tema de ecuaciones (5} y (7) o el sistema de ecuaciones (6) y (7). Se 
deja como ejercicio comprobar que en ambos casos las soluciones son 

(1, 2) y (2, 1). 

A veces es posible resolver un sistema efectuando transionnaciones 
adecuadas, 

Ejemplo 3. Resolver cl sistema 

( 8 ) x 2 + y 2 = 13 , 

( 9 ) xy ~ — 6 - 

solucion. Este sistema puede resolverse por los metodos del Art. 5.14 
y tambien por el expticado en el ejemplo 1 sobre sistemas simetricos. 
Ahora consideremos otro metodo. 
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Si raultiplicamos la ecuacion (9) por 2 y agregamos y restainos el 
resultado a la ecuacion (8), ohtenemos las ecuaciones 

x? + 2 xy + y* = 1 , 
x 2 — 2 xy + / = 25. 

Extrayendo raiz cuadrada a arnbos miembros, tenemos 

x 4 * y — ± 1 , 
x — y — ±5. 

Utilizando todas las poslbles combinaciones de signos obtenemos cua- 
tro sistemas de ecuaciones lineales de los que se obtiene 

2x = 6, —6, —4, 4 x = 3, —3, —2, 2, 

2 y — —4, 4, 6, —6 y — —2» 2 ? 3, —3. 

De donde las soluciones son (3, —2), (—3, 2), (—2, 3), (2, —3). 

EJERCICIOS. GRUPO 19 

En cada uno de los ejercicios 1-6 resolver el sistema dado por uno de los mc- 
todos del Art. 5.14 y comprobar los resultados graficamente. 


1. 

x 2 4 y 2 = 5, 

2. 

X 2 - y2 = 8, 


xy = 2. 


3 

II 

3. 

x 2 + y 2 = 8, 

4. 

xy 4 4y 2 = 8 , 


x 2 — xy 4- 2 y 2 =16. 


x 2 4 3xy = 28. 

5. 

U>" 

■—l 

11 

CJ 

* 

1 

pi 

6. 

x 2 4 xy 4 y 2 *= 7, 


2y 2 — 4xy 4 3x 2 = 17. 


x 2 — xy — y 2 = 11 


7. En retacion al metodo 1 del ejemplo del Art. 5.14, explicar por que los 
resultados son los mismos al considerar los sistemas formados por cada una de las 
ecuaciones lineales (4) y (5) con cualquiera de las ecuaciones dadas {1) o (2). 

8. En relation con el metodo 2 del ejemplo del Art. 5.14, explicar por que 
los resultados son los mismos al sustituir los valores de v en cualquiera de las ecua- 
ciones (6) o (7). 

9. Resolver el ejemplo 2 por el metodo del ejemplo 1 del Art. 5,15. 

10. Resolver el ejemplo 3 del Art. 5.15 por los metodos del Art. 5.14. 

11. Resolver el ejemplo 3 del Art. 5.15 por el metodo del ejemplo 1 del 
Art. 5.15. 

12. Resolver el ejercicio 1 por el metodo del ejemplo 1 del Art. 5.15. 

13. Resolver el ejercicio 1 por el metodo del ejemplo 3 del Art. 5.15. 

En cada uno de los ejercicios 14-17, resolver el sistema dado por el metodo 
del ejemplo 1 del Art. 5.15 y comprobar los resultados. 

14. x 2 4 y 2 4 2* 4 2y = 23, 15. x 2 + y 2 4 xy = 7, 

xy = 6. x 2 + y 2 — xy = 3. 

16 . *2 +y2 — 2x — 2y — 14 , 17 . ** + y* = 17 , 

xy + x + y 4- 5 = 0. x + y “ 1. 

18. Resolver el ejercicio 15 por los m&odos del Art, 5.14. 
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En cada uno de los ejcrticios 19-27 resolver el sistema dado por cualquier 
metodo adecuado y comprobar los resultados. 


19. 

X 2 + yZ = 25, 


20. 

A 3 + y 3 = 28, 



xy = —12. 



x + y = 4. 


21. 

x 3 — y 3 = 56, 


22. 

a 3 + y 3 = 

126, 


x 2 + xy 4- y 2 = 28. 



a 2 — xy + y 2 « 

21. 

23. 

2y2 — xy — X 2 = 44, 


24. 

a® -f y s = 9 xy. 



xy + 3 y 2 =* 80. 



x -f- y = 6. 


25. 

x z + y 2 = 40x 2 y 2 , 


26. 

x 2 + x — 6y, 



x -J- y — &xy. 



a 3 + 1 = 9 y. 


27. 

x 2 + y 2 — 4a- — 

-6y + 8 = 0, 




3*2+ 3 y 2 + 12a- — 16y— 10 = 

= 0. 



28. 

Hallar dos numeros 

positivos ■ 

cuya 

suma aumentada 

de su producto de 


34, y cuya suma de cuadrados disminuida de su sum a de 42. 

29. Hallar dos numeros positivos cuya suma es igual a su producto y cuya 
suma aumentada en !a suma de sus cuadrados es igual a 12. 

30. A y B corren en una carrera de 1 Km, ganando B por 1 minuto. Luego 
repiten la competencia, aumentando A su velocidad en 2 Km por hora y dismi- 
nuyendo B su velocidad en la misma cantidad; de este modo A gana por l minuto. 
calcular la velocidad de cada uno en la primera competencia. 
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Desigualdades 
e inecuaciones 


6.1. INTRODUCTION 

Hasta ahora hemos estudiado el concepto de desigualdad en relation 
con la sustraccion y la introduction de los numeros negativos (Art. 2.4). 
Sin embargo, no hemos tenido ocasion de examinar las propiedades de 
las desigualdades. El estudio formal de esas propiedades corresponde a 
este capitulo. 

El tcma de las desigualdades es de gran importancia, segun veremos 
en muchas partes del algebra, y tambien observaremos ciertas analogias 
entre igualdades y desigualdades. 

A1 concepto de mayor y menor entre dos numeros corresponde el de 
ordenacion. La relation de orden queda restringida a los numeros reales 
y se puede interpretar geometricamente en un sistema coordenado unidi¬ 
mensional (Art. 3.7). En otras palabras, todo nuestro estudio con des¬ 
igualdades se limitard a los numeros reales. No tiene sentido decir que 
un numero complejo es mayor o menor que otro. 

Aunque ya hemos dado algunas definiciones de terminos y simbolos 
asociados con las desigualdades, las vamos a repetir, por comodidad, en 
los siguientes articulos. 


6.2. DEFINICIONES Y TEOREMAS FUNDAMENTALES 

Hemos definido una ecuacion como una igualdad entre dos expresio- 
nes (Art. 4.2). Si dos expresiones son desiguales, tenemos una desigualdad, 
diciendose que una de las expresiones es mayor o menor que la otra. 
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El numero real x se dice que es mayor que el numero real y siempre 
que x — y sea un numero positive. Entonces escribimos x > y que se lee 
“x es mayor que y”. Asi, 2 > —3, pues 2— (—3) = 5 es un numero 
positivo. 

Se ague de esta definition que el numero real y es menor que el 
numero real x siempre que y — x sea un numero negativo. Entonces esr- 
cribimos y < x que se lee “y es menor que x”. Asi, 5 < 7, pues 5 — 7 = 
—2 que es un numero negativo. 

El estudiante debe observar que, para ambos simbolos de desigualdad, 
la cantidad mayor queda siempre en el lado liacia el cual se abre el sim- 
bolo, mientras que el vcrtice apunta hacia la cantidad menor, Tambien 
vamos a introducir otros dos simbolos utiles: a 5* b, que se lee “a es ma¬ 
yor o igual que b r> , y t que se lee “c es menor o igual que d”. En 
particular, la desigualdad a ^ 0 es un modo conveniente de afirmar que 
a represents a todo numero no negativo. 

Se dice que dos desigualdades tienen el mismo sentido si sus simbolos 
apuntan en la misma direccion; en caso contrario tienen sentido s opuestos. 
Por ejemplo las desigualdades a > b y c > d tienen el mismo sentido, 
pero las desigualdades a > b y c < d tienen sentidos opuestos, 

Anteriormente hemos observado que existen dos tipos de ecuaciones: 
ecuaciones identicas o identidades y ecuaciones condicionales o simple- 
mente ecuaciones (Art. 4.2). Analogamente, hay dos tipos de desigualda¬ 
des, desigualdades absolutas y desigualdades condicionales o inecuaciones. 

Una desigualdad absoluta o incondicio?ial es aquella que ticne el 
mismo sentido para todos los valores de las variables para los que estan 
definidos sus miembros. Son eiemplos de desigualdades absolutas 5 > —7 
y x 2 -f 1 > 0. 

Una desigualdad condicional o inecuacion es aquella que tiene el mis¬ 
mo sentido solo para ciertos valores de las variables, tornados entre los 
valores para los que sus miembros estan definidos. Son ejemplos de des¬ 
igualdades condicionales o inecuaciones 

x — 2 < 3, valida solo si x < 5; 
x 2 > 4, valida solo si x > 2 6 si x < —2. 

Las desigualdades absolutas y condicionales se trataran en articulos 
subsecuentes. Ahora estableceremos algunas de las propiedades fundamen¬ 
tals de las desigualdades en general. 

Teorema 1. El sentido de una desigualdad no se altera si se suma o 
se resta a ambos miembros la misma cantidad, es decir, si a > 6, entonces 
a ± c > b ± c. 
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demostracion. Por la definicion de a > b y tenemos 

a — b — p, un numero positivo 
de dondc a + c — (b -b c) = p, 

de lo cual, por la definicion de “mayor que” 

a + c > b + c. 

Analogamente se puede demostrar que 

a — c > b — c . 

Corolario 1. Cualquier termino puede transponerse de un miembro a 
otro de una desigualdad con tal que se le cambie su signo. 

Por el Corolario 1 podemos transponer todos los terminos de una des¬ 
igualdad a un solo miembro. Como consecuencia tenemos: 

Corolario 2. Toda desigualdad puede reducirse a una de las jormas 
A > 0 o A < 0, en donde A es una expresion algebraica. 

La importancia de este Corolario 2 esta en que, segun el Tedrema 6 
(Art. 2.4), la resolucion de una inecuacion siempre puede reducirse a 
la determinacion del signo (y no la magnitud) de una expresion . 

Tcorema 2. El sentido de una desigualdad no se altera si ambos 
miembros se multiplican por , o se dividen entre , la misma cantidad posi- 
tiva. Es decir 3 si a > b y c > 0, entonces ac > be y a/c > b/c. 

demostracion. De a > b y tenemos 

a — b — p , un numero positivo. 

Multiplicand© ambos miembros por c y tenemos 

ac — be — pc, un numero positivo 

de donde ac > be . 

Analogamente, puede demostrarse que 

a b 
c c 

Con una demostracion similar a la del Teorema 2, se establece el si- 
guiente teorema: 

Teorema 3. El sentido de una desigualdad se invierte si ambos miem¬ 
bros se multiplican por , o se dividen entre, la misma cantidad negativa. 
Esto es, si a > b y c < 0, entonces ac < be y a/c < b/c. 
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Teorema 4. Si se suman miembro a miembro dos desigualdades del 
mismo sentido y las sumas seran desigualdades del mismo sentido y esto es 
si a > b y c > d y entonces a + c > b + d. 

demostracion. De a > b y a—b = p, un numero positivo. 

De c > d y c — d — q, un numero positivo. 

Sumando, a + c — (b + d) = p + q y un numero positivo. 

Luego a a + c > b + d. 

Corolario. Si a x > b ly a? > b 2 , a 3 > 63 , —, a n > b ny 
entonces a t + a 2 + a 3 + . .. -f a n > b x + b 2 + b s + ... + &». 

Teorema 5. Si de tres cantidades y la primera es mayor que la se gun- 
da y la segunda mayor que la tercera, entonces la primera es mayor que 
la tercera, es decir y si a > b y b > c y entonces a > c. 

La demostracion de este teorema es analoga a la del Teorema 4 y se 
deja como ejercicio. 

Teorema 6 . Si dos desigualdades entre numeros positivos tienen el 
mismo sentido y se pueden multiplicar miembro a miembro y los produc- 
tos seran desigualdades en el mismo sentido. Es decir, si a y b y c y d son 
todos positivos y a > b y c > d y entonces ac > bd . 

demostracion. Si c > 0 y a > b y del Teorema 2 resulta: 

( 1 ) ac > be. 

Analogamente, ya que b > 0 y c > d y 

( 2 ) be > bd. 

De (1), (2) y el Teorema 5, tenemos 

ac > bd . 

Corolario 1. Si a ly a 2 ,..., b u b 2 ,... son cantidades positivas y 
fli ^ b\ y a 2 b 2 , &3 ^ b^j. . - y a^x bny entonces 
a\a 2 a$ . .. a n bib 2 b% ... b n . 

Corolario 2- Si a y b son ambos positivos y a > b y y n es un numero 
entero y positivo, entonces a n > b n . 

Corolario 3 . Si a y b son ambos positivos, a > b y y n es un numero 
entero y positivo , entonces a)^ n > b l ^ n (raices principals). 

Corolario 4. Si a y b son ambos positivos y a > b, y n es un numero 
entero y positivo } entonces a~ n < b~ n . 
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EJERCICIOS. GRUPO 20 

1. Complctar la demostracion del Teorema 1 (Art. 6.2) demostrando que 
si a > b, tambien es a — c > b — c. 

2. Demostrar el Corolario 1 del Teorema 1 (Art. 6.2). 

3. Demostrar el Corolario 2 del Teorema 1 (Art. 6.2). 

4. Completar la demostracion del Teorema 2 (Art. 6.2) demostrando que 
si a > b y c > 0, entonces a/c > b/c. 

5. Demostrar el Teorema 3 (Art. 6.2). 

6. Demostrar el Corolario del Teorema 4 (Art. 6.2). 

7. Comprobar por medio de ejemplos que si a, b, c y d son todos positivos 
yo>6yf>ino nccesariamente se sigue que a — c > b — d. 

8. Demostrar el Teorema 5 (Art. 6.2). 

9. Si a > b, b >r y c > d, demostrar que a > d. 

10. Si a > be, c > d y b > 0, demostrar que a > bd. 

11. Si a < 6 y < r, demostrar que a < c. 

12. Demostrar el Corolario 1 del Teorema 6 (Art. 6.2). 

13. Demostrar cl Corolario 2 del Teorema 6 (Art. 6.2). 

14. Demostrar el Corolario 3 del Teorema 6 (Art. 6.2). 

15. Demostrar el Corolario 4 del Teorema 6 (Art. 6.2). 

16. Comprobar por medio de ejemplos que cl rcsultado de Teorema 6 no es 
necesariamente v&lido si a, b, c y d no son todos positivos. 

17. Comprobar por medio de ejemplos que si a, b, c y d son todos positivos 
ya>tyc>^no necesariamente se sigue que a/c > b/d. 

18. Si cada una de dos cantidadcs es mayor que la unidad, demostrar que su 
producto es mayor que la unidad. 

19. Utilizando cl resultado del ejercicio 18, demostrar el Teorema 6 (Art. 6.2). 

20. Si a y b son positivos y a > b, del Corolario 2 del Teorema 6 (Art. 6.2) 

se sigue que a 2 > b 2 . Enunciar y demostrar el reciproco de este teorema. 


6.3. DESIGUALDADES ABSOLUTAS 

Como ya hemos indicado^ una desigualdad absoluta es analoga a una 
identidad. Su validez se establece por medio de una demostracidn anali- 
tica, utilizando uno o varios de los principios fundamentales estudiados 
en el Art. 6.2. 

Para la demostracion directa de una desigualdad absoluta se parte de 
alguna desigualdad conocida y luego sc procede por pasos logicos hasta 
llegar a la desigualdad deseada. Sin embargo, a veces no resulta facil 
averiguar la desigualdad que debe tomafse como pun to de partida. En¬ 
tonces, generalmente, es posible hacer un analisis de la desigualdad que 
se quiere demostrar transformandola hasta obtener una relacion mas sen- 
cilla. En este caso la demostracio?i directa equivale a tomar en orden in- 
verso los pasos del analisis. Este procedimiento se muestra en el ejemplo 
siguiente: 
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Ejemplo 1. Si a y 6 son numeros positivos desiguales, dcmostrar que 
a A + b 8 > a 2 b + ab 2 . 

solucion. Ya que no resulta facil averiguar de que desigualdad po- 
demos partir 5 transformaremos la desigualdad dada. 

analisis. Primeramente factorizaremos el segundo miembro y escri- 
biremos 

a ?+ 6 3 > ab(a + 6). 

Ya que ay b son aqibos positivos, a + b sera positivo y, por el Teorema 
2 (Art. 6.2), podremos dividir ambos miembros entre a + b sin alterar 
el sentido de la desigualdad. Esto es 

a 2 — ab + b 2 > ah. 

Transponiendo ab al primer miembro (Corolario 1, Teorema 1, Ar- 
ticulo 6.2), tenemos 

a 2 —lab + b 2 >0, 

o sea, (o— fc) 2 > 0. 

Sabemos que esta ultima relacion es siempre verdadera, pues a^b y de 
donde a — b^ 0 y (a — fc) 2 > 0. Por tanto, para la demostracion que 
buscamos partiremos de esta ultima desigualdad. 

DEMOSTRACION. (a — b) 2 > 0, 

de donde a 2 — 2 ab + b 2 > 0. 

Trasponiendo —ab al segundo miembro (Corolario 1, Teorema 1, Ar- 
ticulo 6.2), tenemos 

a 2 — ab 4- b 2 > ab. 

Multiplicand© ambos lados por <7 + 6 (Teorema 2, Art. 6.2), obtenemos 
el resultado deseado 

a 3 + 6 R > a 2 b + ab 2 . 

Sin embargo, para algunas desigualdades absolutas el metodo de ana¬ 
lisis no conduce facilmente a una desigualdad conocida. En tales casos 
habra que hacer tanteos para ver si algunas desigualdades conocidas pue- 
den conducir al resultado deseado. Veamos un ejemplo. 

Ejemplo 2. Si a y 6 son dos numeros positivos desiguales, demostrar 
que 

a 2 + 6 2 + 1 > ab + a + 6. 

solucion. En este caso, un analisis de la desigualdad no sugiere una 
determinada relacion conocida. Sin embargo, las ties expresiones (a— 6) 2 , 
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(a — 1)^ y ( b — l) 2 conticnen a todos los terminos de la dcsigualdad. 
Ademas, ya que a -/=b, (a — b) 2 es positivo. Por otra parte, aunque a 
o b pueden ser igual a 1, no pueden serlo al mismo tiempo, pues a^hb. 
Luego, por lo menos una de las expresiones (a — l) 2 y (& — 1)* debe 
ser siempre positiva, siendo ambas siempre no negativas. Asi, esta justifi- 
cado tomar la suma de estas tres expresiones como positivas, es dear: 

(a — b) 2 4- (a — 1) 2 4- (b — 1) 2 >0, 

esperando que esta relacion pueda conducir al resultado deseado. Ha- 
ciendo operaciones, tenemos 

a 2 — 2 ab + b 2 + a 2 — 2a + 1 4- b 2 — 2b 4- 1 > 0. 

Reduciendo terminos, 2a 2 4- 2b 2 + 2 — 2 ab — 2 a — 2b > 0. 

Dividiendo entre 2 (Teorema 2, Art. 6.2), a 2 4- b 2 4- 1— ab — a —6>0. 
Transponiendo (Corolario 1, Teorema 1, Art. 6.2), a 2 4- b 2 4- 1 > ab 
4- a 4- b y como se queria demostrar. 

EJERCICIOS. GRUPO 21 

1. Demostrar que la suma de cualquier numcro positivo (exeepto la unidad) 
con su reciproco, es mayor que 2. 

2. Si a y b son dos nfimeros positivos desiguales, demostrar que 


2 a 4 b ’ 

3. Si a y b son positivos y a > 6, demostrar que \Ta > Vfc" por un metodo 
independiente del Corolario 3 del Teorema 6 (Art. 6.2). 

4. Si a y b son numeros positivos desiguales, demostrar que a/b 2 4 b/a 2 > 
i/a + 1 /b. 

5. Si a y b son numeros positivos desiguales, demostrar que a 4 b < 
a 2 /b + b 2 /a. 

6. Si a y b son ntimeros positivos desiguales, demostrar que a 4 b 2 "\f ab. 

a 2 -— b z a — b 

7. Si a y b son numeros positivos y fl > fc, demostrar que - - — > ; r • 

7 a 1 -f- b* a f b 

8. Si a, b y c son numeros positivos, demostrar que (a + b + c) 2 > d 2 4 

b 2 + r 2 . 

9. Si a,byc son numeros positivos desiguales, demostrar que a 2 4 b 2 4 c 2 > 
ab 4 clc 4 be. 

10. Si a, b y c son numeros positivos desiguales, demostrar que (fl 4 H t) 2 
< 3 (a* 4 b 2 4 c *). 

11. Si a, b y c son numeros positivos desiguales, demostrar que 

(a 4 b) (b 4 c)(c 4a) > 8 abc. 

12. Si a y b son numeros positivos desiguales, demostrar que (a 3 4 b 8 ) (a 4 b) 
> (a 2 4 & 2 ) 2 . 

13. Si a y b son nfimeros desiguales, demostrar que a 4 * * 7 4 b 4 > a 3 b 4 ab 3 . 
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14. Si a y b son numeros desiguales, deraostrar que (a 4 4- b A ) (a 2 4- b 2 ) > 

(a 3 + fc 3 ) 2 . 

15. Si a, b y r son nfimcros positivos desiguales, demostrar que 

ab(a + b) 4- bc(b 4* c) “b ca(c + <z) > 6 abc. 

16. Si a y b son numeros positivos y a > b, demostrar que a 4 — fc 4 <! 4a 4 — 
4a 3 fc. 

17. Determinar los valores de a para los cuales a 3 4- 1 > a 2 4- a. 

18. Si a y b son numeros positivos, determinar cu&l de las dos siguientes ex- 

fl + 26 a 4* b 

presiones es la mayor - o -—. 

a -V 3b a + 2b 

a c 

19. Si a, b. c y d son numeros positivos desiguales, y si — > -, demostrar 

b d 


a 

que -> 
b 


a + c , 
b f d 


c 

d " 


20. Si a, b, x y y son numeros positivos desiguales tales que a 2 4- b 2 — 1 y 
x 2 f y 2 = 1, demostrar que ax 4- by < 1. 

21. Si a, b y c 3 x, y y z son numeros positivos desiguales tales que a 2 -1- b 2 4- 
c 2 = 1 y x 2 4- y 2 4- z 2 — 1, demostrar que ax 4- by 4* cz < 1. 

22. Si a, b y c son numeros positivos desiguales, demostrar que 2(a 3 4- b 3 4- 
c 3 ) > a 2 b 4- b 2 a + b 2 c 4- c 2 b 4- c 2 a + a 2 c. Sugerencia: Use cl resultado del 
Ejemplo 1 (Art. 6.3). 


23. Si a, b y c son numeros positivos desiguales, demostrar que (a 4- b — c) 2 
4- (6 4- c — a) 2 4- {c + a — b) 2 > ab + be + ca. Sugerencia: Use el resultado 
del ejercicio 9. 

24. Si a J b, c y x, y y z son numeros positivos desiguales, demostrar que 

(a 2 -f b 2 4- c 2 ) (x 2 4- y 2 +z 2 ) > (ax + by + cz) 2 . 

25. Si a, b y t son numeros positivos dpsiguales, demostrar que a 3 4- b 3 + c 3 > 
3 abc. Sugerencia: Use el resultado del Ejercicio 9. 


6.4. INECUACIONES DE PRIMER GRADO O LINEALES 

En este capitulo consideraremos solamente inecuaciones con una sola 
variable, digamos x. Entonces el problema consiste en determinar el do- 
minio de valores de la variable x para los cuales es valida la desigualdad; 
este dominio recibe el nombre de solution de la inecuacion. Si la variable 
* entra solamente en forma de primera potencia, la inecuacidn se llama 
de primer grado o lineal. La resolucion de una inecuacion lineal es muy 
sencilla y analoga a la resolucion de una ecuacion lineal con una incogni¬ 
ta (Art. 4.4). 

Ejemplo. Resolver la inecuacion lineal x + 1 > 3x + 5, y comprobar 
el resultado graficamente. 

solucion. Debemos encontrar los valores de x para los cuales 
(1) x+l>3x~h5. 
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Como en las ecuaciones lineales, transponemos todos los terminos en 
x a uno de los micmbros y todos los terminos conocidos al otro miembro. 
Asi obtenemos 

—2* > 4. 

Dividiendo entre —2 resulta x < —2. (Teorema 3, Art. 6.2). 

Esta es la solution buscada, la cual afirma que la designaldad (1) es 
valida para todos los valores de x menores que —2. 

Para establecer la representacidn grafica de este resultado, transpo¬ 
nemos todos los terminos de (1) al primer miembro, obtcniendose la 
desigualdad equivalente 


(2) — 2x — 4 > 0. 

Aqui tenemos el primer ejemplo del 
significado del Corolario 2 del Teore¬ 
ma 1 (Art. 6.2). La desigualdad (2) 
nos dice que para todo valor de x 
menor que —2 la fun cion lineal 
— 2x — 4 es positiva. La grafica de 
esta funcion lineal es la recta (Art. 3.9) 
representada en la figura 20. Alii ve- 
mos que el cero de la funcion es -—2 
y que para todo valor de # menor que 
—2 le corresponden puntos de la recta 
situados encima del eje X . 


Y 



6.5. INECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 
O CUADRATICAS 

En el Capitulo 5 consideramos la resolucion de la ecuacion cuadrd- 
tica con una incognita, o sea, la determination de los ceros de una funcion 
cuadratica. Entendemos por resolucion de una inecuacion de segundo 
grado con una variable, digamos x , la determinacion de aquellos valores 
de x para los cuales es valida la desigualdad, es decir, aquellos valores de x 
para los cuales la funcion cuadratica no es igual a cero sino positiva o 
negativa segun lo requiera la desigualdad. 

Ya hemos visto que, cuando es posible, una ecuacion cuadratica se 
resuelve por factorization. Analogamente, para resolver una inecuacion 
cuadratica, factorizaremos, si es posible, la funcidn cuadratica y deter- 
minaremos sus ceros, los cuales, aunque no son soluciones de la desigual- 
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dad, son sin embargo los valores criticos de la solucion, como se explica 
a continuation. 

Consideremos primero la funcion lineal en una variable, x —-r, cn 
donde la constante r cs el cero de la funcion. Si asignamos a x un valor 
ligeramente mayor que r, la funcion sera positiva; si asignamos a x un 
valor ligeramente menor que r, la funcion sera negativa. En otras pala- 
bras, para valores de x anteriores y posteriores a r el signo de la funci6n 
cambia. Por esta razon r es apropiadarnente llamado el valor critico de la 
funcion x — r. Analogamente, de los dos factores lineales de una funcion 
cuadratica, podremos disponer de sus dos valores criticos. 

El primer paso en la resolucidn de una inecuacion cuadratica es trans- 
poner, si es necesario, todos los t^rminos a un solo miembro de la des- 
igualdad, produciendose una relation del tipo 

(1) ax 2 + bx + c > 0. 

La ventaja de esto es que ahora no nos interesa la magnitud del primer 
miembro de (1) sino solo su signo (Corolario 2, Teorema 1, Art. 6.2). 
Factorizando este primer miembro (fdrmula (3), Art. 5.5), tenemos 

(2) a(x — ri) (x — r 2 ) >0, 

en donde r Y y r 2 son los valores criticos. 

Supongamos primero que x es mayor que r,, haciendo el factor x — r t 
positivo. Si este mismo valor de x tambien hace positivo al otro factor 
x — r 2 entonces su producto (incluyendo a a > 0) sera positivo, y la 
desigualdad (2) se cumplira, siendo correcta nuestra hipotesis y resul- 
tando x > r x como solucion de la desigualdad (1). Sin embargo, si este 
valor de x hace que x — r 2 sea negativo, el producto sera negativo, la 
desigualdad no sc cumplira y nuestra hipotesis sera falsa, siendo la solu¬ 
cion de la desigualdad x < r f . Facilmente se comprucba que se obtienen 
los mismos resultados si se suponc inicialmente que x es menor que r } . Se 
razona de una manera analoga para el otro valor critico r 2 . Las dos des¬ 
igualdades resultantes fonnan la solucion de la inecuacion (1). Veamos 
la aplicacion de este procedimiento a un ejemplo particular. 

Ejemplo 1. Resolver la inecuacion 

3x 2 — 2x — 2 < 2x* — 3x + 4, 
y comprobar el resultado graficamente. 

solucion. Primero transponemos todos los terminos a un solo miem¬ 
bro, digamos el primero, y obtenemos la desigualdad equivalente 


x 2 + x — 6 < 0. 
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Factorizando tenemos 

(* — 2)(* + 3) < 0, 
y los valores criticos son 2 y —3. 

Primeramente supongamos que x > 2. Entonces para valores de x 
ligeramente mayores que 2, ambos factores son positivos y su producto 
es positive, que es un resultado contrario a la condicion de la desigual- 
dad. Por lo tanto, nuestra hipotesis de que x > 2 es falsa; siendo la solu¬ 
cion correcta x <C 2. Notese que si inicialmente hubieramos supuesto que 
x < 2, entonces para valores de x ligeramente menores que 2, el primer 
factor seria negativo y el segundo positivo, siendo su producto negativo, 
con lo cual la desigualdad se cumpliria. 

Analogamente, supongamos que x > —3. Entonces, para valores de 
x ligeramente mayores que —3, el primer factor es negativo y el segundo 
positivo, siendo su producto negativo, con lo cual la desigualdad se satis- 
face y la solucion es x > —3. 

En consecuencia, la solucion completa es x < 2, x > —3, es decir, 
la desigualdad dada se cumple para todos los valores de x menores que 2 
pero mayores que —3. Esta solucion puede escribirse en la forma 


1M1 


-4 -2 0 1 2 3 4 


Fig. 21 


y 



2 > x > -—3, que representa a todos los valores de x entre —3 y 2. Estos 
valores estan representados graficamente en un sistema coordenado uni¬ 
dimensional (Art. 3.7) en la figura 21. La grafica de la funcion cuadra- 
tica x 2 4- x — 6 se muestra en la figura 22 de acuerdo con lo dicho en 
el Art. 5.8. En esta grafica se observa que los ceros de la funcion con 
x — 2, —3; tambien se observa que la curva esta por encima del eje X 
para x > 2 y < —3, y por debajo del eje X para valores de x entre 

- 3 y 2 - 

Este metodo para resolver una inecuaci6n utilizando sus valores cri¬ 
ticos puede emplearse para cualquier expresion algebraic a que sea fac- 
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torizable en factores lineales reales, como se muestra en el siguiente 
ejemplo. 

Ejemplo 2. Resolver la inecuacion 

(* + 1 )(* — 2 )(* — 3 ) > 0 . 

solucion. Los valores criticos son —1, 2 y 3. Como en el ejemplo 1, 
probamos cada uno de ellos suponiendo valores de x ligeramente ma- 
yores qne el valor critico. Asi obtenemos los signos correspondientes a to- 
dos los factores, el signo del producto y la solucion resultante, como se 
indica en la siguiente tabla. 


Hipotesis 

Signos de los factores 

Producto 

Solucion 

*>— 1 

+ — — 

> 0 

x>—\ 

x> 2 

+ *t~ — 

<0 

x<2 

x> 3 

+ + + 

>0 

*> 3 


Por lo tanto la solucidn completa puede escribirse en la forma 
—1 < * < 2, x> 3. 

Estos valores se muestran grafi- , _ , . _ 

camente en la figura 23. , | , | 

_ L _ I _ ! I 1 j- y 

—2 —10 12 3 

nota 1. La solucidn tambien ,, 

Iig. 23 

puede obtcnerse facilmente llevando 

en una grafica los valores criticos, como en la figura 23, y luego proban- 
do el signo de la desigualdad dada para valores de x en cada uno de los 
intervalos x < —1, —1 < x < 2, 2 < x < 3, x > 3. Se recomienda que 
el estudiante obtenga la solucion por este metodo y que tambien lo apli- 
que al ejemplo 1. 

Ahora consideraremos el caso de una inecuacion de segundo grado 
que no puede factorizarse en factores lineales reales. Aunque de ordinario 
limitamos las factorizaciones al campo de los numeros racionales (Articu- 
lo 2.8), aqui incluiremos a los numeros irracionales porque son numeros 
reales. Por ejemplo, es facil ver que la solucion de la inecuacion 
x 2 — 5 >0 esta dada por las desigualdades x > V5, x < —V*T Por 
tanto, nos limitaremos ahora a la consideration de funciones cuadraticas 
que son irreducibles en el campo de los numeros reales. 

Supongamos que la funcion cuadratica ax 2 + bx + c, a ^ 0 tiene su 
discriminante fc 2 — < 0, lo que significa que la funcion es irreduci¬ 

ble en el campo de los numeros reales (Teorema 2, Art. 5.5). Comple- 
tando el cuadrado en x, obtenemos (relacion (1) Art. 5.9) 
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o sea 

(3) 


{ by b 2 

bx A- c — a ( x -b — ) + c — — 
\ 2a) 4 a 

=a (’ + k) 


ax 2 -h 6x + c = 


6 \ 2 4cc—• b 2 

+ 


En el segundo miembro de (3) 




4 a 


es no negativo para todo 


valor de x. 

Ademas, ya que b 2 — 4 ac < 0, se sigue que Aac — b 2 > 0> y, por tanto, 
4tf c — b 2 

-tiene el mismo signo que a. En consecuencia, para todo valor 

4 a 

de x y el segundo miembro de (3) es positivo si a > 0 y es negativo sj 
a < 0. Resumimos estos resultados en el teorema siguiente: 


Teorema 7. Si la funcion cuadrdtica 

ax 3 + bx -b c, a=£ 0 

tiene su discriminante b 2 — 4 ac negativo , /a funcion positiva para todo 
valor de x si a > 0 y es negativa si a < 0. 

nota 2. Este teorema es muy util siempre que uno o mas factores 
en una inecuacion scan funciones cuadraticas irreducibles. Cada uno de 
dichos factores puede ser suprimido sin ningun cambio en el resto, excep- 
to en el caso de que se trate de una funcion negativa pues entonces hay 
que invertir el sentido de la desigualdad. 

Ejemplo 3. Resolver las inecuaciones 

(a) a: 2 + 2a; + 5 > 0, 

(b) 2x — x 2 — 2<0, 

y comprobar los resultados graficamente. 

solucion. Ya que ambas funciones tienen discriminantes negativos, 
se concluye, de acuerdo con el Teorema 7, que la funcion (a) es positiva 
para todo valor de x , por tener a > 0; y la funcion (b) es negativa para 
todo valor de x ya que a < 0. Tambi6n podemos ver esto complementando 
los cuadrados. Asi tenemos 

x 2 + 2x 4- 5 = (x + l) 2 + 4>0 para todo valor de x. 

2x — x 2 — 2 =— (x 2 — 2x + 1) — 1 (x—l) 2 —1 < 0 

para todo valor de x. \ 
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Por tanto, ambas desigualdades se cumplen para todo valor de x . Si 
los simbolos de desigualdad estuvieran invertidos ninguna de las dos des¬ 
igualdades tendria solucion. Las graficas de estas dos funciones estan 
dadas en la figura 24. 

Finalmente, consideraremos un tipo de inecuacion que, aunque no 
es cuadratica, puede resol verse utilizando valores criticos. 

Ejemplo 4. Resolver la inecuacidn 

3 1 

x 4* 2 x — I 

solucion. Si el simbolo de desigualdad se reemplazara por el de 
igualdad, tendriamos una ecu avion con fracciones cuyas soluciones se 

encontrarian multiplicando ambos 
miembros por el menor denominador 
comun (x 4- 2) (x — 1). El estudiante 
puede sentirse inclinado a proceder de 
la misma manera con esta inecuacion, 
pero si lo hace, encontrara dificultades. 
Esto es debido a que si no conocernos 
el signo de un multiplicador variable, 
entonces no podemos decir si el sentido 
de la desigualdad se conserva o se al¬ 
tera (Teorema 3, Art. 6.2). Por tanto, 
nunca debemos multiplicar por, o divi- 
dir entre, un factor variable ambos 
miembros de una desigualdad, a me¬ 
nus que dicho factor conserve el mis- 
mo signo en todo el dominio en que 
esta definido (Teorema 7). 

Como es usual, nuestro primer paso consistira en transponer todos 
Jos terminus a un solo miembro de la desigualdad, o sea 

3 1 

-> 0 . 

x 4- 2 x — 1 

El siguiente paso no sera multiplicar por el menor denominador comun 
sino sumar ambas fracciones usando su menor denominador comun. Esto 
nos da 

2x — 5 

-> 0 . 

(x + 2) (#— 1) 

Los valores criticos son %, —2 y 1. Para cada valor critico, supondre- 
mos que x toma valores ligeramente mayores o menores que ese valor, y 


y 
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entonces observaremos c6mo afectan estos valores en los signos del nume- 
rador y denominador obteniendo el signo de la fraccidn. Los resultados 


se muestran a continuation en forma de tabla. 


Signos del 

numcrador y Signo de 

Hipotesis del denominador la fraction 

Solucion 

x > % 

4- 

>0 

X>% 

’ 4- 4- 

CM 

1 

A 

X 

— 

>0 

CM 

1 

1 

A 

X 

4 

*> 1 

— 

<0 

*< 1 

4 -4 

Por tan to, la solucion 

completa es 

V 

<M 

1 

A 

>< 1. 


Se recomienda que el estudiante represente graficamente estos resul- 
tados, y que ademas resuelva esta inecuacion por el metodo descrito en 
la nota 1 del ejemplo 2. 


EJERCICIOS. GRUPO 22 

En cada nno de los ejercicios 1-6, resolver la inecuacion lineal dada y com- 
probar el resultado gr&ficamcntc. 

1. a: — 5 >3~*. 2 

3. 2* + 1 < 3* — 1. 4. 

5 . * — % > 2 * + %- 6 . 


* 4 4 < 3. 

4a: 4- 10 > 4—2a:. 


x 4- % < 2 -h -. 

4 

En cada uno de los ejercicios 7-10, determinar los valores de x para los cuales 
la funcion cuadratica dada es positiva, ncgativa y nula y comprobar los resulta¬ 
dos graficamente. 

7. 2 4-at — a* 8. a: 2 —6a: 4- 8. 

9. * 2 4- 4* 4 6. 10. 4*— * 2 — 5. 

En cada uno de los ejercicios 11-20, resolver la .inecuacion dada y comprobar 
graficamente el resultado. 


11. 

*2 

— x — 

6 > 0. 


12. 

*2 4- 5* 4 

A 

p 

13. 

5* 

2 4- 8 a: 

3 > *2 _ 

- 3*. 

14. 

2* 2 4 5* - 

- 1 < 2* + 1. 

15. 

*2 

+ 12* 

4 - 60 > 10 

— 2*. 

16. 

12* 4- * 2 - 

- 30 > 2x 2 + 7. 

17. 

2a: 2 — 4a: 

— 3 < 3*2 

4- 2. 

18. 

* 2 — 6* 4 

25 < tl. 

19. 

X 2 

4-8*- 

-11 < 2*2 

4- 5. 

20. 

4 

X 

CO 

1 

"x 

8 > 4 — 4*. 

En 1 

cada uno de los ejercicios 21-24 

, determinar los valores de * para los 


el radical dado represcnta numeros realcs. 

21. V*— 7 . 22. V* 2 4- 16. 

23. V* 2 — 16. 24. 


V* 2 + x — 12. 

En cada uno de los ejercicios 25 y 26, determinar los valores de k para los 
cuales las raices de la ecuacion cuadratica dada son realcs y diferentes. 

25. 4*2 — kx 4-1=0. 26. kx 2 4- 2kx — 5 = 0. 











150 


Desigualdades e inecuaciones 


En cada uno de los ejercicios 27 y 28, determinar los valores de k para los 
cuales las raices de la ecuacion cuadratica dada son complejas. 

27. *2 + *x —* = 0. 28. (k+ l)x 2 — 2**4- 1=0. 

En cada uno de los ejercicios 29 y 30, determinar los valores de k para los 
cuales el sistema dado tiene dos soluciones reales y diferentes. 


29. x — 2y 4- k = 0. 

*2 _J_ y2 5, 


30. x 4- 2y -I- k = 0, 

y 2 —2x + 6y -f 9 = 0. 


En cada uno de los ejercicios 31-50, resolver la inecuacion dada. 


31. 

33. 

35. 

37. 

39. 

40. 

41. 


43. 


45. 

47. 

49. 


x(x + 2)(x — 1) > 0. 32. 

x 3 — 2x 2 — * + 2<0. 34. 

(x -h 2) (x— 1) (x— 4) <0. 36. 

(x 2 + x + 1) (x— 1) >0. 38. 

(* 2 + 2x — 3) (3x — 4—-x 2 ) > 0. 

(x — 2^x 2 )(x 2 4- 2x — 8) < 0. 

f± 4<°- 

x + 3 
x —4 ‘ 


> 1. 


42. 


44. 


3 ^ 1 
2* — 2 > 2x Vl ‘ 

* > 1 

X + 1 * + 2 

* 2 + * + 1 s. 0 
*(* 1 — 1) (* — 2) 


46. 

48. 

50. 


(* + 1) (2* — 1) (* + 3) <0. 
x 3 4- x 2 — 4x — 4 ]> 0. 

(x + 2) (x—* l) 2 (x — 4) <0. 

(x 2 4- 2x + 4) (x 2 — x — 2) < 0. 


x-f 3 

x— 4 

2 

—--< 

x —2 
x 2 —4 

1 —x 2 

6 


> 0 . 


x 4- 1 

> 2 . 

5 


x— 1 x — 2 
3 5 


X + 1 X- 1 


>—2. 
> 6 . 


6.6. OTRAS INECUACIONES 

En este articulo consideraremos algunos tipos adicionales de inecua¬ 
ciones. Primeramente nos referiremos a inecuaciones que llevan el valor 
absoluto (Art. 2.4) de una expreison, por ejemplo, la \x — 1| < 1. Tales 
inecuaciones se pueden presentar en la determination del llamado inter - 
valo de convergencia de una serie potencial. 

Ejemplo 1. Resolver la inecuacion 

I*— 1| < 1. 

solucion. Esta inecuacion significa exactamente que 

— 1 <* — 1 < 1 . 

La resolution de la inecuaci6n 

—1 < *— 1 

conduce inmediatarnente al resultado x > 0. 
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Analogamente, la resolucion de la inecuacion 

*—1 < 1 

resuita ser x < 2. 

Por tanto^ la solucion de la inecuacidn dada es 0 < x < 2. 

£n el siguiente ejemplo se consider a una de las propiedades funda- 
mentales del valor absoluto. 

Ejemplo 2. Si a y b son numeros reales cualesquiera, demostrar que 
\a + b\ ^ |a| + |fe|. 

solucion. Por supuesto, esta desigualdad puede demostrarse consi- 
derando los diversos casos posibles: a v b ambos positivos o ambos nega- 
tivos; a positivo y b negativo, y viceversa; y las diversas combinaciones 
en que a, b o ainbos son cero. Sin embargo, aqui daremos otra demos- 
tracion. 

Supongamos en contra de lo que requiere la desigualdad, quo 
\a + b\ > |c| + |6|. 

Elevando al cuadrado ambos miembros (Corolario 2, Teorema 6, 
Art. 6.2), tenemos 

a 2 + 2ab + b* > a 2 + 2\a\ ■ |6| + fc 2 

de donde ab > \a\ ■ \b\, 

lo que no es verdadero para todo valor de a y b. Esta contradiccion mues- 
tra que nuestro supuesto es falso, con lo cual queda demostrhda la des¬ 
igualdad dada. 

A continuacion consideraremos desigualdades con radicales. En algu- 
nas de estas inecuaciones debe tenersc sumo cuidado con los signos. Tam- 
bien se debe considerar que se esta trabajando exdusivamente con nu¬ 
meros reales. 

Ejemplo 3. Resolver la inecuacion 

Vx—l + 2 > 0. 

solucion. Siguiendo el metodo empleado al resolver ecuaciones con 
radicales aislaremos el radical: 

\ 4—1 > — 2 . 

No podemos elevar ahora al cuadrado, pues los dos miembros no son 
ambos positivos (Corolario 2, Teorema 6, Art. 6.2). 
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Si elevamos al cuadrado la inecuacion original, obtenemos 

1 + + 4 > 0 

o sea, x 4- 3 4- 4 V x — 1 > 0, 

y se nos presenta la misrna dificultad que antes. 

Examinando con mas detalle la inecuacion dada, observamos que por 
ser el termino 2 mayor que cero, la unica restriction para el radical 
Vx — 1 es que represente un numero real no negativo. Esto significa 
que x — 1 > 0 6 x ^ 1, que por tan to, es la solution. 


EJERCICIOS. GRUPO 23 


En cada uno de los ejercicios 1-8, resolver la inecuacion dada. 

4. |* + 2| > 1. 


1. 1*1 < 2. 2. 

|*| > 5. 

3. 

I*-2| 

< 1. 4. 

5. |x— 5|<1. 6. 

H<‘- 

7. 

H-2 

2 

< 1. 8. 


x + 1 


< 1 . 


9. Dcmostrar la desigualdad del cjemplo 2 (Art. 6.6), considerando los di- 
versos casos posibles. 

10. Si a y b son numeros realcs cualesquiera, demostrar que \a~—b\ ^ \a\ + |fc|. 

11. S\ ay b son numeros reales cualesquiera, demostrar que |a 4- > |c| — |fc|. 

12. Si a y b son numeros reales cualesquiera, demostrar que | a — b\ ^ |c| — \b\. 

En cada uno de los ejercicios 13-22 resolver la inecuacion dada. 


13. V7TT>2.' 

is. yT—~T < i. 

17. 1 <2. 

V~x + 1 

19. V* -I- 5 + Vx > 5. 

21. V3x + 7 — V* — 5 

U -f v . - 

23. Si a y b son nfimeros positivos diferentes, demostrar que —-— > Vfli. 

f —. 2 ab 

24. Si a y b son numeros positivos diferentes, demostrar que V ab > — —. 

_ a H- b 

25. Si a y b son numeros positivos. demostrar que V« 2 + b 2 < a + b. 

26. Si a y b son numeros positivos, demostrar que 4- b < \Zifl 4- \^b. 

En cada uno de los ejercicios 27-30 verificar la desigualdad dada sin utilizar 

tablas de raices cuadradas. 


14. 

VT 

— *> 2. 


16. 

V x 

=: 2+l>0. 


18. 

1 

->2. 



V*- 

— 1 


20. 

V* 

»• 4 — V* — 

1 > 1. 

22. 

V* 

-I- 7— 

1 > 2. 


27. V7 + VT- > v 19. 

29. V8 + V6 < 2 + VTT. 


28. V2 + VT < Vl^ 

30. V3 — v? > V~5— vTa 






















]_ 

Induction matematica. 
Teorema del binomio 


7.1. INTRODUCTION 

Como lo indica el titulo, este capitulo consta de dos temas distintos. 
La razon es que el teorema del binomio se demuestra por medio de un 
metodo conocido como induccion matematica o induccion completa. No 
sc debe pensar que la induccion matematica sea solamente un metodo 
para la demostracion del teorema del binomio. Veremos que existe una 
gran variedad de proposiciones y formulas que pueden demostrarse utili- 
zando la induccion matematica. De hecho, en el capitulo siguiente se 
empleara la induccion matematica para demostrar una importante pro¬ 
position conocida como el Teorema de De Moivre . 

7.2. NATURALEZA DE LA INDUCCION MATEMATICA 

En vez de introducir desde el principio el enunciado formal de la 
ley de induccion matematica, analizaremos un ejemplo muy sencillo para 
mostrar el mecanismo logico en que se apoya este metodo de demostracion. 

Consideremos la suma S„ de los primeros n numeros impares, es 
decir, 

S„ = 1 4- 3 + 5 + ... + (2 7i — 1), 

en donde 2n — 1 representa el cnesimo termino de la suma. Eseribamos 
directamente la suma para los primeros cuatro casos: 
n = 1, S t - 1. 
n = 2, S, = 1+3 = 4 = 2 2 . 
n = 3, = 1 + 3 + 5 = 9 = 3 2 . 

n = 4, = 1 + 3 + 5 + 7 = 16 = 4 2 . 
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Hemos indicado aqui que, en cada caso, la suma es igual al cuadrado 
del numero de terminos sumados, de lo cual resulta obvio inferir que la 
suma de n terminos es probablemente igual a n 2 . Notese que no hemos 
demostrado esta relacion para la suma de un numero cualquiera de ter¬ 
minos, sino que simplemente hemos comprobado que es verdadera hasta 
n igual a 4. 

En el metodo de induccion matematica sc supone que la relacion es 
verdadera para cierto valor de n y digamos k , y luego hay que demostrar 
apoyandose en esta hipotesis, que la relacion es tambien verdadera para 
k + 1 que representa el siguiente valor posible de n. Si se logra esta de- 
mostracion, se completa con el razonamiento siguiente: Ya que la rela¬ 
cion resulto verdadera para n = 1, del paso inmediatamente anterior se 
sigue que es verdadera para n = 2; analogamente, si vale para n = 2, 
entonces vale para n — 3, y asi sucesivamente para todo valor entero 
positivo de n. 

Utilicemos la induccion matematica para completar la demostracion 
de la relacion 

(1) 1 + 3 + 5 + ...+ (2n — 1) = n 2 . 

Supongamos que (1) es verdadera para n = k, es decir, 

(2) 1 + 3 + 5 + ... + (2* — 1) = k 2 

lo que representa nuestra hipotesis 

Anadamos ahora el termino orden k + 1, o sea, 2(k + 1) — 1 = 
2k + 1, a ambos miembros de (2). Obtenemos la igualdad 

(3) 1 + 3 + 5 + ... + (2k — 1) + (2k + 1) = k 2 + 2k + l 

= (k + l) 2 . 

La igualdad (3), que solamente es verdadera si (2) es verdadera, 
representa la verificacion de la relacion (1) para n = k + 1. Por tan to, 
hemos demostrado que si la relacion (1) es verdadera para n = k, enton¬ 
ces es verdadera para n = k + 1. El razonamiento continua como ya se 
indico: ya que la relacion (1) resulto verdadera para n = 1, se sigue 
de (2) y (3) que tambien es verdadera para n — 2. Analogamente, si 
(1) vale para n — 2, entonces vale para n = 3, y asi sucesivamente para 
todos los valores enteros positivos de n. 

Por comodidad y facilidad para consultas posteriores, damos ahora 
un enunciado formal del metodo de induccion matematica. 

Induccion matematica 

La induccion matematica, o induccion completa, es una forma de 
razonamiento que puede usarse para demostrar relaciones o proposiciones 
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que depcndan dc una variable, digamos n, que solo admite valores entc- 
ros y positivos. El metodo de induccion matematica para demostrar una 
relacion particular consta, en esencia, de los tres siguientes pasos: 

1. Comprobar que la relacion es verdadera para n — 1, o para el 
primer valor admisible de n. 

2. Partiendo de la hipotesis de que la relacion es verdadera para 
cierto valor de n, digamos k y demostrar que tambien es verdadera para 
n = k + 1. 

3. Comprobado que la relacion es cierta para n = 1 en el paso 1, 
del paso 2 se sigue que tambien es cierta para n = 2. Analogamente, si 
la relacion es cierta para n — 2, entonces es cierta para n = 3, y asi su- 
cesivamente para todos los valores enteros y positivos de n . 

Hagamos destacar que los pasos 1 y 2 son ambos esenciales para la 
validez de la demostracion. El paso 3 es solamente una consecuencia 
logica de los pasos 1 y 2. 

nota. A continuacion damos dos ejemplos en que una relation re- 
sulta falsa porque no satisface simultaneamente los pasos 1 y 2. 

Primero consideremos la relacion 

1 + 3 + 5+ ...+ (2n — 1) = n. 

Es obvio que esta relacion es valida para n = 1, satisfaciendo por lo 
tanto el paso 1. Pero es facil demostrar que no satisface el paso 2. En 
consecuencia, la relacion (4) no se cumple para todos los valores enteros 
positivos de n. 

Consideremos ahora la relacion 
(5) 1 + 3 + 5 + ... + (2n — 1) = rz 2 + 1. 

Se puede probar facilmente que esta relacion satisface el paso 2. 
Pero no satisface el paso 1 y, por tanto, no es valida para ningun valor 
entero y positivo de n. 


7.3. EJEMPLOS DE INDUCCION MATEMATICA 

En este articulo damos varios ejemplos y una amplia coleccion de 
ejercicios de induccion matematica. 

Ejemplo 1. Por el metodo de induccion matematica, demostrar la 
relacion 

(1) l 2 + 2 2 + 3 2 + ... + n* = y 6 n(n + l)(2n + 1), 

en donde n es cualquier numero entero y positivo. 
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solucion. Efcctuaremos, en orden, cada uno de los tres pasos men- 
cionados en el Art. 7.2. 

1. Sustituyendo n = 1 obtenemos 

1 2 = i/ 6 -1(1 + 1)(2 + 1) =y 6 -2-3 = l. 

Luego el paso 1 se satisface. 

2. Suponiendo que (1) es verdadera para n = k, es decir, suponien- 
do que la siguiente relacion es verdadera: 

(2) l 2 + 2 2 + 3* + ... + A 2 = %k{k + 1) (2* + 1). 

Sumando a ambos miembros de (2) (k + l) 2 , que es el termino de 
orden k + 1. Se obtiene: 

(3) l 2 + 2 2 + 3* + ... + A 2 + (A + 1 ) 2 

= %A(A + 1) (2k + 1) + (A + l) 2 . 

Ahora debemos probar que el scgundo miembro de (3) es identico 
al scgundo miembro de (1) cuando se recmplaza n por k + 1. Asi, sacan- 

k + 1 

do factor comun a - tenemos 

6 

V G k(k + 1) (2k + 1) + (A + l) 2 

= + +6(A + 1)] 

o 

= [2 V + Ik + 6] = (k + 2) (2 k + 3) 

6 6 

= ^[(* + i) + i]P(* +1) +1]. 

o 

Esta ultima expresion es identica al segundo miembro de (1) cuando n 
se reemplaza por k + 1. Por tanto, hemos demostrado que si (1) es ver¬ 
dadera para n = A', tambien es verdadera para n = A + 1. 

3. Ya que (1) es verdadera para n = 1 segun el paso 1, se sigue del 
paso 2 que (1) es verdadera para n — 2. Por la misma razon, si es ver¬ 
dadera para n = 2, entonces lo es para n = 3, y asi sucesivamente para 
todos los valores enteros positivos de n, como se queria demostrar. 

Ejemplo 2. Por el metodo de induccion matematica, demostrar que 
x 2n — y2n es exactamente divisible entre x + y para todo valor entero 
positivo de n. 

solucion. 1. Para n = 1 tenemos ( x 2 — y 2 ) /(x + y) = x — y, con 
lo cual se cumple el paso 1. 
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2. Ahora debemos probar que si x 2k — y 2 * es divisible exactamcnte 
entrc x -+* y, entonces x 2k + 2 — y 2 ** 2 tambien es divisible exactamente en- 
tre x + y . Existen varias maneras dc demostrarlo. Utilizarernos el metodo 
muy natural de dividir x 2k + 2 — y* k+2 entre x + y. Por division algebraica 
ordinaria (Art. 2.7), tenemos 


x 2k+2 _ y2k+2 

x + y 


x 2k+l — x? k y -f 


x 2ky2 _ yfik+2 

X + y 


en donde la division se ha desarrollado justamente lo necesario para per- 
mitir el uso de la hipotesis que consiste en que x 2k — y* k es exactamente 
divisible entre x 4- y. En efecto, el resto 

x 2k y* — — y*(x 2k — y* k ), 


es, segun nuestra suposicion, exactamente divisible entre x + y, y por 
tanto la division de x 2 ** 2 — y 2 ** 2 en tre x + y es exacta. Luego el paso 
2 tambien se cumple. 

3. Aqui repetimos las frases usuales que completan la demostracion 
para todo valor entero y positivo de n. 

nota. Muchas de las dificultades encontradas en el paso 2, de una 
demostracion por induccion matematica, pueden evitarse si el resultado 
de sustituir n por k + 1 se transforma de modo que permita el uso de 
la hipotesis para n = k. Se recomienda que el cstudiante observe este 
hecho en el ejemplo anterior. 


EJERCICIOS. GRUPO 24 

1. Demostrar que la relacion (4) del Art. 7.2 no satisfacc el paso 2 del 
metodo de induccion matematica. 

2. Demostrar que la relacion (5) del Art. 7.2 satisface el paso 2 del metodo 
de induccion matematica. 

3. En el ejemplo 2 del Art. 7.3, efectuar el paso 2 utilizando la identidad 

x' k "—y** = x'ix* — f k ) + /*(*’ — /). 

4. Demostrar que * 2n ~ l + j’ 2 " -1 es exactamente divisible entre x 4- y para todo 
valor entero positivo de n, efectuando el paso 2 como en el ejemplo 2 del Art. 7.3. 

5. Efectuar el paso 2 del ejercicio 4 utilizando la identidad 

4 - = x^x**- 1 +■/*-*) — 

6. Demostrar que x n — y* es divisible exactamente entre x — y para todo 
valor entero positivo de n, efectuando el paso 2 como en el ejemplo 2 del Art. 7.3. 

7. Efectuar el paso 2 del ejercicio 6 utilizando la identidad 

= *(** — >■*) +/(* — y). 

En cada uno de los ejercicios 8-39, demostrar por el metodo de induccion ma¬ 
tematica la relacion o proporcion dada, siendo n un numero entero y positivo. 

n(n + 1) 
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9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 


17. 


18. 

19. 

20 . 

21 . 

22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 


29. 


30. 

31. 

32. 


33. 

34. 

35. 

36. 

37. 

38. 


2 + 4 + 6 + ... + 2n = n(n + 1). 

1 +4 + 7 + ...+ (3n — 2) ~ — (3n — 1). 

3 + 6 + 9 + ...+ 3n = %n (n + 1). 

5 + 10 + 15 + ... + 5n = %n(n + 1). 


« + (fl + d) + (a + 2d) + ... + [a + (n— l)d] =^[2 a + (n — 1 )d]. 


2 + 2 * + 2 3 + 
3 + 3° + 3* + 
1 4- 5 + 5 a + 

i+~+4*+ 
2 2 


. + 2 - = 2 ( 2 *— 1 ). 

. + 3" = %(3" — 1). 

. + 5»- 1 = y 4 ( 5 - — 1 ). 



a 4- ar + ar 1 + ... + ar nl 


1 —r 


r+3 3 + 5’+ ...+ (2n— l) a = — (4n a — 1). 

3 

n a 

1* + 2* + 3’ + ... + n* = —(n + 1)*. 

4 

_a 

(1 + 2 + 3 + ... + n)* = —(n + l) a . 

l 5 + 3>+ 5 3 + ...+ (2n— 1)* = n*(2n a — 1). 

1 + 3 + 6 + ...+-(n + 1) =-(»+ l)(n + 2). 
2 6 


1 - 2 + 2-3 + 3-4 + ... + n(n + 1) = j(n + l)(n + 2). 


1 -3 + 2 -4 + 3 -5 + ... + n(n + 2) = - (n + l)(2n + 7). 

6 


2-5 + 3-6 + 4-7 + ... + (n + 1) (» + 4) = j (« + 4)(» + 5). 
1-2-3 + 2- 3- 4 + 3-4-5 + ... +n(n+l)(n + 2) 

-?(»+ l)(n + 2)(n + 3). 

1^1 1 L , 1 

- +- 1 -+ . . . + - = -. 

1-2 2-3 3*4 n(n + 1) n + 1 

1 1 , 1 , 1 n 

1*3 3*5 5*7 (2n — 1) (2n + 1) 2n + 1 

1,1 1 , , 1 n(3n + 5) 

- + - -| - + .. + ----- : -. 

1-3 2-4 3*5 n(n + 2) 4(n+l)(n + 2) 

l-2 + 2*2* + 3-2 s + ... + n*2"= (n—1)2" +1 + 2. 

1 * 1 + 2*3 3 + 3*5* + ... 4- n(2n — 1)’ =^(n 4- 1) (6n 2 — 2n — 1). 

1 • 3 + 3-3 2 + 5 - 3 a + ... + (2n— l)3 n = (n — l)3 n " + 3. 

Si a y b son numeros positivos tales que a > b, entonces a" > b n . 

2 in — 1 es divisible entre 15. 

2 s * + 5 es divisible entre 3. 

3 s " + 7 es divisible entre 8. 

X* - y n 

- 1 - = + x*-y + ... + xy'-* 

x — y 
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39. —— ^ - = x nJ — x n ‘*y + x n_ y —... — xy n ~* + y n ~ l , n impar. 

x + y 

40. Demostrar el teorema 12 del Art. 2.6 por el metodo de induccion ma- 
tematica. 


7.4. TEOREMA DEL BINOMIO 

El teorema del binomio es una formula (por esto se llama tambien 
formula del binomio) con la cual se pueden escribir directamente los 
terminos del desarrollo de una potencia entera y positiva de un binomio. 
Para formamos una idea de la estructura del desarrollo de (a + b) n , 
en donde n es un numero entero y positivo, escribiremos el resultado para 
los primeros cuatro valores de n. Asi, por multiplication directa, tenemos 

[a + b) x = a + b, 

(a + b) 2 = a 2 + lab + b 2 , 

(.a 4- b ) 3 = a 3 + 3 ctb + 3 ab 2 + b\ 

{a + b)*= a 4 + 4 a*b + 6c?b 2 + 4 ab 3 + b\ 

Observemos que cada uno de estos desarrollos tienen las siguientes ca- 
racteristicas: 

1. El numero de terminos es n + 1, o sea, una unidad m&s que el 
exponente n del binomio. 

2. En el primer termino el exponente de a es n y decrece de unidad 
en unidad en cada uno de los terminos siguientes. 

3. La b aparece por primera vez en el segundo termino, con expo¬ 
nente 1, y su exponente. aumenta de unidad en unidad en cada uno de 
los terminos siguientes. El exponente de b es siempre una unidad menor 
que el numero de orden del termino. 

4. La suma de los exponentes de a y b es igual a n en cualquiera de 
los terminos. 

5. Los coeficientes de a y b prescntan cierta simetria, que consiste 
en que los coeficientes de terminos equidistantes de los extremos son 
iguales. 

6. El coeficiente del primer termino es la unidad y el del segundo 
termino es n. 

7. Si en cualquiera de los terminos, el coeficiente se multiplica por 
el exponente de a y este producto se divide entre el exponente de b au- 
mentado en 1, el resultado es el coeficiente del siguiente termino. 

nota 1. Las primeras seis caracteristicas se observan inmediatamente, 
la septima tal vez no parezca tan evidente, y como es de mucha impor- 
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tancia en la determinacion de coeficientes, la explicaremos con mas 
detalle aplicandola al desarrollo de (a + b) 4 . El coeficiente del tercer ter- 
mino se obtiene del segundo como sigue: se multiplica el coeficiente 4 
del segundo termino por el cxponente 3 de a y este producto se divide 


entre el exponente 1 de b aumentado en 1. Es deeir, 


4X3 

ITT 


= 6, que 


es el coeficiente del tercer termino. Analogamentc, de este coeficiente 


obtenemos-= 4, que es el coeficiente del cuarto termino. y asi su- 

2 + 1 

cesivamente. 

Antes de intentar escribir la formula para el desarrollo general de 
(a + b ) n , es conveniente introducir la siguiente definicion: 


Definicion. Por el simbolo n!, llamado factorial de n, se entiende cl 
producto de todos los numeros enteros y positivos consecutivos de 1 a n. 
Es deeir, 

(1) ii! = 1-2-3... n. 

Ejemplo. 4! = 1 -2-3-4 = 24. 


Como generalizacion, con frecuencia resulta util disponer de un valor 
para 0! que no esta definido en la relacion (1) siendo n un entero po- 
sitivo. Para encontrar un significado a 0! observemos lo siguiente: 

De (1) tenemos 

(2) n\ = n(n -— 1)! 


De la relacion (2), para n = 1 tenemos 


1 ! = 1 ( 0 )! 

Y para que esta relacion sea valida estableccmos la siguiente definicion o 
con venio: 

0! = 1. 


nota 2. Factorial de n se representa a vcces con el simbolo | n. Sin 
embargo, nosotros utilizaremos el simbolo n\. 


Si ahora suponemos y que paia cualquier valor entero y positivo de n> 
el desarrollo de (a + b) n tiene las mismas caracteristicas que observamos 
para n = 1, 2, 3, 4, podemos escribir 


n 

(a + b) n = a n + — a n J 6 + 

n(«—1) ... 
1-2-3.. 


n(n i) n( 

■ a” i b 2 H- 


1 -2 


(*-r + V nn - r 


• ( r — 1 ) 


+'fc' 


« —l)(w —2) 

1 • 2 -3 

“' + ... + b”. 


a”~ 3 b 3 
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qnc con cl sfmbolo de «!, pucdc cscribirse as!: 

(3) 


(a + fc) B — a 11 + naV x b + — -— a n 2 6 2 

2 ! 


n(n— l)(n — 2) 

4 -- 0 *^* 0 * 


+ ... + 


3! 

n(n — 1) ... (n — r + 2) 


( r 1) • 


a n—r+lbr— 1 


+ ... + &■, 

en donde el termino de orden r 


lHL~\) ^ n -r+ 2j an - r + lbr - x 
( r — 1 )! 

se conoce como el termino general. 

La formula o relacion (3) recibe el nombre de teorema del binomio 
para exponentes enteros y positives. Esta relacion ya ha sido comprobada 
para n = 1, 2, 3, 4. Ahora surge la pregunta, «;sera valida para todos los 
valores enteros y positivos de 71? La respuesta es afirmativa, tal como se 
demuestra, por induccion matematica, en el articulo siguiente. 


7.5. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DEL BINOMIO 

Por comodidad, volveremos a escribir la formula del binomio, inclu- 
yendo tanto el termino de orden r — 1 como el de orden r. Asi tenemos 

(1) (a + b) n = a" + na n ~ x b + —— a n ~~ 2 b 2 + ... 

-f M ( M 1) ... (n r 4- 3) r+2 ^,—2 

(r — 2)! 

w(n — 1) ... (n —r + 2) 

(r—1)1 

4* ... 4* nab n ~ x 4- b n . 

Varnos a establecer la validez de la relacion (1) para todos los va¬ 
lores enteros y positivos de n por medio del metodo de induccion mate- 
matica. 

En el articulo anterior, al comprobar que (1) se verifica para n = 1, 
se ha establecido el paso 1 de la demostracion (Art. 7.2). 

Para demostrar el paso 2 suponemos que (1) es valida para n — k, o 
sea que se verifica la igualdad 
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( 2 ) 


(a + b) k — a k 4* ka k l b + ... 
k{k — 1) ... (k — r + 3) 
( r — 2 )! 

k{k— 1) ... (A — r + 2) 
(r-1)! 

■(■... "H kab k * *f* b k . 


a k r ~^^ b T 2 
a *-r + l fe r-l 


Multiplicando ambos miembros de (2) por a + b, se obtiene (a + b) k+I 
en el primer miembro. En las dos siguientes lineas escribircmos, en orden, 
el producto del segundo miembro dc (2) primero por a y luego por b. 


( 3 ) 

0*+! + ka k b + ... + * (* — 1 ) • • • (*— r + 2 ) flt - f+2fcr -i + "' + ab k 

r—1)1 

(4) 

a k b + ... + + 3 ) a k ~'+2br-i + ... + kab k + b M 


Sumando (3) y (4), obtenemos coino segundo miembro de (a + £>)*+*, 
a k+i + (k + l)a k b 

+ 4 - - (*-r + 2) ,* (*-1)... (*-r+ 3 ) 1 , , 

L Cr—1)1 + (r —2)! J° 

+ ...+ (k + 1 )ab k + b k+l . 

El cocficiente del termino de orden r de esta ultima exprcsion puede ser 
simplificado como sigue: 


k(k — 1) ... (k — r + 2) k(k — 1) ... (k — r + 3) 

(r-1)! + (r — 2)! 

= «* = n ^ m (t _ r+2) 

= 7 r+3) [t->+2 + r-n 

_ k(k —1)... (k —r+ 3) rf , 0 (k+l)k(k —1)... (k —r + 3) 
(r—1)! 1 +1J “ (r—1)! 

Por tanto, escribimos finalmente 

(5) (« + 6)*+i = flM*+ (k + l)a k b 

.(k + l)k...(k — r + 3) , , 9 . 

(r—1)! 

+ ...+ (* + 1 )ab k + b k + l . 


Comparando (1) y (5), y particularmente los terminos de orden r, 
vemos que (5) es precisamente el resultado que se obtiene al reemplazar 
n por k + 1 en (1). Por tanto, hemos dcmostrado que si el teorema del 
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binomio (1) es valido para n — k y tambien es valido para n = k + 1. 
Asi queda demostrado el paso 2. 

Utilizando el argumento acostumbrado del paso 3, se concluye que 
el teorema del binomio (1) es valido para todos los valores enteros y 
positivos de n. 

NOTAS 

1. Debe tenerse en cuenta que hemos demostrado el teorema del 
binomio solo para valores enteros y positivos del exponente. Por metodos 
superiores se demuestra que el desarrollo del binomio ( a + b) n tambien 
es valido para valores fraccionarios y negatives de n, siempre que el valor 
absoluto de b/a sea menor que la unidad. En este caso el numero de 
terminos es infinito, es decir, el desarrollo continua indefinidamente y se 
tiene lo que se conoce como una serie infinita. 

2. En la quinta caracteristica del desarrollo del binomio (Art. 7.4), 
observamos cierto tipo de simetria en los coeficientes de los terminos. 
Esta simetria se muestra claramente en el siguiente arreglo triangular 
conocido con el nombre de triangulo de Pascal 3 que da los coeficientes 
de los terminos del desarrollo de (a + b) n para valores enteros y positivos 
de n. Estos coeficientes se llaman coeficientes binomiales o binomicos. 

n = 0 1 

n = 1 11 

n = 2 1 2 1 

n = 3 13 3 1 

n=4 14641 

n = 5 1 5 10 10 5 1 

En el triangulo de Pascal observamos que los elementos en los extre- 
mos de cualquier fila son la unidad, ya que los coeficientes de los terminos 
primero y ultimo son iguales a 1. Cada elemento interior puede obtenerse 
como la suma de los dos elementos que aparecen en la fila inmediata 
superior y a la izquierda y derecha inmediatas de ese elemento. Asi para 
n = 4, el segundo coeficiente 4, es la suma de los elementos 1 y 3 de la 
fila anterior que se encuentran inmediatamente a la izquierda y a la de¬ 
recha de 4, respectivamente; analogamente, el tercer coeficiente 6 se 
obtiene como suma de los elementos 3 y 3 de la fila anterior, etc. Esta 
relation entre los coeficientes del desarrollo del binomio sera demostrada 
en un capitulo posterior al tratar de permutaciones y combinaciones. 

Veamos ahora algunos ejemplos de aplicacion del teorema del bi¬ 
nomio. 

Ejemplo 1. Desarrollar por el teorema del binomio ( a + 2b) 5 . 
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solucion. Empezaremos escribiendo el primer termino a r ’ y el coe- 
ficienie 5 del segunto termino, que va multiplicado por a 4 (2b). De este 
punto en adelante podemos escribir inmediatamente todos los terminos 
que siguen, incluyendo los coeficientes, de acuerdo con las caracteristicas 
del desarrollo mcncionadas en el Art. 7.4. Asi tenemos: 


5-4 

\a + 26) 5 = a\+ 5a‘(26) + —— a *(2by 

10*3 10-2 5*1 

+ —r— a 2 (26)* + —— a(2b)* + —-(26) 5 
3 4 5 

= + 5a 4 (26) + 10fl*(26)* + 10a 2 (26) 3 + 5«(26) 4 + (26) 5 . 

Notese que hemos conservado el termino 26 encerrado en parentesis 
para que no interfiera con la formation correcta de los coeficientes bino- 
miales. Luego podemos cfectuar las potencias de 26 y obtener la forma 
final: 

(a + 26) 5 = a 3 + 10a 4 b + 40 a'b* + 80a 2 6 3 + SOab 4 4- 326\ 


Ejemplo 2. Desarrollar 


solucion. En este desarrollo es aconsejable encerrar ambos terminos 
en parentesis, ya que aqui no solo nos interesa formar correctamente los 
coeficientes binomiales, sino tambien obtener correctamente los exponen- 
tes finales y los signos de cada termino. Por tanto, escribimos el desarrollo 
en varios pasos, como sigue: 




16a‘ 


8a :i 


4a 2 


x° 

16a 4 


■4-•— + 6-■ 

x 6 2 a 

16 a 2 


+ 6 -+ 


4a 2 

x* 

Tfo 4 


-4*. 

X 2 


x" X B 

- + - 

8a ;1 16a 4 


7.6. EL TERMINO GENERAL 

Ya hemos observado (Art. 7.4) que en el desarrollo de (a + b) n , el 

(1) termino de orden r — - l ^ n *) + 2) r+i^r —i 

(r— 1)! 0 J 
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se llama el termino general. Esta es una formula muy conveniente para 
obtener cualquier termino del dcsarrollo de la potencia de un binomio 
sin calcular los terminos anteriores. Notesc que en (1) el coeficiente ticne 
el mismo numero de factores tan to en el numerador como en el denomi- 
nador, es decir, r — 1 factores. 

Se sigue de (1) que el termino que contiene b r es el termino de orden 
r + 1 o sea 

( 2 ) termino de orden r + 1 —-”-— * ■ *— -- r }) a n ~ r b r , 

que frecuentemente es Uaroado termino general en lugar del termino ( 1 ). 
Aunque cualquiera de estas formas puede usarse para obtener un termino 
particular del desarrollo, por ahora utilizaremos la forma (1). Mas ade- 
lante tendremos oportunidad de utilizar la forma ( 2 ) cuando estudiemos 
los coeficientes binomiales en terminos de numeros combinatorios. 


Ejemplo 1 . Obtener el cuarto termino del desarrollo de (a + 2b) 1 ' 

solucion. Utilizando la forma (1), tenemos 

5 . 4.3 

cuarto tennino de (a + 26) 5 = -—-— -a?(2b) 3 = 10 a z ( 8 fr 3 ) = 80a 2 b 3 
(Vease el ejemplo 1 del Art. 7.5). 

Ejemplo 2. En el desarrollo de ^2 at-, 

contiene x 14 . 


obtener el termino que 


solucion. Este problema difiere del anterior en que no sabemos el 
orden del termino que se busca. Por tanto, representaremos por r el orden 
del termino. De acuerdo con la forma (1), el termino de orden r, aparte 

de su coeficiente, contiene (2x 2 )^^ r ~^^-lo que significa que el 

exponente de x en este termino es 

2(10 — r) + r— 1 = 20 —2r + r— 1 =— r + 19. 

Ya que nos interesa que el exponente de x sea 14, se debe tener 
—r + 19 = 14, de donde r = 5. O sea, que el termino buscado es el 

/ xyY 9 • 8 • 7 • 6 / * V Y 

quinto termino de ( 2 x- ——)= - — — - ( 2 x 2 ) r '(- 


= 126(32x 10 ) 




252jc i y. 
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EJERCICIOS. GRUPO 25 


En 

cada uno de los 

ejercicios 

1-14, efectuar el desarrollo indicado. 

1. 

(3 a —by. 

2. 

(* —2 y)*. 

3. 

(* + 3y)°. 

4. 

(**—y*)*. 

5. 

(x 2 4* x*/*) 4 . 

6. 

(** — **)*. 

7. 

(H)' 

8. 

/fl 2 2 \ 6 

(*2~ + W ' 

9. 

/ x'h y ^ 

ly X 1 /J 


10. (aVb + 6\/J)« 11. („*/* — „-%)«. 12. fV3 — V2)«. 

13. (a + fc —c) s . 14. (1 + X )4 + (1_,)4. 

En cada uno de los ejercicios 15-26, escribir y simplifies los primcros cuatro 
terminos del desarrollo de la potencia del binomio. 


15. (2a — fc) 7 . 

,a. (.♦:)* 


(*♦!)■ 


19. (x'h — y/s)i2. 


»• (-?)• 
20. (I+jr)*o. 


21. (1+*)" 1 . 22. (1 23. (1 —jr)-* 

24. (1 4- x) 1 /*. 25. (1 —at 2 )V*. 26. (l+*) a /a. 

27. Obtener el rcsultado del ejercicio 21 dividiendo 1 entre 1 -f- jc. 

28. Obtener el rcsultado del ejercicio 22 dividiendo 1 entre 1 4* x 2 . 

29. Calcular (1.01) 4 desarrollando (1 4- 0.01 ) 4 . 

30. Calcular (0.99) 3 usando el desarrollo de un binomio. 

31. Calcular V0.99, correcto con tres decimates, usando el resultado del ejer¬ 
cicio 25. 

32. Prolongar el triangulo de Pascal, dado en el Art. 7.5, para n = 6, 7, 8. 

33. Demostrar que el coeficiente del termino de orden r de (a 4- b) n , dado 

F>or la relacion (1) del Art. 7.6, puede escribirse en la forma 

n! 

(n — r + l)!(r— 1)!- 

34. Demostrar que el coeficiente del termino de orden r de (a + 6)", dado 
por la relacion (1) del Art. 7.6, es v£lido para todo valor de r, excepto para 1; 
pero que la forma dada en el ejercicio 33 si es vdlida para r = 1. 

35. Demostrar que el coeficiente del termino de orden r 4- 1 de (a 4- b) n 9 

., n ! 

dado por la relacion (2) del Art. 7.6, puede escribirse en la forma -. 

r!(n — r)! 

36. Demostrar que la suma de los coeficientes en el desarrollo de (a 4- 6)" 
es igual a 2". 

37. Verifique, en el triangulo de Pascal, la propiedad de los coeficientes del 
desarrollo del binomio dada en el ejercicio 36. 

En cada uno de los ejercicios 38-49, obtener solamente el termino o terminos 
indicados en el desarrollo correspondiente. 

38. Cuarto termino de ( a — 2b) 9 . 

39. Octavo termino de (x'l* 4- y 1 !-) 12 . 


40. Quinto termino de ^ x + ^ 

41. Septimo termino de ^ -- 
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42. Termino central 

43. Termino central de 


*(;♦?)' 

(H)’ 


44. Los dos terminos centrales de 


(?->■)' 


45. Los dos terminos centrales de (ab 4* %) 11 - 


46. Termino en a 7 de 


fa 

(i + 9t ) • 

, fix 3y\'° 

47. Termino en y 4 de (-1-I . 

V3 y 2 x) 

(lx 3 y 

48. Termino independiente de x de - — J • 

f x'h y'h\™ 

49. Termino independiente de x de 4- J • 

50. Demostrar que el termino central en el desarrollo de (1 I 

1*3*5 — (2n 1) B 

* 2 V 


cribirse en la forma 


x) 2 " puedc es- 
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Numeros complejos 


8 .1. INTRODUCTION 

Con pocas cxcepciones, hasta ahora nos hemos limitado al uso del 
sistema de numeros reales. Sin embargo, ya hemos observado la necesidad 
de los numeros complejos. De hecho, en nuestro primer estudio de los 
numeros (Art. 1.3), llegamos a la conclusion de que el sistema de los nu¬ 
meros complejos debia ser considerado como el general del algebra. El 
proposito de este capitulo es hacer un estudio formal de los numeros com¬ 
plejos y sus propiedades. 

Lo estudiado hasta ahora es suficiente para desarrollar muchas de 
las operaciones con numeros complejos, pero debido a que es muy util 
y conveniente introducir el uso de la forma trigonometrica de un numero 
complejo, se requerira ademas algun conocimiento de trigonometria pla¬ 
na. En el Apendice I hemos incluido, con este proposito, las definiciones 
y formulas de trigonometria que son necesarias. 

En capitulos anteriores se han dado definiciones y se han hecho co- 
mentarios en relacion con los numeros complejos. Por comodidad, y para 
hacer un estudio completo, varios de esos enunciados se repetiran en el 
siguiente articulo. 


8.2. DEFINICIONES Y PROPIEDADES 

Resolver la ecuacion cuadratica xr -b 1 = 0, es buscar un numero 
que satisfaga la condition de que x~ = — 1 , que es un numero negativo. 
Pero segun la regia de los signos de la multiplication de numeros reales 
(Art. 2.5), sabemos que todo numero real tiene la propiedad de que su 
cuadrado es un numero real no negativo. 
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Por tanto, el numero x que es solution de x 2 4- 1 = 0 no puedc ser 
un numero real. Para que sea posible la resolution de la ecuacion, intro- 
ducimos un nuevo numero dado por la definition siguiente: 

Definition. La cantidad V —1 se llama la unidad imaginaria. Se la 
representa con el simbolo i y tiene la propiedad de que i 2 = — 1 . 

Para representar la raiz cuadrada de un numero negativo distinto de 
— 1 , introducimos una nueva clase de numeros definidos asi: 

Definition Un numero de la forma bi, en donde b es cualquier nu¬ 
mero real e i es la unidad imaginaria, recibe el nombre de numero imagi- 
nario puro . 

En relation con nuestro estudio de la ecuacidn cuadratica (Art. 5.5), 
vimos que bajo ciertas condiciones las raices de tal ecuacion son numeros 
expresados como la suma de un numero real y un numero imaginario 
puro. En consecuencia tenemos: 

Definition. Un numero de la forma a + bi, en donde a y b son nu¬ 
meros reales e i es la unidad imaginaria, se llama un numero complejo. 

Si a = 0 pero b ^ 0, el numero complejo a + bi toma la forma bi lo 
que significa que los numeros imaginarios puros son un caso particular 
de los numeros complejos. 

Si b = 0, el numero complejo a + bi toma la forma a, que es un nu¬ 
mero real. Podemos recordar que a este respecto, al final del Art. 1.4, ya 
dijimos que un numero real es simplemente un caso particular de un 
numero complejo; en consecuencia, el conjunto de todos los numeros 
reales es un subconjunto del conjunto de los numeros complejos. 

Definition. Se dice que dos numeros complejos a + bi y c + di son 
iguales si y solo si a = c y b = d. 

Como una consecuencia inmediata de csta definition, se tiene que 
a + bi = 0 solamente si a =0 y b = 0 . 

Veamos una aplicacion de esta definition. 

Ejemplo. Hallar los valores reales de x y y que cumplen con la si¬ 
guiente igualdad: 

x 2 + 2 y 2 + xi + yi = xy + 7 + 3 i. 

solucion. Primero ordenamos los terminos de modo que cada miem- 
bro sea un numero complejo en la forma a + bi. Asi tenemos: 

(x 2 + 2 y 2 ) + (x + y)i = {xy + 7) + 3i. 
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Ahora, por la definicion dc igualdad de dos numeros complejos, igua- 
lando las partes reales e imaginarias cntre si, tenemos 


x 2 + 2 y* = xy + 7, 
x + y = 3. 


Por el metodo del Art. 5.12 se calcuia inmediatamente que las solu- 
ciones de este sistema son x=l,y = 2yx = 1 %, y = %, que correspon- 
den a los valores buscados. 

Hemos observado anterionnente (Art. 6.1) que la relacion de orden 
de los numeros reales no es aplicable a los numeros complejos, es decir, 
no tiene sentido hablar de que un numero complejo es mayor o menor 
que otro. En consecuencia, no se puede asignar un signo a un numero 
complejo dado (Art. 2.4). Pero si existe el negativo de un numero com¬ 
plejo, dado por la siguiente definicion: 

Definicion. El negativo del numero complejo a + bi es —a — bi. 
Por ejemplo, —5i es el negativo de 5i y 4 — 3i es el negativo de —4 + 3 i. 

Finalmente tenemos: 

Definicion. Dos numeros complejos que solo difieren en el signo de 
sus partes imaginarias se llaman numeros complejos conjugados. 

Asi, a + bi y a — bi son numeros complejos conjugados. 


8.3. OPERACIONES FUNDAMENTALES 


Las cuatro operaciones de adicion, sustraccion, multiplication y divi¬ 
sion se llaman las operaciones fundament ales. Cuando estas operaciones 
se aplican a numeros complejos sus definiciones son tales que obedecen 
todas las leyes del algebra, tal como se mencionaron en el Capitulo 2 para 
numeros reales, con dos excepciones. Una excepcion se ha observ ado ya, 
a saber, que i 2 = —1, que es una propiedad que no poseen los numeros 
reales. La otra excepcion es la siguiente ley de los numeros reales: 


Para a > 0 y b > 0, Va • V7T = Va6. 


Esta ley no es valida para los numeros imaginarios. Asi tenemos, 
para o>0yfc>0,V — a • V— b =£ VJ—a) (— b) = ^fab. 
El resultado correcto se obtiene como sigue: 
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Para evitar estc error siempre escribiremos los numeros complejos en 
la forma a 4* bi, la cual se llama a veces la forma canonica, y haremos 
opcraciones con i como con cualquier otra literal, rcemplazando al final 
las potencias de i como sigue: ir = — 1 , i :{ — i 2 • i — — i, i 4 = (r ) 2 
= (—l) 2 = 1 , i® = i* • i — i, etcetera. 

Ahora vamos a dar las definiciones de las cuatro operaciones funda- 
mentales para dos numeros complejos cualesquiera a + bi y c + di, so- 
brentendiendose que el resultado final tambien quedara expresado en la 
forma canonica de un numero complejo. 

(1) Adicion. Para sumar dos (o mas) numeros complejos, se suman 
separadamente las partes reales e imaginarias del mismo modo como se 
reducen los terminos semejantes en la adicion de expresiones algebraicas 
ordinarias (Art. 2.4). Asi tenemos: 

( a 4- bi) 4- (c 4- di) = a 4- c + bi + di, 

° sea 4* bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i, 

esta ultima igualdad constituye la definicion para la suma de dos numeros 
complejos. 

(2) Sustraccion. Para restar un numero complejo de otro, se restan 
las partes reales e imaginarias separadamente. Asi tenemos: 

(a + bi) — (t + di) = a — c -f bi — di, 
o sea {a + bi) — (c + di) = (a — c) + (b — d)i, 

y esta ultima igualdad constituye la definicion de la diferencia de dos 
nu meros complejos. 

(3) Multiplicacion. El producto de dos numeros complejos se obtie- 
ne multiplicandolos como binomios ordinarios y luego reemplazando r 
por —1. Asi tenemos, 

(a + bi) ( c + di) — ac 4- adi 4* bci 4-Mi 2 , 
o sea (a 4- bi) ( c 4- di) = (ac — bd) 4- (ad 4- bc)i, 

siendo esta igualdad la definicion del producto de dos numeros complejos . 

(4) Division. Para expresar el cociente de dos numeros complejos 
como un solo numero complejo, utilizamos un proceso analogo a la racio- 
nalizacion de un denominador con radicales en una fraccion (Art. 2.14). 
En este caso, utilizamos el conjugado del denominador en lugar del fac¬ 
tor de racionalizacion. Asi tenemos 

a 4- bi a 4- bi c — di 

c 4- di c 4- di c — di 

ac — adi 4~ bci — bdi 2 __ (ac 4- bd) 4- (be — ad)i 
c 2 — d l i l c 2 + d* 5 
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o sea 


a + bi _ ac -f bd be — ad . ... 

c + di ~ c* + d 2 + 7 i + rf 2 h C + dl ^ °’ 


siendo esta ultima igualdad la definicion del cociente de dos numeros 
complejos. 


A1 efectuar las operaciones fundamentales con numeros complejos, se 
recomienda no utilizar las definiciones anteriores corno formula. En lugar 
de esto, se deben usar los metodos empleados en la obtencion de estas de¬ 
finiciones, como se muestra en los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 1. Efectuar la operation indicada en cada una de las si¬ 
guientes expresiones y dar el resultado en la forma canonica: 

(a) 3 + 2V— 2 — 2(V^3— 1) + 2i — 4. 

(b) (2 + 3t)(2 — 3«)(1 +2i). 

solucion. (a) Siempre que sea necesario expresamos primeramente 
todc s los terminos imaginarios en la firma bi. Asi tenemos, 

3 + 2V^2 — 2(V=3 — 1) +2£ — 4 = 3 + 2V2£ — 2(V3t'— 1) + 

2 / — 4 = 3 + 2 V 2 i — 2 V3i + 2 + 2t — 4 = (3 +2 — 4) + 

(2V2 — 2 V 3 + 2)t = 1 + (2\f2 — 2V3 + 2 )i. 

(b) Aqui los dos primeros factores form an un producto notable (Ar- 
tlculo 2.6) y podemos cscribir 

(2 + 3*) (2 — 3*) (1 + 2 i) = (4 — 9i 2 ) (1 + 2i)= (4 — 9[—1J) (1 + 2i) 

= 13(1 + 2i) = 13 + 26*. 

Ejemplo 2. Calcular (V3 — £) 6 utili/ando el teorema del binomio y 
expresar el resultado en la forma canonica. 

solucion. A1 desarrollar ]x>r el teorema del binomio consideraremos 
a i como una literal ordinaria y, al final, reemplazaremos las diversas po- 
tencias de i por sus valores. Asi tendremos: 

(3 ,/s — t) e = (3’/»)« +6(3 ,/, )®(—i) + 15(3 ,/, ) 4 (—i) 2 

+ 20(3’f*) 3 (—t ) 8 + 15(3’/>) 2 (— f) 4 +6(3 ,/s ) (—i ) 5 
+ (—f)« = 3 3 — 6 • 3 2 V3i + 15 • 3 2 i 2 — 20 • 3 V 3 i 3 
+ 15 • 3i 4 — 6 VH 1 5 + t*« = 27 — 54V r 3« — 135 
+ 60V3t + 45 — 6V3i — 1 = (27 — 135 
+ 45—1) + (—54V3 + 60V3 —6V3)i = —64. 

Notese que hemos tornado i s = i 4 • i = i e i 8 = i 4 • i 2 = i 2 = —1. 
Tambien observ emos que V3 — i resulta ser la raiz sexta de —64. 
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1 + i 

Ejcmplo 3. Expresar -- 7 

numeros complejos. 


- en la forma canonica de los 

2 + 2 i 


solucion. Aqui operaremos separadamente con cada una dc las frac- 
ciones. Aplicando el mismo metodo que ha conducido a la definition del 
cociente de dos numeros complejos, aqui multiplicaremos el numerador 
y el denominador por el conjugado del denominador. Asi tenemos: 

1 + t __ (1 + i) (1+ i) _ 1 + 2i + i 2 = 2i _ . 

1^7“ ( 1 — 0 ( 1+0 “ 1 — i 2 “ 2 ~~ ‘ 

2 — i _ (2 — i) (2 — 2x) _ 4 — 4i — 2i + 2 i 8 _ 2 —61 _ 1 — 3i 
2 + 2 i ~ (2 + 2 f )(2 — 2 i) ~ 

= 1_3. 

4 4*' 

1 4* i 2 — i 

Por lo tan to - 7 — ^ = 1 

1 — i 2 + 2 i 



EJERCICIOS. GRUPO 26 

En cada uno de los ejercicios 1-8, calcular los valores reales de xy y que cum- 
plen con la relacion dada. 

1. x + yi = 2 — 3 i. 2. 3* — 2yi = 6 + 4 i. 

3. * + 3y + (2x — 3y — 9)i = 0. 4. 2x — y 4- (3y — 2x)i - 2 — 2i. 

5. (x 4- yi) 2 = 3 — 4i. 6. (x— yi) 2 = —® — 6t. 

7. x 2 — 4y + (2y — x)i = 2 — i. 8. x 2 4- y 2 — 2 4- (x 4* 3y — 2) t = 0. 


En cada uno de los ejercicios 9-34, efectuar las operaciones indicadas y expre¬ 
sar el resultado en la forma canonica. 


9. 

11 . 

13. 

15. 


(1 4- ») 4- (3 — 2t). 10. 

(2 4- V—4) — (3 — V—-9)« 12. 
V^4— V=9 + V—16. 14. 


(4 — 51) 4- (2 4* 7i). 

(3 4- 2i) — (6 — 4i). 
2V—36—V—49 4* 7. 


16. 

17. 

19. 

21 . 

22 . 

23. 

26. 


- V^\6a? 4- - V—4— i^ —27. 

2 a 

(3 + 2f)(3 —2i). 18. (4 —3i)(3 + 4t). 

(1 + »)(!—2i)(l + 3i). 20. (3 — i) (2 + i) (7 — «'). 


(V —3 + V—2— V = T)(\ /== 3 + V~2 + V—4). 

(vczr+ — V=3)(V^i — \ rz * + V^)- 

/ 3 3 ,—\ 3 /V2 VTa® 

(1 -«) 4 * 24. (-- + 5 VS) . 25. (^ + -^0 • 


V—3 


27. 


1 — 2i 


28. 


2 —i 
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29. 


3 — i 


30. 


31. 


i 5 4- 3 


1 + i 1 + 2* t 3 —1 

32. (1 — 2t)-2. 33. (1 + i)-* —r 1 . 34. (1 + i)-* — r 2 . 

35. Demostrar que el numero complejo 1 + V"3i es una raiz de la ecuacion 
2 a : 4 — 7* 3 + 1 2x 2 — 8x — 8 = 0. 


36. Demostrar que el numero complejo 1 — Vlit tambien es una ralz de la 
ecuacion del ejercicio 35. 

37. Demostrar que cada uno de los numeros complejos —Vk + y 

—% — V %i son una raiz cubica de la unidad. 

38. Demostrar que cualquiera de las dos raices cubicas complejas de la uni¬ 
dad, mcncionadas cn el ejercicio 37, es igual al cuadrado de la otra. 

39. Por factorization, obtener las cuatro raices de la ecuacion x 4 — 16 = 0 y 
demostrar que su suma es igual a cero. 

40. Demostrar que el numero complejo a + bi es igual a cero si y solo si 
a = 0 y b = 0. 

41. Demostrar que la suma de cualquicr numero complejo con su negativo es 
igual a cero. 

42. Demostrar que la operation de restar un numero complejo z 1 de otro nu¬ 
mero complejo z 2 es equivalents a la operation de sumar z 2 al negativo de z v 

43. Si n y k son enteros positivos tales que n = 4& + m, en donde m = 1, 
2 6 3, demostrar que f = i m . 

44. Si tanto a como b son numeros positivos, demostrar que ± \ a * V*-— b 

= ±Vabi, (—V7)(—V—6)' = Vabi, V'=a(—V^fc) = Vab. 

45. Obtener definiciones para la suma, diferencia, producto y cociente de 
dos numeros imaginarios puros bi y di , en forma an&loga a las definiciones dadas 
para numeros complejos a + bi y c + di (Art. 8.3). 

46. Si el numero complejo c + di =£ 0, demostrar que c 2 + d 2 0 y que, por 
tanto, el resultado obtenido en la definition del cociente de dos numeros complejos 
(Art. 8.3) es valido. 

47. Demostrar que cl conjugado de la suma de dos numeros complejos es 
igual a la suma de dos conjugados. 

48. Demostrar que el conjugado del producto de dos numeros complejos es 
igual al producto de sus conjugados. 

49. Demostrar que la suma y el producto de dos numeros complejos conjuga¬ 
dos producen numeros reales y que su diferencia es un numero imaginario puro. 

50. Demostrar que si la suma y el producto de dos numeros complejos son 
numeros reales, entonces dichos complejos son conjugados. 


8.4. REPRESENTACION RECTANGUEAR 

Hcmos visto anteriormente que los numeros reales pueden represen- 
tarse geometricamente como puntos en una linea recta (Art. 3.7). Pero 
tratandose del numero complejo x + yi, se hace necesario representar 
tanto al numero real x como al numero imdginario puro yi. Esto puede 
hacerse usando un sistema de coordenadas rectangulares (Art. 3.8), re- 
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presentando en el eje X a los numeros reales y en el eje Y a los numeros 
imaginarios puros. Asi, como se indiea en la figura 25, el numero com- 
plejo x + yi queda representado graficamente por el punto P, el cual esta 
a una distancia de * unidades del eje Y y a una distancia de y unidades 
del eje X. Ya que el convenio de signos para el sisterna de coordenadas 
rcctangulares debe conservarse, entonces el punto P tiene como coorde¬ 
nadas rectangulares al par de numeros reales (x, y). Bajo esta base obte- 
nemos los puntos P u P :{ (fig. 25) que representan, respectivamente, a 
los numeros complejos 2 — 3 i y —1 + 3t, —2 i. Se acostumbra referirse 
al eje X con el nombrc de eje de los numeros reales y al eje Y con cl de 
eje de los numeros imaginarios . 


Y 



Debido a esta reprcsentacion, el numero complejo x + yi, que dijirnos 
se llamaba la forma canonica de un numero complejo (Art. 8.3), ahora 
puede tambien rccibir el nombre de forma rectangular. Este ultimo ter- 
mino es particulannente conveniente cuando se dcsca distinguir entrc 
la representacion rectangular de un numero complejo y su representacion 
polar, que estudiaremos en el articulo siguiente. 
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nota 1. Ya que los numeros realcs son dc una naturaleza diferente 
a la de los numeros imaginarios puros, resulta logico representarlos gra- 
ficamente en ejes distintos. Pero no es tan inmediata la razon por la cual 
estos ejes deben fonnar un angulo recto corao sucede con el eje X y el 
eje Y en un sistema de coordcnadas rectangulares. Ahora justificaremos 
esta forma de proceder. 

Consideremos, como se mucstra en la fig lira 26, un segmento dirigido 
OA a lo largo del lado positivo del eje A' y con una longitud igual a una 
unidad, tomada arbitrariamente, de inodo que el punto A represente a 
la unidad entera y positiva l. Introduzcamos ahora un operador, desig- 
nado por la letra que tiene la propiedad de que cuando se multiplica 
por un segmento dirigido hace girar al segmento alrededor de O un 
angulo dc 90° en sentido contrario a las manecillas del reloj, pero no 
cambia la longitud del segmento. Es decir, multiplicar el segmento diri¬ 
gido OA jx)i* j, equivalc a dar a OA un giro de 90 c alrededor de O en 

sentido contrario a las manecillas del 
reloj. de modo de que queda en la 
|X)sicion OB , en el lado del eje Y, re- 
presentando el punto B la cantidad 
j X I = ;. Analogainente, aplicando j 
a OB . obtenemos el segmento dirigido 
OC en cl lado negativo del eje A', en 
donde el punto C representa la canti¬ 
dad ; X j = j 2 . De la misma manera, 
aplicando j a OC , obtenemos OD en el 
lado negativo del eje Y, representando 
el punto D la cantidad / X f = f. Fi- 
nalmente, aplicando j a OD, volvemos a la posicion initial OA , lo que 
significa que el punto A tambien representa a la cantidad j X — j 4 . 

Ahora podemos determinar la naturaleza del operador j considcrando 
las diversas posiciones que toma el segmento unitario dirigido OA en el 
estudio anterior. Ya que A representa 1 en el eje A', C representa —1, 
es decir, j 2 = —1. Analogainente B representa j en el eje Y, entonces D 
representa — j, es decir j H = — j. Para el punto A tenemos tambien j* = 1. 
Pero todas estas relaciones son precisamente las propiedades de la unidad 
imaginaria i s por lo tanto el operador j y la unidad imaginaria i son iden- 
ticos; esto explica por que los numeros imaginarios puros se representan 
por puntos en el eje Y. 


B 

J 

/ ^ t 

/ 

/ 

k N. 

\ 

\ 

/ 

\ 

j*!C 

A t \l . 

-li o 

/ j A 

\ 

/ 

\ 

/ 

\ 

/ 



D 

> 3 


Fig. 26. 


Consideremos ahora la representacion geometrica de la suma dc dos 
numeros complejos . Representemos con los puntos P,{a, b) y P-.(c 3 d) los 
numeros complejos a + hi y c -f di, respectivamente, como se muestra 
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cn la figura 27. Unamos cada uno de cstos puntos con el origcn O y 
completemos el paralelogramo OP x PP 2 que tiene a OP x y OP 2 como la- 
dos adyacentes. Sean A, D y C, respectivamente, los pies de las perpen- 
diculares bajadas de P 2 , Pi, y P al cjc X, y tracese P X D perpendicular a 
PC. Por geometria, los triangulos rectangulos OP>A y P X PD son ignales 
resultando OA = P X D = BC y AP 2 = DP. Entonces tenemos: 

OC = OB + BC = OB +P X D = OB + OA = a A- c. 

CP = CD + DP = BP, + AP 2 = b + d. 

Por tan to, el pun to P represen ta al numero complejo (a + c) + (b + d)i, 
que es la suma de los dos numeros complejos a + bi y c + di. 

Para efectuar graficamente la sus - 
traccion de un numero complejo de 
otro, digamos c di de a + bi, suma- 
mos los numeros complejos a + bi y 
—c — di, usando el metodo c^ue acaba- 
mos de describir para la adicion. Se 
deja como ejercicio trazar una figura 
analoga a la figura 27, que rcpresentc 
la difercncia de dos numeros complejos 
dados. 

nota 2. Quien en fisica haya estudiado la suma dc dos vectores por 
medio de un paralelogramo, reconocera que t'sa operacion es identica a 
la representacion geometrica de la suma de dos numeros complejos. Se 
nota entonces que los numeros complejos y los vectores estan intirnamen- 
te relacionados. Mas adelante trataremos este punto (Art. 8.8). 

nota 3. La representacion geometrica del producto y el cociente de 
dos numeros complejos, puede hacerse en coordenadas rectangulares por 
medio de construcciones geometricas especiales. Sin embargo, como se 
muestra en el siguiente articulo, estas opcraciones se estudian con mas 
facilidad usando otro tipo de representacion, conocida como la forma 
polar de un numero complejo. 



8.5. REPRESENTACION POLAR 

Ahora introducircmos la forma trigonometrica de los numeros com¬ 
plejos, que presenta ciertas ventajas especiales sobre la forma rectangu¬ 
lar. En la figura 28, sea P el numero complejo x + yi. Tracemos el seg- 
mento OP que une P con el origen y representemos su longitud con r. 
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Tracemos la perpendicular PA de P al eje X, y llamemos 6 al angulo 
POA. Entonces, por trigonometria (Apendice I), en el triangulo rectan- 
gulo OAP tenemos: 


( 1 ) 

x = r cos 6 , y — r sen 6 , 

( 2 ) 

r=Vx 2 + /, r> 0 , 

(3) 

tan 6 = -, x = 7 ^ 0 . 

X 

De la relation (1) podemos escribir 

(4) 

x 4~ yi = r(cos 8 + i sen 6 ). 

El 

segundo miembro de (4) se 



llama la forma polar del numero com- 
plejo. La longitud r se llama modulo o valor absoluto del numero comple- 
jo y es siempre una cantidad no negativa cuyo valor esta dado por (2). 
El angulo 6 se llama amplitud o el argumento del numero complejo y, a 
menos que se especifique lo contrario 6 quedara restringida al dominio 


0 < 0 < 360°. 

nota 1. El modulo r se llama tambien valor absoluto (Art. 2.4) del 
numero complejo y podemos escribir r = \x + iy\. 


Para un numero complejo particular, el argumento 6 tiene un valor 
unico que es no negativo y menor que 360°, y que puede determinarse 
por las relaciones (1). Tambien puede determinarse por la relation (3) 
y el cuadrante a que pertenece 6. Observemos que la relation (3) tiene 
la restriction x ^ 0. Si x = 0 el numero complejo x + yi toma la forma 
de un numero imaginario puro, de modo que 6 — 90° si y > 0 y 6 = 270° 
si y < 0. Es evidente que un numero complejo y su representation grafica 
quedan determinados en forma unica para valores dados de r y 6. 

En este articulo y en el siguiente consideraremos las operaciones de 
multiplication, division, potentiation y radicacion de numeros complejos 
dados en la forma polar. Por tanto, si nos dan numeros complejos en la 
forma rectangular es muy importante saber obtener correctamente sus 
formas polares. Veamos un ejemplo. 

Ejcmplo 1. Obtener el modulo, el argumento y la forma polar del 
numero complejo —2 + 2t. 


solucion. Para reducir la posibilidad de error, siempre es preferible 
empezar por representar graficamente el numero complejo dado, como 
se muestra en la figura 29. Entonces su modulo es 


r = Vx* + y* = V4 + 4 = 2V2. 
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Para el argumento 0 tenemos y 

tan 0 — y/x — 2/—2 — — 1 , 

de donde, ya que 0 es un angulo del 
segundo cuadrante, resulta 0 — 135°. 

La forma polar de —2 + 2 i es, piles, 

2\ / 2(cos 135° + i sen 135°'). 

Como comprobacion, jx>deinos cal- 
cular las funciones trigonometricas que 
aparecen en esta forma polar y ver que se obtiene la forma rectangular 
dada. Esto se deja eomo ejercicio para el estudiante. 

Ahora consideremos el producto de dos numeros complejos en la for¬ 
ma polar. Tendremos: 

[r,(cos 0 t -4- i sen ^i)][r 2 (cos 0 2 4- i sen 0 2 )] 

= r^fcos 61 cos 0 2 4- i cos 0, sen 0 2 + i sen 0, cos 0 2 + i 2 sen 6 X sen 0 2 ) 
— rif 2 [(cos 0, cos 0 2 — sen 0, sen 0 2 ) 4- i(sen 0j cos 0 2 4- cos 0 1 sen 0 2 )] 
= rir 2 [cos(0, 4-0 2 ) 4- zsen (0j 4- 0 2 )], 

recordando las formulas para funciones trigonometricas de sumas de 
Angulos (Apendiee I). 

Enunciamos este resultado en el teorema siguiente: 



Teorcma 1. El modulo del producto de dos numeros complejos es 
igual al producto de sus modulos y el argumento del producto es igual 
a la suma de los argumentos. 


Corolario. El modulo del producto de tres o mas numeros complejos 
es igual al producto dc los modulos de los faetores y el argumento del 
producto es igual a la suma de los argumentos de los faetores. 


Y 



Ejemplo 2. Calcular el producto 
de los numeros complejos 3(cos 45° 
4- i sen 45°) y 2 (cos 30° 4- i sen 30°) 
indicando graficamente el proceso. 

soli cion. Por el Teorema 1 , tene¬ 
mos: modulo del producto = 2*3 = 6 , 
y argumento = 45° 4- 30° = 75°. Por 
tanto, el producto en la forma polar es 
el numero cornplejo 6 (cos 75° 4- i sen 
75°). 

Los resultados se muestran en la 
figura 30 en donde los puntos P,, 


Fig. 30. 
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P_. y P representan el primer factor, segundo factor y producto, respec- 
tivamente. 

Consideremos ahora el cociente de dos numeros complejos en forma 
polar. Tendrcmos: 

r± (cos 6\ + i sen Or) _ r* co s 0, + i sen 0 X cos 0 2 — i sen 0-> 
r-.( cos 0-2 + i sen 0 2 ) r 2 cos 0 2 + i sen 0 > cos 0 2 — i sen 0 2 

r, cos 0 X cos 0 2 — i cos 0 X s en 0-> 4- i s en 0 X cos 0 2 — i senfl L sen 0-. 
r 2 cos" 0 2 — i 2 sen 2 0 2 

r x cos 0 X cos 0 2 4- sen 0 X sen 0 2 *4- t(sen 0 X cos fl 2 — cosfl i sen 0 2 ) 
~ r 2 cos 2 0 > + sen 2 0 2 = 1 

= — [cos (0 X — 0 2 ) + i sen (0 X — 0 2 )], 
r-, 

por las formulas de las funciones trigonometricas para diferencia de an- 
gulos(Apendice I). 

Enunciamos este resultado en el teorema siguiente: 

Teoreina 2. El modulo del cociente de dos numeros complejos es 
igual al modulo del dividendo dividido entre el modulo del divisor , y la 
amplitud del cociente es igual a la amplitud del dividendo menos la del 
divisor . 

Ejemplo 3. Galcular el cociente indicado y expresar el resultado en 
la forma rectangular: 

4(cos 75° + i sen 75°) 4- 2(cos45° + i sen 45°). 


solucion. Por el Teorema 2, 

4(cos 75° + i sen 75°) 4 ,, 0x , . K o\i 

_- — — — [cos (75° — 45°) 4 -,2 sen (75° — 45°)] 

2(cos 45° + i sen 45°) 2 

= 2 (cos 30° + £ sen 30° = Vf 4- £. 


Se deja como ejercicio la interpretation geometrica. 

nota 2. Si la amplitud de un numero complejo es un angulo nota¬ 
ble tal como 30° 6 45 °, o un multiplo de estos angulos, entonccs la forma 
polar pucde transformarse inmediatamente a la forma rectangular, y vi- 
ceversa. Pero para otros angulos, debe utilizarse una tabla de funciones 
trigonometricas naturales (Apendice II). 


EJERCICIOS. GRUPO 27 

En cada uno de los ejereicios 1-9 representar geometricamente el numero com¬ 
plejo dado, su ronjugado y su ncgativo. 
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1 . 

4. 

7. 


1 + Si. 

4 — 2t. 

+ 1 . 


2. —2 + 2i. 
5. 3i. 

8. —3. 


3. —1 — 2*. 
6. 5 + 

9. 2i — 7. 


En cada uno de los ejercicios 10-23 efectuar las operaciones indicadas tanto 
algebraicamente como graficamente. 


10. 

(i 

— 

i) + (2 + Si). 

11. 

(3 

+ 

20 

+ (-2 — 0- 

12. 

(- 

-2 

— V—4) + (5 —2i). 

13. 

(4 

+ 

V—9) + (1 —V—16) 

14. 

(- 

-1 

+ 2«') — (2 — 3i). 

15. 

(3i 

+ 

2) 

— (3 + 2t). 

16. 

(6 

+ 

V^9)-(3-V=4). 

17. 

(3 

+ 

20 

+ 5. 

18. 

(3 

+ 

2i) —5. 

19. 

(2 


70 

+ 4 i. 

20. 

(5 

+ 

0 4- (—3 — 20 + (1 + 30- 





21. 

(2 


40 + (6 + 0 + (—7 — 0 






22. 

(8 

+ 

0 + (1 — 30 —(6 —20. 






23. 

(4 

— 

20 —(2 + 0 + (—2 — 0 







En cada uno de los ejercicios 24-32, calcular el m6dulo y el argumento y 
hallar la forma polar del numero complejo dado. 

24. l + i. 25. — 2 + 2V3i\ 26. 3 —3V3i. 

27. — V3 — L 28. V2 + V2«. 29. —7. 

30. 2V2—2\/2i. 31. —4 —4\/3 i. 32. 3i. 

En cada uno de los ejercicios 33-36, calcular el producto indicado, utilizando 
el Teorenia 1 del Art. 8.5, y expresar el resultado en forma rectangular. 

33. 2(cos 30° + i sen 30°) -3 (cos 60° + i sen 60°). 

34. 3(cos 45° + i sen 45°) • V^cos 90° + i sen 90°). 

35. 4(cos 180° + «'sen 180°) -%(cos30 o + i sen 30°). 

36. (cos 20° + isen 20°) • 4(cos 100° + i sen 100°). 

En cada uno de los ejercicios 37-40 obtener el cociente indicado, usando el 
Teorema 2 del Art. 8.5, y expresar el resultado en forma rectangular. 

3 (cos 130° + tsen 1 30°) 5(cos 135° + fsen 1 35°) 

2 (cos 70° + isen70 o ) * * cos 45° + i sen 45° 

6(cos 220° + i sen 220°) 4(cos 70° + i sen 70°) 

3 (cos 40° + i sen 40°) ‘ 4U * 2(cos50° + isen50°) * 

41. Mostrar como puede generalizarse el metodo para obtener graficamente 
la suma de dos numeros complejos, al caso de la suma de tres o m&s numeros 
complejos. 

42. Construir una figura que muestre el m£todo grafico para obtener la dife- 
rencia de dos numeros complejos. Explicar detalladamente cada paso como se 
hizo en el problema ana logo de la adicion (Art. 8.4). 

43. Si el punto Pj representa un numero complejo y el punto P 2 representa 
el negativo de ese numero, demostrar que el segmento de P.P 2 pasa por el origen 
O y queda dividido por O en dos partes iguales. 

44. Demostrar que si un numero complejo es igual a cero, entonces su mo¬ 
dulo es cero, y reciprocamente. 

45. Demostrar que un numero complejo y su negativo tienen el misrno modulo. 

46. Demostrar que un numero complejo y su conjugaao tienen el mismo 
mddulo. 


37. 


39. 
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47. Demostrar algebraicamente que el modulo del producto de dos numeros 
complejos es igual al producto de sus modulus. 

48. Demostrar algebraicamente que el modulo del cociente de dos numeros 
complejos es igual al cociente de sus modulos. 

49. Demostrar que si dos numeros complejos son iguales, entonces sus modu¬ 
los son iguales pero que el reciproco no es necesariamente verdadero. 

50. Demostrar el Corolario del Teorema 1 (Art. 8.5). 

51. Multiplicar cualquier numero cornplejo dado en la forma polar por la 
unidad imaginaria i dada en la forma polar y mostrar que el argumento del pro¬ 
ducto excede al del numero cornplejo dado en 90 c . Comparar este resultado con 
la definicion del operador j dada en el Art. 8.4. 

En cada uno de los ejercicios 52-55 z x y z 2 rcpresentan, respectivamente, los 
numeros complejos x x 4- y 1 i y x 2 4- y 2 i. 

52. Demostrar gr&ficamente que el modulo o valor absoluto de la suma de 
dos numeros complejos es igual o menor que la suma de sus modulos o valores 
absolutos, es deeir 

l*i "b * 2 ! ~ l^il "b 1 ^ 2 !’ 

Sugerencia: La suma de dos lados de un triangulo es mayor que el tcrcer lado. 

53. Demostrar gr&ficamente que el modulo o valor absoluto de la diferencia 
de dos numeros complejos es mayor o igual que la diferencia de sus modulos o 
valores absolutos, es deeir 

k—* 2 I - kl — kl* 

54. Demostrar algebraicamente el resultado del ejercicio 52 (veasc el ejemplo 
2 del Art. 6.6). 

55. Demostrar algebraicamente el resultado del ejercicio 53. (Vease ejercicio 
11 del grupo 23, Art. 6.6.) 


8 .6. POTENCIAS Y RAICES 

Ahora consideraremos las dos operaciones algebraicas restantes, la po- 
tenciacion y la extraction de raices, aplicadas a numeros complejos. Ya 
que la potentiation es un caso especial de la multiplicacion (Art. 1.3), 
podemos utilizar el Teorema 1 del Art. 8.5 referente a la multiplicacion 
de dos numeros complejos. Como consecuencia de este teorema tenemos 
que si los dos numeros complejos son iguales a r(cos 6 + i sen 6), enton¬ 
ces su producto esta dado por la relacion 

[r(cos 6 + i sen 0)] 2 = r 2 (cos 26 + i sen 20). 

Es facil tambieii ver que 

[r(cos 6 + i sen 0)] 3 = r 3 (cos 3 6 + i sen 30). 

Lo que nos hace pensar que para cualquier numero emero y positivo n 
tendremos 

(1) [r(cos 6 + i sen 0)] n = r n (cos nO + 1 sen 11 O) 
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La relacion (1) se llama el teorema de De Moivre que vamos a de- 
mostrar usando el metodo de induccion matematica (Art. 7.2). 

Es obvio que la relacion cs cierta para n = 1. Suponiendo ahora que 
sea cierta para n = k, tenemos 

(2) [r(cos S + i sen 6)] k = r k { cos k6 + i sen kO). 

Multiplicando ambos miembros de (2) ]X)r r(cos0 -f i sen 6), se ob- 
tiene 

(3) [r(cos 6 + i sen 0)]* +1 — r*+ l [cos (k + i) 0 + i sen (k -f 1) 0], 

donde el segundo miembro de (3) es una consecuencia del Teorema 1 
del Art. 8.5. 

Pero la relacion (3) que se obtuvo directamente de la relacion (2) 
es la misma que se obtiene de la relacion (1) cuando n se reemplaza 
por k + 1. Por tanto, hemos demostrado que si se supone que (1) es 
valida para n = k, entonces tambien es valida para n = k + 1. Y como 
(1) es valida para n = 1, entonces vale para n = 2; si vale para n — 2, 
entonces vale para n — 3, y asi sucesivamente para todos los valores en- 
teros y positivos de «, tal como se queria demostrar. De aqui el teorema 
siguiente: 

Teorema 3. (Teorema de De Moivre). Si n es cualquier numero en¬ 
ter o y positivo , y si r y 0 son , respectivamente, el modulo y el argumento 
o amplitud de cualquier numero com pie jo , entonces 

[/ (cos 6 + i sen ^) J n = r"(cos n6 4- i sen nO ), 

es decir y si n es un entero positivo , el modulo de la enesima polencia de 
un numero complejo es igual a la enesima polencia del modulo de ese 
numero , y la amplitud de la enesima polencia es igual a n veces la am¬ 
plitud del numero. 

Ejemplo 1. Calcular (V1T— i) e usando el Teorema de De Moivre 
y expresar el resultado en la forma rectangular. 

solucion. Este problema es el mismo que se resolvio por medio del 
teorema del binomio en el ejemplo 2 del Art. 8.3. Comparando con ese 
ejemplo podremos apreciar la ventaja de utilizar la forma polar dc los 
numeros complejos. Primero expresaremos V3 — i en la forma polar y 
luego aplicaremos el I eorema de De Moivre. Asi tenemos 

(V3 — i)“ = [2(cos330° + isen 330°)l ft , 

Por el Teorema de De Moivre = 2* (cos 1980° + i sen 1980°), 
por trigonometria = 64(cos 180° + i sen 180°). 

= 64 (—1 + 0) = —64. 
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Consideremos ahora la radicacion o ext race ion de raices de un numc- 
ro complejo. 

Sean n un numero entero y positivo, r un numero positive y r x/n su 
raiz principal enisima que es tambien un numero positivo unico {Articu- 
lo 2.13). Consideremos un numero complejo con modulo r x/ ” y amplitud 


/ 0 . 6 \ 

0/n de modo que su forma polar sea r ,/n ( cos - + i sen - ) . La enesuna 

V n , iij 

potencia de este numero sera r(cos 6 + i sen 0) segun el Teorema 3 (Tco- 
rema de De Moivre) es decir. 


r(cos 6 4- i sen 6) 



6 . 0 \"» 
cos — + i sen - J . 
n n) J 


Extrayendo la raiz enesima en ambos miembros tenemos 


(4) 


[r(cos 0 + i sen 6)] xfn = 



+ 



lo que significa que el Teorema dc De Moivre es tambien valido para el 
exponente \/ti que representa el reciproco de cualquier entero positivo. 

La formula (4) asi obtenida, nos da solamente una raiz enesima del 
numero complejo. Ahora veremos como pueden obtenerse todas sus mi- 
ces enesimas. Recordemos que los valores de las funciones trigonometricas 
de un angulo cualquiera no se alteran si el angulo aumenta o disminuye 
en un multiplo entero positivo de 360°. Por tanto, para cualquier nume¬ 
ro complejo, si k es un numero entero no negativo podemos escribir 

r(cos 0 4- i sen 0) — r[cos (0 4- k * 360°) 4- i sen (6 + k • 360°)], 

en donde el segundo miembro es llamado a veccs la forma polar com pic - 
ta o general del numero complejo. Extrayendo la raiz enesima en ambos 
miembros de acuerdo con la formula (4), tenemos 


( 5 ) 


[r(cosfl 4- *sen0)] l/w = r ,/n cos- 


<9 4 - k- 360° 


4- i sen • 


6 4- k • 360° 




n n 

Si en (5) haceinos k = 0, 1, 2, 3, — , n — 1 sucesivamente, obtenemos 
las siguientes n raices enesimas distintas de r(cos 0 4~ i sen 0 ). 


Para 
k = 0, 


,-l/n 


r o . oi 

cos - 4- i sen — , 
L n n J 


w . e 4- 360° (9 4- 360° 

r 1/w cos-h t sen- 


' c 


]• 


k = 1 , 


n 


ii 
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, 0 w r 6 + 2-360° , . 6 + 2-360°"I 

k = 2, r l/n cos-+ i sen- . 

L n 71 J 


* = ._!. H* [«, 1 » + <" ~'' 13600 + i '> + <» ~- l ^ ] ■ 

Estas n raices son todas diferentes debido a que los argumentos o am¬ 
plitudes de dos cualesquiera de ellas difieren en menos de 360°. Ademas, 
no hay mas que n raices distintas debido a que al asignar a k valores ma- 
yores que n — 1, obtenemos de nuevo las mismas raices. Asi, por ejemplo, 
para k = n, la raiz toma la forma 

r'^cos + 360°^ + i sen + 360° 

que es identica a la raiz obtenida para k = 0. 

Ademas observamos, que ya que todas las n raices tienen el mismo 
modulo r xfn y que para valores sucesivos de k las amplitudes difieren en 
360°/n, entonces la representacion grafica de estas raices consiste en pun- 
tos igualmente espaciados en la circunferencia con centro en el origen 
y cuyo radio es igual al modulo comun r 1/n . 

Los rcsultados anteriores se resumen en el teorema siguiente: 



Teoreina 4. Todo numero (exccpto el cero) y real o complejo 9 tieiie 
exactamente n raices enesimas diferentes. 

Si el modulo y el argumento de un numero cualquiera se representan 
con r y 6, respectivamente, entonces las n raices estan dadas por la ex - 
presion. 


fi/» f 


6 + k • 360° , . 0 + k • 360° 

cos*-h i sen- 


] 


en donde r 1/n representa la raiz enesima principal del numero positivo r, y 
k toma sucesivamente los valores 0, 1, 2,..., (n — 1). 

Graficamente estas raices son los vertices de un poligono regular de 
n lados inscrito en una circunferencia con centro en el origen y de radio 
r Un t 

Con esto se ha demostrado que el Teorema de De Moivre es valido 
cuando el exponente n es cualquier numero entero y positivo o el recipro 
co de cualquier numero entero y positivo. Puede demostrarse que tambien 
es valido cuando n es un entero negativo cualquiera o un numero racional 
cualquiera. Las demostraciones para estos dos ultimos casos se dejan 
como ejercicio. 
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nota 1. El Teorema de De Moivre es valido para cualquier expo- 
nente n y real o complejo. La demostracion para valores de n no raciona- 
les es un tema fuera del alcance de este libro. 

Ejemplo 2. Calcular las cuatro raices cuartas de —8 + 8V& y re- 
presentarlas graficamente. 

solucion. Primero obtendremos la forma polar del numero complejo 
dado. Resulta: 

—8 + 8V3i = 16(cos(120° + isen 120°), 

y usando la forma polar general, tenemos 

— 8 + 8V3i = 16[cos (120° + k • 360°) + isen (120° + k • 360°)]. 

Por el Teorema 4, la expresion para las raices cuartas es 

T 120° + k • 360° , . 120° -f- k • 360° 1 

16 /4 1 cos-^-+ i sen- - -J 

= 2[cos (30° + k • 90°) + i sen (30° + k • 90")]. 

Asignando sucesivamente a k los valores 0, 1, 2, 3, obtenemos las cua¬ 
tro raices pedidas: 

A; = 0, 

2 (cos 30° + i sen 30°) = V3 + i, 

Jfc= 1, 

2 (cos 120° + i sen 120°) = —1 + V3i, 

k = 2, 

2(cos210° + isen 210°) = —V3 — i, 
k = 3, 

2 (cos 300° + i sen 300°) = 1 — Vli. 

Estas raices estan representadas gra¬ 
ficamente en la figura 31 por los pun- 
tos P 0 , P ly P 2y P 3 , en donde los subindices coinciden con los valores 
asignados a k. Estos puntos estan en la circunferencia con centro en el 
origen O y radio 2, que es el modulo comun a las raices. Ademas, se 
observa que estos puntos son los vertices de un cuadrado inscrito en el 
circulo. 

Ejemplo 3. Calcular todas las raices de la ecuacion x 3 — 1 =0 usan¬ 
do dos metodos: (a) por el Teorema de De Moivre y (b) algebraica- 
mente. 
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solucion. (a) La solucion de esta ecuacion requiere la determina- 
cion de las tres raices cubicas de la unidad. Por tanto, procederemos 
como en el ejemplo anterior. Asi tenemos 

1 = l (cos 0° + i sen 0°) = cos k • 360° 4* i sen k • 360°. 

Por el Teorema 4, la formula que da las raices cubicas es 
k • 360° k • 360° 

cos-+ i sen-= cos k • 120° + i sen k * 120°. 

3 S 

Las tres raices cubicas seran 

para k = 0, cos 0° + i sen 0° = 1, 

1 V3 

k = 1, cos 120° + i sen 120° =-+- i, 

2 2 

„ 1 V7 

k = 2, cos 240° + i sen 240° =- i. 

2 2 

(b) La ecuacion x 3 —1=0 puede resolverse inmediatainente por 
factorization. 

Asi tenemos (x — 1) [xr + x + 1) =0. 

El primer factor da la raiz x = 1. 

Igualando a cero el segundo factor y utilizando la formula de la ecua¬ 
cion de segundo grado, tenemos 

—1 ± Vl — 4 1 V3. 

x =-=-d=- i. 

2 2 2 

nota 2. Hemos \isto que si aplicamos cualquiera de las seis opera- 
ciones del algebra a los numeros complejos, el resultado es siempre un 

nuinero complejo, es decir, el sistema de los numeros complejos es sufi- 

cicnte para nuestra algebra. En relacion con esto se aconseja que el estu- 
diante vuelva a Jeer el ultimo parrafo del Art. 1.4. 

EJERCICIOS. GRUPO 28 

En los ejercicios de cstc grupo las amplitudes o argumentos son angulos no¬ 
tables cuyas funciones trigonometricas pueden calcularsc sin el uso de tablas. Los 
resultados finales pueden pasarse a la forma rectangular o dejarse en la forma 
polar. 

En cada uno de los ejercicios 1-12, calcular la potencia indicada usando el 
Teorema de De Moivre. 

1. [2(cos 15° + / sen 15° )] 3 . 2. [\/^(cos30° + isen 30 c )]<. 

3- [\ 3(cos 15" -f i senl5°)] G . 4. I2(cos45° + iscn 45 0 )]''. 

5. [V r 5(cos20 c + jsen20°)] 1 . 6. [2\4(cos 150 + »'sen 150°)]». 

7. (I + i) e . 8. (—1 + 9. (1 —»)-*. 

10. II. (—+ W)”. 12. (—V% 
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En cada uno dc los ejercicios 13-18, calcular la potencia indirada usando (a) 
cl teorema del binomio; (b) el Teorema de De Moivre. 

13. (1— VS*)*- 14. (—1 + t) 4 . 15. (V^3" — * ) **. 

16. (%+V%0 T - 17. (—1 + V3«) :> . 18. (—1 —V3i)°. 

En cada uno de los ejercicios 19-31, calcular las raices quc sc indican y repre- 
sentarlas graficamente. 


-4. 


19. 

Las 

20. 

Las 

21. 

Las 

22. 

Las 

23. 

Las 

24. 

Las 

25. 

Las 

26. 

Las 

27. 

Las 

28. 

Las 

29. 

Las 

30. 

Las 

31. 

Las 

En 

cada 


16 16\^3f. 


29. Las ocho raices octavas de —128 4- 128\/3i. 

V3 . 

5 raices octavas de —%-— i. 


dada usando el Teorema de De Moivre y tambien algebraicamente. 


34. 


64 = 0. 


32. x* + 8 = 0. 33. x« — 1 = 0. 

35. x 4 — 1 = 0. 36. x 4 — 16 = 0. 37. x 3 — 27 = 0. 

38. Explicar por que el numero cero est£ excluido en el enunciado del leo- 
rcma 4 (Art. 8.6). 

39. Demostrar que el Teorema de Dc Moivre es valido cuando n cs cualquier 
numero entero negativo — m. 

40. Demostrar quj el Teorema de De Moivre es valido cuando n es cualquier 
numero racional p/q. 


8.7. GRUPOS 

En este articulo daremos una breve y elemental introduccion al con- 
cej)to de grupo de gran importancia en las matematicas superiores. 

Definicion. Se dice que tin con junto de elementos forma un grupo 
con respccto a una determinada operacion (representada por el stmbolo 
o) si estos elementos y solamente ellos, cumplen los cuatro postulados 
siguientes: 

1. Cerradura. Si a y b son dos elementos cualescjuiera (no neccsaria- 
mente diferentes) del con junto, entonces a o b es un elemento unico del 
con junto. 
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2. Asociatividad. Si a, b y c son tres elementos cualcsquiera del con- 
junto, entonces (a o b) o c = a o (b o c). 

3. Identidad. Existe un elemento e en el conjunto, llamado el ele- 
mento identidad, que tiene la propiedad de que para todo elemento a 
del conjunto 

aoe = eoa = a. 

4. Inversos. Para todo elemento a del conjunto, existe un elemento 
a' que tambien es del conjunto y que tiene la propiedad 

aoa' = a f oa = e. 

El elemento a' se llama el inverso de a. 

Como una senal de la importancia del concepto de grupo en el ana- 
lisis matematico y en la geometria podemos mencionar que los elementos 
de un grupo pueden ser no solo numeros ordinarios del algebra sino 
tambien matrices, cuaterniones, vectores, sustituciones, transformaciones, 
etcetera. 

Un ejemplo muy sencillo de grupo es el conjunto de todos los nume¬ 
ros enteros positivos y negativos y el cero, siendo la operacion de grupo la 
adicion. Asi, si a y b son dos numeros enteros cualesquiera, entonces 
a + b es un numero entero unico (Art. 2.3), con lo cual se satisface el 
Postulado 1. El Postulado 2 se satisface debido a que la adicion es aso- 
ciativa (Art. 2.3). El numero cero es el elemento de identidad unico, ya 
que cero es el unico numero con la propiedad de que para todo numero 
entero a, c+0 = 0-f <2 = fl (Art. 2.4). Por tanto, el Postulado 3 se 
satisface. Finalmente, el Postulado 4 tambien se satisface ya que todo 
numero entero tiene como inverso a su negativo correspondiente; es 
decir, si a es cualquier numero entero, entonces a + (— a ) = (— a) + a 
= 0 (Art. 2.4, Teorema 1). Como el numero de elementos de este grupo 
es infinito, se llama un grupo infinito. 

Veamos ahora un ejemplo de grupo finito . 

Ejemplo. Demostrar que las tres raices cubicas de la unidad forman 
un grupo con respecto a la operacion de multiplication. 

solucion. En el ejemplo 3 del Art. 8.6, encontramos que las tres 

, Vs Vs. 

raices cubicas de la unidad son 1, — l / 2 + i, y — y 2 - - *• 

Es facil comprobar que cualquiera de las dos raices cubicas complejas 
de la unidad es igual al cuadrado de la otra (ejercicio 38, grupo 26, 
Art. 8.3). Por tanto, si una de estas raices cubicas complejas se repre- 
senta por w, entonces la otra puede representarse por o> 2 . Vamos a demos¬ 
trar que las tres cantidades 1, u y u 2 forman un grupo, con respecto a la 
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multiplicacion, comprobando que sc satisfacen los cuatro postulados de 
la definicion de grupo. 

1. El producto de cualquier par de raices cubicas de la unidad es 
tambien una raiz cubica de la unidad. Es decir, 

1 X o = «, IX 0) 2 = o 2 , o X «* = «*= 1. 

2. La ley asociativa es valida, ya que 

(1 X o) X o 2 = 1 X (o X co 2 ) = co 3 . 

3. Es evidente que el elemento identidad es 1. 

4. El inverso de cada elemento es su reciproco, y estos reciprocos tam¬ 
bien son elementos de grupo. Es decir 


1 1 co 2 co 2 1 CO CO 



Como es natural, el producto de cada elemento por su inverso es el 
elemento identidad 1. 

Como el grupo esta formado por tres elementos es un grupo finito. 


8.8. VECTORES 

En este articulo estudiaremos brevemente el tema de vectores que, 
como ya liernos dicho (Art. 8.4, Nota 2), esta intimamente relacionado 
con el de los numeros complejos. 

En fisica un vector es una cantidad que posee magnitud y direccion. 
Son ejemplos de vectores la fuerza, la velocidad y la aceleracion. Un vec¬ 
tor puede representarse graficamente por un segmento de recta dirigido 
cuya longitud, segun una escala adecuada, represente la magnitud del 
vector. Ya que aqui solo consideraremos vectores coplanares, es decir, 

vectores situados en el mismo piano, 
utilizaremos el piano del sistema de co- 
ordinadas rectangulares como el piano 
comun. Asi, como se muestra en la fi- 
gura 32, el segmento de recta OP diri¬ 
gido del origen O al punto P representa 
un vector cuya longitud OP = r indica 
su magnitud . La direccion 1 del vector 
esta dada por el angulo 9 que el seg- 

Ia recta que forma el angulo 6 con el eje X 
y sobre ella se distinguen dos sentidos uno de los cuales es OP. 


Y 



1 En realidad, la direccion la da 
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mento dirigido OP forma con la parte positiva del eje X. La cabeza dc 
flecha da el sentido de la direccion e indica que el vector esta dirigido 
de su punto initial 11 origen O a su 
punto final o extreme) P . La proyec- 
cion del vector sobre el eje X, o sea el 
segmento dirigido OA — x, se llama la 
componente horizontal . y la proyeccion 
sobre el eje Y , o sea el segmento di¬ 
rigido OB — y , es la componente ver¬ 
tical. Fig. S3. 

Dada la forma anterior de oriental* un vector, con sn origen en cl 
origen de coordenadas O, es evidente que queda completamente determi- 
nado por la jx>sici6n de su extremo P. Por otra parte, segun vimos ante- 
riormente, el punto P queda determinado en forma unica como repre- 
sentacion geometrica de un numero complejo. En la forma rectangular 
(Art. 8.4), P representa el numero complejo x + yi, en donde x es la 
componente horizontal y y es la componente vertical de un vector repre- 
sentado por el segmento de recta dirigido de longitud \ r x 2 *f y. En la 
forma polar (Art. 8.5), P representa el numero complejo r(cos 0 + i sen 0) 
en donde el modulo r corresponde a la magnitud del vector y la ampli- 
tud 0 da su direccion con respecto a la parte positiva del eje X. Por tanto, 
se concluye que si el origen del vector es el origen del sistema de coor¬ 
denadas rectangulares, el vector queda completamente determinado si se 
conoce cualquiera de los pares de numeros (x,y) o (r,0), en donde las 
literales tienen el significado anteriormente mencionado. Por tanto, se 
puede designar un vector por cualquiera de estos dos pares de numeros. 

Se dice que dos vectores son iguales siempre que esten representados 
por dos segmentos dc recta dirigidos de igual longitud, direccion y sen¬ 
tido. Por lo tanto, cualquier vector a situado en cualquier lugar del piano 
de coordenadas puede reemplazarse por un vector representado por un 
segmento de recta dirigido paralelo e igual en longitud al segmento de 
recta dirigido que representa a con el mismo sentido, pero con su ori¬ 
gen en el origen de coordenadas. Entonces podremos representar estc 
vector con uno cualquiera de los dos pares de numeros (x, y) o (r, 0). 

Consideremos ahora los vectores a y b con los extremos rcspcctivos P, 
y P. pero con el mismo origen O, como se muestra en la figura 33. 1'ra- 
cemos el segmento de recta P y P paralelo y de igual longitud que OP> de 
modo que el segmento de recta P X P con origen en P, tambien represente 
al vector h. El punto P es entonces el extremo del vector j representado 
por el segmento de recta dirigido OP, definido como la suma de los vec¬ 
tores a v b, es decir, s = a + b. Si el estudiante compara esta definicion 
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con lo estudiado cn el Art. 8.4, Fig. 27, observara la analogia cntrc la 
adicion de vectores y la de numeros cornplejos. Tambien notamos cjne 
trazando el segmento de recta P 2 P se completa un paralelogramo. Esto 
forma la base de la llamada ley del paralelogramo para la adicion de 
dos vectores. 

Ejcmplo. Hallar grafica y analiticamente la suma de los vectores 
«(6,30°) y 6(4,60°). 

solucion. Para la suma grafica seguiremos el metoclo quo acabamos 
de explicar. Primeramente (Fig. 34) trazaremos los extremos P,(6, 30°) 



y P 2 (4, 60°) de los vectores dados a y b, respectivamente, y luego comple- 
taremos el paralelogramo de lados contiguos OP ) y OP,. Esto nos da el 
extremo P del vector suma OP. 

Por trigonometria, las componentes horizontal y vertical del vector a 
son 3\^3 y 3, respectivamente, y las componentes horizontal y vertical 
del vector b son 2 y 2V3, respectivamente. Luego, las componentes hori¬ 
zontal y vertical del vector suma OP con 3V3 + 2 y 3 4- 2V3, respec¬ 
tivamente. En consecuencia, la magnitud y direccion, respectivamente, 
del vector suma OP son: 

r=yjx* + y* = V(3V3 + 2) 2 + (3 + 2 VI) 2 = 9.673, 
y 3 + 2V3 

6 — arc tan - = arc tan-= 41° 56'. 

3V3 + 2 


X 
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Se dice que un vector es el negativo de otro vector si ambos son pa- 
ralelos y tienen la misma magnitud pero sentidos opuestos. Para restar 
el vector b del vector a y surnames el negativo de b con a, es decir, 

a — b = a+ (—6), 

o sea que la diferencia a — b de dos vectores es igual a la suma a + (— b ). 
Por tanto, podemos obtener la diferencia de dos vectores por medio dc 
una suma equivalente usando el metodo que acabamos de explicar. 

En resumen, resulta que aun en un estudio tan breve como el que 
acabamos de hacer se nota la intima relacion que existe entre los vec¬ 
tores y los numeros complejos. Esta relacion se aprovecha en muchas 
aplicaciones, como, por ejemplo, en la teoria de circuitos de corriente 
altema. 

Las propiedades y aplicaciones de los vectores forman un campo muy 
amplio y de gran importancia, siendo cl objeto de los tratados de analisis 
vectorial. 


8.9. FUNCIONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA 

Finalizamos este capitulo con algunas notas breves sobre las funcio- 
nes de una variable compleja. En el Art. 3.3 definimos a y como una 
funcion de una variable real. Si x se restringe a que tome valores reales, 
decimos que y es una funcion de una variable real. Sin embargo, si tene- 
mos una relacion funcional en la cual la variable independiente puede 
tomar tan to valores reales como valores complejos, decimos que tenemos 
una funcion de una variable compleja. Se acostumbra expresar esta rela¬ 
cion en la forma 

(1) w = f(z), 

en donde z = x + yi 9 siendo x y y variables realcs e i la unidad imagina¬ 
ry. Se sigue que, en general, w puede escribirse en forma de dos expre- 
siones que contienen las variables x y y, llevando una de dichas expresio- 
nes coeficientes reales y la otra coeficientes imaginarios. Escribimos esto 
en la forma 

(2) w = u(x,y) + iv(x,y), 

en donde tanto u como v son funciones de las variables reales x y y. 

Ejemplo. Si w = z 2 , en donde z — x + yi } hallar las funciones 
u(x,y) y v(x,y) definidas en la relacion (2). 


Funciones de una variable compleja 
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solucion. w — z 2 — (x + yi) 2 = x 2 + 2xyi — y 2 
= x 2 — y 2 + i(2xy). 

siendo u ( x >y) = * 2 — y 2 , 

y v(x>y)=:2xy. 

Ahora consideraremos algunas de las diferencias entre las funciones 
de una variable real y las de una variable compleja. En el Art. 3.9 estu- 
diamos la representacion grafica de la funcion y = f(x) localizando pun- 
tos en un sistema de coordenadas rectangulares, utilizando el eje X para 
valores reales de la variable x y el eje Y para valores reales de la variable 
y. Pero la cosa varia al tratar de representar graficamente la funcion 
w = f(z) dada por la ecuacion (1). En este caso a cada valor de la va¬ 
riable independiente z = x 4- yi, le corresponde un punto del piano xy 
o piano z (Art. 8.4), con lo cual no queda lugar para representar los 
valores correspondientes de la funcion w. Para resolver este inconveniente 
hay que crear otro piano de coordenadas, llamado el piano uv, o piano w, 
de acuerdo con la notation de la relacion (2). Es decir, del mismo modo 
que se localiza el punto z — x + yi como un punto con las coordenadas 
reales (x, y) en el piano z, asi se representa el punto correspondiente 
w = u + vi como el punto con coordenadas reales {u,v) en el piano w. 
Esto significa que la representacion grafica o geometrica de la funcion 
w = f(z) se estudia como una correspondence entre puntos de los pia¬ 
nos z y w. Con definiciones y restricciones adecuadas, esta correspondence 
se conoce con el nombre de representacion conforme y es de gran impor¬ 
tance en la teoria y aplicaciones de funciones analiticas de una variable 
compleja. 

Quien haya estudiado logaritmos recordara que en la relacion 
y = log x, el numero x esta restringido a tomar valores positivos, es decir 
que solo se consideran logaritmos de numeros positivos. Pero en la teoria 
de funciones de una variable compleja se muestra que tambien existen los 
logaritmos de los numeros negativos; de hecho se demuestra que existen 
logaritmos tan to de numeros reales como de numeros complejos. 

Algo analogo ocurre en trigonometria. En la trigonometria elemental 
las diversas funciones trigonometricas estan restringidas a valores reales 
del angulo. Asi, en la relacion y = sen x, el angulo x solo puede tomar 
valores reales y el valor de y nunca puede ser en valor absoluto mayor 
que la unidad. Desde este punto de vista el angulo x no tiene significado 
en la relacion sen x = 2. Pero si se admite que x puede tomar cualquier 
valor, real o complejo, entonccs esta ultima relacion tiene un significado 
preciso en el campo de las funciones de una variable compleja. 
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Existen muclias otras diferencias entre funcioncs de variable real y 
funciones de variable complcja, pero los pocos ejemplos que acabamos de 
mencionar son suficientes para mostrar qne la teoria de fnnciones de va¬ 
riable compleja ha servido para unir niuchos conceptos que anterior- 
mente se consideraban desconeetados. El admitir que la variable inde- 
pendiente puede toniar valores cualesquiera, reales o complejos, conduce 
a una generalization de un concepto ya que da lugar a resultados mas 
generales cuya existencia seria de otro modo dcsconocida. La teoria de 
funciones de variable compleja es de gran importancia en los estudios 
superiores y es la base para la resolucion de muchos problemas de la fisica 
matematica, especialmente de hidrodinamica, calor y electricidad. 


EJERCICIOS. GRUPO 29 

1. Demostrar que el eonjunto de todos los numeros, positivos, ncgativos y 
cero, forman un grupo infinito con respecto a la operacion de sustraccion. 

2. Demostrar que el eonjunto del ejercicio 1 no forma un grupo con respecto 
a la multiplication. 

3. Demostrar que el eonjunto de todos los numeros reales forma un grupo 
con respecto a la adicion pero no con respecto a la multiplication. 

4. Demostrar que el eonjunto de todos los numeros racionales positivos forma 
un grupo con respecto a la multiplication. 

5. Demostrar que el eonjunto de todos los numeros racionales forma un 
grupo con respecto a la adicion. 

6. El postulado 1 de la definition de grupo establece que los dos elementos 
que se combinan con la operacion de grupo no deben ser necesariamente diferen- 
tes. Si la operacion de grupo es la multiplication, esto implica que el cuadrado 
de cualquier elemento tambien debe ser un elemento de grupo. Comprobar este 
hecho en el grupo del ejemplo del Art. 8.7 demostrando que el cuadrado de cual¬ 
quier elemento del grupo es tambien un elemento del grupo. 

7. Demostrar que las cuatro raices cuartas de la unidad forman un grupo 
con respecto a la multiplication. 

8. Demostrar que todas las potencias enteras (exponentes positivos y negati¬ 
ves) de la unidad imaginaria i forman un grupo con respecto a la multiplication. 

9. Demostrar que el elemento identidad e de un grupo es unico. Sugerencia: 
Suponer que hay dos elementos identidad y demostrar que deben ser identicos. 

10. Demostrar que para todo elemento a de un grupo, su inverso a es unico. 
Sugerencia: Suponer que a tiene dos inverses y demostrar que deben ser identicos. 

En los ejercicios 11-16 1, w, to' 2 representan las tres raices cubicas de la unidad. 

11. Demostrar que 1 + « + w 2 = 0. 

12. Empleando el resultado del ejercicio 11, demostrar que (1 + co) 3 = —1. 

13. Empleando el resultado del ejercicio 11, demostrar que (1 + « 2 ) 4 = <*>. 

14. Demostrar que 1 + l/<*> 4* l/w 2 = 0. 

15. Demostrar que 1 + u 4- l/<*> = 0. 

16. Si N es cualquier numero real, demostrar que las tres raices cubicas de N 
son fN, ^Nu, y fNa-, en donde iffif es la raiz cubica principal de N. 
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17. Segun el Teorema 4 (Art. 8.6), la formula para las n rakes enesimas de 
la unidad es 

k • 360° , . A:-360° , „ « „ 

cos-h t sen -, k = 0, 1 , 2,..., n — 1 . 

n n > > > > 

Si to es la raiz enesima correspondiente a k — 1, es decir, 

360° . 360° 

u = cos- 4- i sen--. 

n n 


Demostrar que para k =2, 3, 4,..., n — 1, las sucesivas rakes enesimas de la uni¬ 
dad cst£n dadas por <o 2 , <o a , o> 4 ,... , w"' 1 , respectivamente. A partir de esto demos¬ 
trar que las n rakes enesimas de la unidad vienen dadas por l,<o, 

18. Usando el resultado del ejercicio 17, demostrar que el producto de dos 
cualesquiera de las rakes enesimas de la unidad es tambien una raiz enesima de 
la unidad. 

19. Usando el resultado del ejercicio 17, demostrar que (a) el cuadrado de 
cada raiz enesima de la unidad es tambkn una raiz enesima de la unidad, (b) el 
reciproco de cada raiz enesima de la unidad es tambien una raiz enesima de la 
unidad. 

20. Usando los resultados de los ejercicios 18 y 19, generalizar el ejemplo del 
Art. 8.7, es decir, demostrar que las n rakes enesimas de la unidad forman un 
grupo con respecto a la operacion de multiplicacion. 

21. Demostrar que todo vector es igual a la suma de sus componentes hori¬ 
zontal y vertical. 

22. Si el vector b es el negativo del vector a, demostrar que las componentes 
horizontal y vertical de b son, respectivamente, los negativos de las componentes 
horizontal y vertical de a. 

23. Demostrar que el metodo para hallar graficamente la suma de dos vec 
tores puedc generalizarse para la suma de tres o mas vectores. 

24. Trazar una figura que ilustre el metodo grafico para obtener la difcrencia 
de dos vectores dados. 

25. Demostrar que la suma de cualquicr numero de vectores dados es otro 
vector cuya componente horizontal es igual a la suma algebraica de las compo¬ 
nentes horizontales de los vectores dados y cuya componente vertical es igual a la 
suma algebraica de las componentes verticales de los vectores dados. 

26. Hallar grafica y analiticamente la suma de los vectores a(3\f2, 45°) y 

b( 2, 120°). 

27. Hallar, grafica y analiticamente la diferencia a — b de los dos vectores 
a y b del ejercicio 26. 

En cada uno de los ejercicios 28-30, obtener las funciones u(x,y) y v(x, y) 
tales que w = u(x,y) 4- iu(x,y) para la funci6n dada de z = x 4- yi. 

28. w = z 2 4* 2z— 1. 29. w — \/z,z ^ 0. 30. w = z 3 . 
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9.1. INTRODUCTION 

En una relacion funcional, como y = f(x ), hemos visto que un cam- 
bio en la variable x va generalmente acompaiiado por un cambio en la 
variable y, y viceversa. 

Entonces decimos que y varia con x o que x varia con y, y nos referi- 
mos a esta correspondencia con el nombre de variation funcional. 

Existe una gran variedad de formas de variacion funcional. Aqui 
estudiaremos primero ciertos tipos dcterminados de variacion a los que 
se les puede aplicar el nombre de variation especial o variation propor¬ 
tional. Estos tipos son especiales en el sentido de que siguen una ley o 
relacion determinada que, en general, puede expresarse facilmente con 
palabras y en forma de ecuacion. Estas clases de variaciones se presen tan 
con frecuencia en geometria y en fisica. Por ejemplo, la variacion del 
area de un triangulo guarda una relacion fija con respecto a las variacio¬ 
nes de la longitud de la base y de la altura. En el articulo siguiente vere- 
mos los fundamentos para la resolucion de problemas en los que inter- 
vienen funciones cuya variacion es especial. 

9.2. DEFINICIONES Y PROPIEDADES 

La razon de un numero y a otro numero x, no igual a cero, se define 
como el cociente y/x. Es importante observar que la razon es un numero 
abstracto pues proviene del cociente de cantidades homogeneas. Asi, por 
ejemplo, la razon de 3 cm a 2 m es 3/200. 

Se dice que la variable y es directamente proporcional a la variable x 
si la razon de dos valores correspondientes cualesquiera de y y x es cons- 
tante, es decir, si y/x = k, o sea, si 

(1) y = kx. 
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en donde la constantc k se llama constantc de proporcionaiidad o cons¬ 
tant? de variacion . 

Ejemplo. La longitud C de una eircunfcrencia es dircctamente propor¬ 
tional al radio r, ya que C = 2rrr en donde 2ir es la constante de pro¬ 
porcionaiidad. 

Se dice que la variable y es inversamente proportional a la variable 
x si y es dircctamente proporcional al reciproco de x. En este caso escri- 
bimos 



siendo k la constante de proporcionaiidad. 

Ejemplo . La intensidad de iluminacion 1 sobre una superficie es in¬ 
versamente proporcional al cuadrado de la distancia d entre la superficie 
y el foco luminoso, es decir, I = k/d -, en donde k es la constante de pro¬ 
porcionaiidad. 

Los dos casos de variacion especial que acabamos de mencionar com- 
prenden solamente dos variables. Pero tainbien se presen tan problemas 
de variacion en los que aparecen mas de dos variables. En este caso, se 
dice que una variable varia conjuntamente con dos o mas variables si 
es directamente proporcional a su producto. Por ejemplo, se dice que w 
varia conjuntamente con x, y y z si w = kxyz, en donde k cs la constante 
de proporcionaiidad. Ademas, si w varia conjuntamente con x, y y 1 jz de 
kxy 

modo que w =-, entonces decimos que w es directamente proporcional 

z 

a x, directamente proporcional yaye inversamente proporcional a z. Este 
ultimo tipo se llama a veces variacion combinada aunque evidentemente 
es un caso particular de la variacion conjunta. 

Una propiedad importante de la variacion conjunta viene dada jx)r 
el teorema siguiente. 

Teorema 1. Si z cs directamente proporcional a x , cuando y es cons¬ 
tant? y y si z es tambien directamente proporcional a y cuando x es cons¬ 
tante, entonces z es directamente proporcional al producto xy. 

demostracion. De la primera parte de la hipotesis se deduce 

(3) z — kiX, y constante. 

Supongamos que z cambia a algun otro valor, digamos z, y que x 
cambia al valor correspondiente x' de modo que 

(4) z = kix'. 
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Dividiendo miembro a miembro (3) entre (4), tenemos 


(5) 


Z X 


z x f 


De la segunda parte de la hipotesis 
(6) z = k 2 y, x constante 


Ahora, mientras que x conserva su valor x! hagamos que y cambie a 
y. El valor de z pasara de z a z' de modo que por (6) tengamos 


(7) 


/ 1 ' 


Multiplicand© (5) y (7) miembro a miembro, tenemos 


z xy 
zf 

o sea z — - xy. 

*y 

z f 

Llamando k a la cantidad contante - obtenemos 

*y 

z = kxy, 

como se queria demostrar. 

Corolario. Si z es dircctamente proportional a x cuando y es constante, 
y si z es inversamente proportional a y cuando x es constante , entonces 

x 

z varta conjuntamcnte con x y con 1 /y, es decir z = k -. 

y 

Un ejcmplo en geometria sencillo del Teorema 1 es la relacion entre 
el area de un triangulo y su base y su altura. El area es directamcnte 
proporcional a la base, cuando la altura permaneee constante, y es direc- 
tamente proporcional a la altura cuando la base permaneee constante, y 
en consecuencia el area es directamente proporcional al producto de la 
base por la altura. 

Un ejemplo en fisica, muy importante, del corolario del Teorema l 
es la relacion que existe entre el volumen V y la presion P y la temperatura 
absoluta T de una masa determinada de un gas perfecto. El volumen V 
es directamente proporcional a T, cuando P permaneee constante, y es 
inversamente proporcional a P cuando T permaneee constante. Por tanto, 

T 

de acuerdo con el corolario, V = R — , formula que se acostumbra es- 

eribir PV = RT en donde R es la constante de proporcionalidad. Esta 
relacion recibc a veces el nombre de ecuacion car act eristic a de un gas. 
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9.3. PROBLEMAS DE VARIACION PROPORCIONAL 


A continuation vamos a ver divcrsos problemas de variation propor- 
cional. Para la resolution de tales problemas, primero sc escribe la ley de 
variation correspondiente en forma de una ecuacion que contcnga la 
constante de proporcionalidad k. Luego se determina el valor de k usan- 
do los datos, obtenicndose asi una relation con la que se puedc calcular 
la cantidad que se busca. Este metodo es el que se aplica en los dos ejcm- 
plos siguientes. 


Ejemplo 1. w es directamente proportional a x y al cuadrado de y 
y es inversamente proportional al cubo de z. Si w = 8 cuando x = 2, 
y = 6 , y z — 3, calcular w cuando x = 5, y = 4, z = 2. 


solucion. Primeramente escribiremos el tipo dado de variation en 
forma de una ecuacion 


(i) 


w = 


kxf 


en donde k es la constante de proporcionalidad que es lo primero que 
hay que calcular. Sustituyendo en esta ecuacion los valores dados de w s 
x 9 y y z, tenemos 


k • 2 • 6 2 

8 =- 

3 3 


de donde k = 3. La relation (1) se puede escribir ahora en la forma 


3 xf 

w =-. 

z 3 


Por tanto, para x = 5, y = 


w — 


4 y z = 2, tenemos 


3 • 5 • 4 2 



Ejemplo 2. La presion P del viento sobre una superficie plana verti¬ 
cal es directamente proportional al area A de la superficie y al cuadrado 
de la velocidad v del viento. Si una velocidad del viento de 20 Km por 
hora produce una presion de 10 Kg por decimetre cuadrado, calcular la 
velocidad del viento que producira la presion de 360 Kg por metro 
cuadrado. 


solucion. La ley de variation viene dada por la ecuacion 


(2) 


P - kAv 2 . 
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Sustituyendo los datos en (2), tenemos 

10 = A: - 1 • 20 2 , 

de donde k = 1 /40. La relacion (2) puede escribirse en la forma 

1 

P = —Av 2 . 

40 


A1 calcular v usando esta ultima relacion debe tenerse cuidado de 
emplear las unidades adecuadas, pues la constante de proporcionalidad k 
se obtuvo bajo el supuesto de que v esta en Km por hora, P en Kg y A 
en decimctros cuadrados. Por tanto, el area de un metro cuadrado debe 
cambiarse a 100 dedmetros cuadrados. 

La velocidad que se busca la obtendremos de la formula: 

1 

360 = —- • 100 • v 2 
40 

de donde 0=12 Km por hora. 

En los problemas de variacion proporcional generalmente es util calcu¬ 
lar la constante de proporcionalidad a fin de obtener una formula que 
sirva para obtener valores numericos. Sin embargo, en algunos casos la 
constante no se pide o no se puede obtener. Esto sucede, por ejemplo, si 
solamente se desea saber el efecto que tiene sobre una variable el cam- 
bio de otras variables. 

Ejemplo 3. La resistencia electrica R de un alambre de seccion trans¬ 
versal circular es directamente proporcional a la longitud L e inversa- 
mente proporcional al cuadrado del diametro d del alambre. Calcular 
el porcentaje de variacion en la resistencia de un alambre dado si la 
longitud aumenta un 40 por ciento y el diametro un 30 por ciento. 


solucion. La ley de variacion queda expresada por 


(3) 



en donde la constante de proporcionalidad k depende de la naturaleza 
del material del alambre. 

Llamemos R x al valor de R, que se obtiene al sustutir L por 1.4L y 
d por 1.3 d. Sustituyendo estos nuevos valores en (3) resulta 


( 4 ) 


k(lAL) 
l ~ (1.3 d) 2 ’ 


en donde k tiene el mismo valor que en (3). 
De (3) y (4) obtenemos 


R,__ lALd 2 
R 1.69 (PL 


1.4 

1.69 


= 0.828, 
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de donde R r = 0.828 R, es decir, la resistencia decrece en un 17.2 por 
ciento, independientemente del material del alambre. 

EJERCICIOS. GRUPO 30 

1. Si y es directamente proporcional a x, y y = 8 cuando x = 4, hallar y 
cuando x — 7. 

2. Si y es inversamente proporcional a x, y y = 3, cuando x = 5, calcular x 
cuando y — 5. 

3. Si z es directamente proporcional axe inversamente proporcional a y , 
y z — 2 cuando * = 3 y y = 9, calcular z cuando x = —10 y y = 12. 

4. Si y es inversamente proporcional a x 2 -f 1, y y = 2 cuando x =* 2, hallar 
el valor de y cuando x = ±3. 

5. Si w es directamente proporcional a * y y, e inversamente proporcional 
al cuadrado de z, y si w = —20 cuando x = 6, y = 5, y z = 3, calcular y cuan¬ 
do x = 8, z = 2 y iv = 24. 

6. Si z es directamente proporcional a (x — y)/(x + y), y z = 2 cuando 
x = 7 y y = 5, calcular x cuando y = 3 y z = 6. 

7. y es directamente proporcional a la suma de dos cantidades, la primera 
de las cuales es directamente proporcional a x y la segunda inversamente propor¬ 
cional a x. Si y = 3 cuando x =2, y y — 7 cuando x = 3, hallar la relacion fun- 
cionaj entre x y y. 

8. y es directamente proporcional a la diferencia de dos cantidades, la pri¬ 
mera de las cuales (el minuendo) es inversamente proporcional a x y la segunda es 
inversamente proporcional ax 2 . Si y = 12 cuando x = 1, y y = 4 cuando x = 2, 
hallar la relacion funcional entre x y y. 

9. y es directamente proporcional a la suma de tres cantidades, la primera 
de las cuales es directamente proporcional a x 3 , la segunda es directamente pro¬ 
porcional a x 2 , y la tercera es directamente proporcional ax. Si y = 4 cuando 
x — 1, y = 14 cuando x = 2, y y = —10 cuando x = —1, obtener la relacion 
funcional entre x y y. 

En cada uno de los ejercicios 10-15 demostrar el teorema enunciado. 

10. Si x es directamente proporcional a y y y es directamente proporcional a z, 
entonces x y z son directamente proporcionales. 

11. Si x es inversamente proporcional a y y y es inversamente proporcional a 
z, entonces x y z son directamente proporcionales. 

12. Si x es directamente proporcional a z y y es directamente proporcional a z 
entonces x ± y y z son directamente proporcionales. 

13. Si x es directamente proporcional a z y y es directamente proporcional a z, 
entonces V xy y z son directamente proporcionales. 

14. Si x es directamente proporcional a y entonces x“ es directamente propor¬ 
cional a y". 

15. Si x es directamente proporcional a y y u es directamente proporcional a 
v , entonces xu y yv son directamente proporcionales. 

16. Demostrar el corolario del Teorema 1 del Art. 9.2. 

17. Generalizar el Teorema 1 del Art. 9.2 demostrando que si z es directa¬ 
mente proporcional a cada una de las variables x ly x 2 ,..., x n , por separado, to- 
mando en cada caso las variables restantes como constantes, entonces z es directa¬ 
mente proporcional al producto de x v x 2 ,. .., x n . 
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18. La distancia recorrida por un cuerpo que parte del reposo y cae libre- 
mente en el vatio es directamente proportional al cuadrado del tiempo de descen- 
so. Si el cuerpo desciende 4.45 metros en el primer segundo, calcular la distancia 
recorrida en los primeros 4 segundos. 

19. Para un cuerpo que cae tal como se espccifico en el ejercicio 18, la velo- 
cidad adquirida es directamente proportional al tiempo de descenso. Si un cuerpo 
adquiere la velocidad de 20 metros por segundo al final de 2 segundos, calcular 
el tiempo necesario para que el cuerpo adquiera la velocidad de 55 metros por 
segundo. 

20. La ley de Boyle establece que a temperatura constante, el volumen de una 
masa gaseosa es inversamente proportional a la presidn a que estA sujeta. Si una 
determinada masa de gas tiene un volumen de 140 cm : ' bajo una presidn de 20 Kg 
por metro cuadrado, calcular su volumen cuando la presion es de 35 Kg por me¬ 
tro cuadrado. 

21. El periodo de oscilacion de un pendulo simple es directamente proportio¬ 
nal a la raiz cuadrada de su longitud. Si el periodo de oscilacion de un pendulo 
de 1 metro dc longitud es 2 segundos, calcular el periodo de oscilacion para un 
pendulo dc 4 metros de longitud. 

22. El volumen de una masa gaseosa es directamente proportional a la tempe¬ 
ra tira absoluta c inversamente proportional a la presion. Si el volumen es 0.3 m 3 
cuando la temperatura es 300° y la presion es 1 Kg por centimetro cuadrado, calcu¬ 
lar el volumen cuando la temperatura es 320° y la presion es 1.5 Kg por centi¬ 
metro cuadrado. 

23 La carga de trabajo S de una viga horizontal de section transversal rec¬ 
tangular apoyada en ambos extremos, es directamente proportional al ancho b y 
al cuadrado de su espesor d e inversamente proportional a la distancia L entre 
los soportes. Una viga con b igual a 10 cm y d igual a 20 cm soporta una carga 
de 80 Kg siendo la separation entre los soportes igual a 6 metros. Calcular la 
carga de trabajo para la misma viga cuando se le voltea de modo que b sea igual 
a 20 cm y d igual a 10 cm. 

24. La ley de Ohm establece que la corriente que fluye por un conductor es 
directamente proportional a la fuerza electromotriz e inversamente proportional 
a la resistencia. Si la resistencia decrece un 10 por ciento, calcular el porcentaje 
de cambio en la fuerza electromotriz necesario para aumentar la corriente en un 
20 por ciento. 

25. El area lateral de un cilindro circular recto es directamente proportional 
al radio de su base y a su altura. Si el radio aumenta un 20 por ciento, calcular el 
porcentaje de cambio en la altura para que el Area lateral permanezea la misma. 

26. El empuje en el ala de un aeroplano es directamente proportional al Area 
del ala y al cuadrado de la velocidad del aeroplano. Calcular el porcentaje de 
cambio en el empuje si el Area del ala decrece un 25 por ciento y la velocidad 
aumenta en un 25 por ciento. 

27. El volumen de un cono circular recto es directamente proportional al 
cuadrado del radio de su base y a su altura. Si el radio aumenta un 10 por ciento, 
hallar el porcentaje de cambio en la altura para que el volumen no varie. 

28. La iluminarion en una pantalla es directamente proportional a la inten- 
sidad del foco luminoso e inversamente proportional al cuadrado de la distancia 
del foco. Calcular el porcentaje de cambio en la iluminacion si la intensidad del 
foco aumenta un 20 por ciento y la distancia al foco aumenta un 10 por ciento. 


206 


Variacion de funciones 


29. La frccuencia dc vibrat ion de una cuerda en tensi6n es directamente pro¬ 
porcional a la raiz cuadrada de la tension e inversamente proporcional al producto 
de la longitud por el di&metro de la cuerda. Calcular el porcentaje de canibio en 
la frccuencia si la tension aumenta un 20 por ciento, la longitud aumenta un 15 
por ciento, y el diametro disminuyc un 10 por ciento. 

30. La ley de la gravitacion de Newton establece que la fuerza de atraccion 
entre dos cuerpos es directamente proporcional al producto de sus masas e inver¬ 
samente proporcional al cuadrado de su distancia. Si una masa aumenta un 10 por 
ciento y la distancia entre las masas disminuye un 10 por ciento, calcular el por¬ 
centaje de cambio en la otra masa para que la fuerza de atraccion tenga un au- 
mento de un 10 por ciento. 


9.4. VARIACION EN LAS FUNCIONES ALGEBRAICAS 

Ahora consideraremos un tipo mas general de variacion, represen- 
tado por las funciones algebraicas. Sea, por ejemplo, la ecuacion 
x 2 + xy + y* = 4, que define a y como una funcion implicita de x. Es 
imposible expresar la ley de variacion entre las variables xy y por medio 
de una proposition sencilla, tal como se hizo en los problemas de varia¬ 
cion proporcional estudiados en los articulos anteriores. Sin embargo, 
podemos obtener una idea bastante clara de la relation de variacion en¬ 
tre x y y utilizando la grafica de la funcion. Ya hemos estudiado la 
representation grafica de funciones de una sola variable, y se recomienda 
que el estudiante vuelva a leer el Art. 3.9. 

Antes de emprender la construction de la grafica analizaremos las 
funciones de dos variables x y y. A esto se le llama “discutir” la ecuacion 
y presenta diversas ventajas. Generalmente sirve para reducir el trabajo 
que representa el calcular las coordenadas de los puntos de la grafica. 
Tambien nos puede ayudar a evitar grandes errores en el trazado de la 
grafica entre los puntos senalados. A continuation se describen algunas 
caracteristicas de una discusion de este tipo. 

El primer paso en la discusion de una ecuacion es hallar, si las hay, 
las intercepciones de la grafica con los ejes de coordenadas. Llamamos 
intercepcion de una curva con el eje X a la abscisa del pun to donde la 
curva corta al eje X , e intercepcion de una curva con el eje Y a la orde- 
nada del punto en que la curva corta al eje Y. El metodo para obtener 
las intercepciones resulta obvio en virtud de las definiciones. En efecto, 
ya que la intercepcion con el eje X es la abscisa de un punto del eje X, 
la ordenada de ese punto es cero; por lo tanto, bastara hacer y = 0 en 
la ecuacion de la curva y resolver la ecuacion resultante. Los valores 
re ales de x que sean solution de la ecuacion nos daran las intercepciones 
con el eje X. Analogamente, haciendo x = 0 en la ecuacion de la curva, 


Variacion de las funciones algebraicas 


207 


las soluciones de la ecuacion resultante para valores reales de y nos daran 
las intercepciones con el eje Y. Es importante observar que las intercep- 
ciones con el cje X corresponden a los ceros reales (Art. 3.9).* 

Un aspecto de mncha importancia en la discusion de una ecuacion 
es obtener la extension de su grafica. Con este termino se designa a la 
determinarion de los dominios de los valores reales que pueden tomar 
las variables x y y en la ecuacion de la curva. Esta information es util 
por dos motivos: (1) Da la situation general de la grafica en el piano 
de coordenadas. (2) Indica si la grafica es una curva cerrada o se extien- 
de indefinidamente. Como veremos pronto, los dominios de los valores 
reales de las variables x y y se determinan sencillamente despejando y 
de la ecuacion dada en terminos de x y despejando x en terminos de y. 

Ejemplo 1. Discutir la ecuacion x 2 4- xy 4- y 2 = 4 y construir su 
grafica. 

solucion. Haciendo y = 0 en la ecuacion se obtiene x z = 4 de don- 
de x = =b2, son las intercepciones con el eje X. Analogamente, haciendo 
x = 0 se obtiene y = d=2, que son las intercepciones con el eje Y. Las 
intersecciones son los puntos (2, 0) (—2, 0) y (0. 2) (0, -2). 

Para poder determinar la extension de la grafica despejaremos de la 
ecuacion y en terminos de x y tambien x en terminos de y. 1‘rimrramente 
escribimos la ecuacion dada en la forma 

y 2 + xy + x 2 — 4 =0 

lo cual puede considerarse como una ecuacion cuadratica en la variable 
y } tomando a x como una constante. Entonces por la formula de la ecua¬ 
cion cuadratica tenemos 


(1) 


—x ± Vx 2 — 4x 2 4- 16 

_ 

—X ± Vl6 — 3x 2 


Ahora bien, ya que unicamente nos interesan valores reales de x y y, se 
concluye de (1) que debe ser 16 — 3x 2 > 0. Por los metodos del Ca- 
pitulo 6 (Art. 6.5), encontramos que esta relacion es valida cuando x 
esta restringida al dominio de valores dados por 

—%V3 < x < %V 3. 

* La diferencia entre intercepcidn e intersection es que las intercepciones con 
el eje X son las abscisas de las coordenadas de los puntos de intersection de la 
curva con el eje, y las intercepciones con el eje Y son las ordenadas de las coorde¬ 
nadas de los puntos de intersection de la curva con el eje Y. 
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Analogamente, escribiendo la ecuacion dada en la forma 
x 2 + yx + y 1 — 4 = 0 

y considerandola corao una ecuacion cuadratica en la variable x, tomando 
a y como constante, encontramos por la formula de la ecuacion cuadra¬ 
tica que 

_ —y zt V 16 — 3 y- 
x 2 - 

Por lo tanto, para valores reales, y queda restringida al dominio 

—%V3 < y < %V3. 

En consecuencia se concluye que todos los puntos de la grafica deben 
estar dentro (o sobre) un cuadrado con centro en el origen y lados pa- 
ralelos a los ejes de coordenadas, cada uno de longitud %\^3 unidades. 
Por supuesto esto significa que la grafica es una curva cerrada como se 
muestra en la figura 35. 

Y 



Aparte de las intercepciones podemos obtener las coordenadas de 
puntos adicionales de la curva usando la relacion (1). Estos valores se 
muestran en la tabla que acompana a la grafica (una elipse). 
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Algunas curvas estan asociadas con una o mas rectas Ilamadas asin - 
totas las cuales son muy utiles al construir la grafica. 

Definicion. Si para una curva dada cxiste una recta tal que a me- 
dida que los puntos de la curva sc alejan del origen, las distancias de 
dichos puntos a la recta decrecen y tienden a cero, entonces la recta se 
llama una asintota de la curva. 

En nuestro estudio consideraremos solamente asintotas horizontales 
y verticales, es decir, asintotas que son paralelas al eje X o al eje Y y res- 
pectivamente. Muchas curvas carecen de asintotas, pero si una curva 
tiene una asintota horizontal o vertical, pueden hallarse por medios ana- 
logos a los utilizados para determinar la extension de la curva, tal como 
puede verse en el ejemplo siguiente. 

Ejemplo 2. Discutir la ecuacion x 2 y — x 2 — y = 0 y trazar su grafica. 

solucion. Se ve facilmente que la unica intercepcion con los ejes 
coordenados es el origen. 

Despejando y en terminos de x resulta 


En (2), y esta definida para todo valor de x excepto ±:1. Por lo tan to 
la grafica no es una curva cerrada sino que se extiende indefinidamente. 
para x > 1 y x < —1, yes positiva; para valores de x en el intervalo 
—1 < x < 1, y es negativa o cero. Cuando x tiende a +1 o —1, el valor 
absoluto de y aumenta indefinidamente, de modo que, de acuerdo con 
la definicion anterior, las rectas x = 1 y x = —1 son asintotas verticales. 

Despejando x de la ecuacidn dada en terminos de y resulta 



( 3 ) 


En (3), a; no esta definida para y = 1. Ademas x es compleja para valo¬ 
res de y en el intervalo 0 < y < 1, y por tanto dichos valores de y deben 
excluirse. Conformc y tiende a 1, a traves de valores "mayores que 1, el 
valor absoluto de x crece indefinidamente; por tanto, la recta y = 1 re- 
presenta una asintota horizontal. 

Las concluciones deducidas de las ecuaciones (2) y (3) acerca de los 
valores para los cuales estan definidas x y y, dan una buena idea de la 
situacion de la grafica en el piano de coordenadas. Existen tres regiones 
separadas en las cuales hay curva: arriba de la recta y — 1 y a la derecha 
de la recta x = 1; arriba de la recta y = 1 y a la izquierda de la recta 
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x - —1; y debajo del eje X entre las rectas x — 1 y x = —1. Eviden- 
temente la grafica es abierta. 

Las coordenadas de los puntos marcados pueden obtenerse de (2), 
para valores de x dentro de los intervalos ya mencionados. Los pares de 
valores correspondientes estan dados en la tabla de la figura 36. Las asin- 



Fig. 36 . 

totas estan representadas con Hneas de trazos. Conviene observar la ven- 
taja de trazar primero las asintotas de una curva, cuando existen, antes 
de constmir la curva. Las asintotas sirven de guia en la construction. 

Resumiendo, tenemos los siguientes cinco pasos en la discusion de la 
ecuacion de una curva y trazo de su grafica: 

1. Determination de las intercepciones o intersecciones con los ejes 
de coordenadas. 

2. Determination de la extension de la grafica. 

3. Determination de las asintotas verticales y horizon tales. 

4. Calculo de las coordenadas de un numero suficiente de puntos. 

5. Trazado de la curva. 

Se recomienda que el estudiante se acostumbre a comprobar que la 
discusion de una ecuaci6n y la grafica concuerden completamente. 

nota. El analisis anterior esta lejos de ser completo, pero es suficien¬ 
te para las necesidades de este libro. En geometria analitica y en calculo 
diferencial se hacen estudios mas detallados de las ecuaciones que incluyen 
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la determination de simetria, puntos maximos y minimos, puntos de in¬ 
flexion y otros puntos que puedan ser importantes para la construction 
de la curva. 

Conviene ademas observar que a veces, en ciertos problemas, se dispo¬ 
ne de un conjunto de pares de valores correspondientes, obtenidos por 
observation, pero no se conoce la ecuacion. La grafica de tales observa- 
ciones es frecuentemente de gran utilidad para deducir conclusiones im¬ 
portantes sobre el conjunto de los datos. Esto es lo que suele ocurrir en 
trabajos experimentales, estadisticos y adaptation de curvas. 


EJERCICIOS. GRUPO 31 


En cada uno de los siguientes ejercicios discutir la ecuacidn dada y construir 
la gr&fica correspondicnte. 


1. x 2 + y 2 = 4. 

3. 4* 2 + 9y 2 = 36. 

5. 4 y 2 — 9* 2 = 36. 

7. x 2 — 6x + y 2 = 0. 

9. 8* 3 — y = 0. 

11. x 3 —x — y = 0. 

13. x — y* + 9y 2 = 0. 

15. x 3 4- xy 2 — y 2 = 0. 

17. x 2 — xy + y 2 = 1. 

19. x 2 — xy— 3y 2 =l. 

21. x 2 y — 4 y — x = 0. 

23. x 2 y — xy — 2y — 1 = 0. 
25. x 2 y 2 — Ax 2 — Ay 2 = 0. 
27. y 2 = (x—l)(x —2). 
29. y 2 = x(x + 1)(* + 2). 


2. 9x 2 f 4y 2 = 36. 

4. 9* 2 — 4y 2 = 36. 

6. x 2 + y 2 — Ay = 0. 

8. Ax 2 — y 2 — 2y — 2 = 0. 

10. y = x 3 -f x 2 — 9x — 9. 

12. x 2 — y 3 = 0. 

14. xy — y — 1=0. 

16. x 2 + xy 4- y 2 = 1. 

18. x 2 4- 2*y — y 2 = 2. 

20. x 3 4* y 2 — 4y + 4 = 0. 

22. xy 2 — 9x — y— 1 = 0. 

24. x 2 — xy + 5y — 0. 

26. y 2 = x(*—l) 2 . 

28. y 2 = (x—l)(x — 2)(x — 3). 
30. y 2 = x(x + 2)2 
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10.1. INTRODUCTION 

En este capitulo cstudiaremos las propiedades de cicrtos conjuntos 
especiales de numeros. Se les considcra especiales en el sentido de que los 
elementos o terminos se forman ordenadamente siguiendo una determinada 
ley. Por ejcmplo, los elementos del conjunto formado por los n numeros, 

(1) 3,5, 7,...,2n + l, 

se obtiencn en forma ordcnada multiplicando el numero que indica el 
oiden del termino por 2 y aumentando el rcsultado en 1. Asi el primer 
termino es 2(1) + 1 = 3, el segundo termino es 2(2) + 1 = 5, el tercer 
termino es 2(3) + 1 = 7, y asi sucesivamente. 

Los conjuntos de este tipo tienen tal importancia que se les da cl nom- 
bre especial de sucesioncs . 

Definicion. Una sucesion de numeros es un conjunto ordenado de 
numeros formados de acuerdo con una ley dada. 

El requisite cscncial para que exista una sucesion es que exista una 
ley o formula con la cual sea posible obtencr cualquicr elemento de la 
sucesion. Por ejemplo, si u n representa cl enesimo termino de una suce¬ 
sion, entonces debe existir una expresion para u n en terminos de n y es 
decir, dicho termino enesimo debe ser una funcion de n. Asi, en el ejcmplo 
dado anteriormente, u n = 2n + 1 , la cual es una formula que nos pcr- 
mite obtener cualquier termino de la sucesion. 

Si una sucesion tiene un ultimo termino se le llama sucesion finita; 
en caso contrario, es decir, si el numero de terminos es ilimitado, se le 
llama sucesion infinita . 

nota. La suma indicada de los terminos de una sucesion recibe cl 
nombre de serie; una scrie puede ser finita o infinita segun que la suce- 
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sion que la forma sea finita o infinita. Las series infinitas son objeto de 
estudio especial en los tiatados de calculo diferencial y tambicn son de 
gran importancia en la Tcoria de funciones. 

En los siguientes articulos estudiaremos tres tipos diferentes de suce- 
siones finitas y un tipo de suecsion infinita. 


10.2. PROGRESION ARITMETICA 

Definicion. Una progre sion aritmetica es una sucesion de numeros 
tal que cada uno de los terminos posteriores al primero se obtiene ana- 
diendo al termino anterior un numero fijo llamado la diferencia de la 
progresion. 

Un cjemplo de progresion aritmetica es la suecsion (1) del Art. 10.1. 
De acuerdo con la definicion, una progresion aritmetica puede escri- 
birse en la forma 

(1) a l9 a x + d, Qi + 2d, a x + 3d ,..., 

en donde a x se llama primer termino y d es la diferencia. 

Si a n representa el cnesimo termino de la sucesion ( 1 ), entonces 

el segundo termino es a 2 = a t + d, 
el terccr termino es 03 = ^!+ 2d, 
el cuarto termino es a A = a Y + 3 d, 

y en general, el cnesimo termino es 

(2) On = a, + (n — 1 )d. 

Ahora vamos a obtener una expresion para la suma s n , de los n pri- 
meroa terminos de la sucesion ( 1 ), es decir, para la suma 

(3) s n = a x + (at + d) + (ci + 2d) 4- ... 

+ ( a n — 2d) + ( a n — d) 4 ~ a n . 

Escribiendo los terminos del segundo miembro de (3) en orden in- 
verso, tenemos 

(4) s n — an + (a n — d) + {a n — 2d) + ... 

4- (fli 4- 2d) 4~ (fii + d) 4- a v . 

Sumando miembro a miembro (3) y (4), tenemos 9 

• 2 Sn = (fli 4- On) 4- ( Q>\ + fl») 4" (fli + fl«) + . . . 

4-(fli 4- a n ) 4- (a, + a n ) 4- (a x 4* a n ) = n(a x 4" a n ) 
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de donde 

n 

(5) = 2 (flt + On). 

Este resultado nos dice: 

Teorema 1. Si en una progresidn aritmetica a x es el primer termino, 
On es el enesimo termino , d es la diferencia y s n es la snma de los n pri¬ 
mer os thminos , entonces tenemos las dos relaciones independientes 

<* n = fli + (n — 1 )d, 
n 

y s n = -(at + a*). 

Utilizando estas dos relaciones jiodemos obtener una segunda para s n que 
puede reemplazar a la relation (5) : 

(6) = + (n— \)d\. 

La demostracion del Teorema 1 puede efecluarse en forma rigurosa 
usando el metodo de induccion matematica (Ait. 7.2). 

Es importante observar que los cinco elementos: a L , a n , d, n y s ny de 
una progresion aritmetica estan rclacionados por medio de dos formulas 
independientes. Por tanto, si se conocen tms cualesquiera de dichos ele¬ 
mentos, pueden calcularse los otros dos. 

Ejemplo 1. En la progresion aritmetica 3, 5, 7, 9,..., calcular el 
termino de lugar doce y la suma de los primeros doce terminos. 

solucion. En esta progresion a Y — 3, d — 2, n = 12. Por tanto, por 
el Teorema 1, 

a 12 = a x + (n — l)rf = 3+ 11*2 = 25, 
y 5i2 = ^ (fli + a n ) = ~ (3 T 25) = 168. 

Ejemplo 2. En una progresion aritmetica a x = 2 y d = 3. ^Cuantos 
terminos deben tomarse para que la suma sea 155? 

solucion. En este problema sabemos que a v — 2, d = 3 y s n = 155, 
y descamos hallar el valor de n. Ya que no conocemos el valor de a n , 
sera conveniente utilizar la formula ( 6 ) que da s tl , y resulta: 

155 = ^[2*2 + (n — 1)3], 

310 = 4n -1- 3n 2 — 3n, 

3n 2 + n — 310 = 0. 

Factorizando, (3 n + 31) {n — 10) = 0, 

31 

de donde n~ - - > 10 - 
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Ya que n debe scr un numero entero y positive), el numero de terminos 
buscado es 10. 

En una progresion aritmetica los terminos que estan entre dos termi¬ 
nos dados a y b se llaman medios aritmeticos entre a y b. Los terminos 
a y b reciben el nombre de cxtremos. Por ejemplo, en la progresidn arit¬ 
mctica 3, 6, 9, 12, 15, 18,, los medios aritmeticos entre los extrcmos 
6 y 18 son 9, 12 y 15. La manera como se interpolan un numero dado 
de medios aritmeticos entre dos numeros dados se muestra en el ejemplo 
siguiente. 

Ejemplo 3. Interpolar cinco medios aritmeticos entre 9 y —3. 

solucion. Debemos encontrar cinco numeros que con el 9 y el -— 3 
como extremos, fonnen una progresion aritmctica. Por tanto, necesitanios 
solamente hallar la diferencia d de una progresion aritmctica de 7 termi¬ 
nos con a x = 9 y a 7 = —3. Para ello, sustituyendo en la relation 

an = a x + (n — 1 )d y 
tenemos —3 = 9 + 6 d, 

de donde d — —2. 

Por tanto, los cinco medios aritmeticos entre 9 y —3 son: 9 — 2 = 7, 5, 
3, 1, —1. Como comprobacidn observemos que al anadir d = —2 al 
ultimo medio aritmetico —1, obtenemos —3 que es el segundo extremo. 

Si se interpola un solo medio aritmetico entre dos numeros dados, 

♦ este se llama su media aritmctica . Sea A la media aritmctica de los nume¬ 
ros a y 6, lo cual significa que a, A, b est^n en progresion aritmetica. En- 
tonces, su diferencia comun sera 

d = A — a ~ b — A, 
de donde 2 A = a + b. 


a + b 



es decir, la media aritmetica de dos numeros dados es igual a la mitad de 
su suma. La media aritmetica tambien recibe frecuentemente el nombre 
de promedio. 

EJERCICIOS. GRUPO 32 

-En cada uno de los ejercicios 1-6 hallar a n y s n en la progresidn aritmetica 
dada para el numero indicado de terminos. 

L 2, 6, 10, ...hasta 11 terminos. 2. —3, —1, l,...hasta 9 terminos. 

3. 9, 7, 5,... hasta 14 terminos. 4. 10, 9, 8,.. . hasta 20 terminos. 

5. —8, ——5, — hasta 16 terminos. 

6. 3, . hasta 24 terminos. 
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En cada uno de los ejercicios 7-14 se dan tres de los cinco elementos de una 
progresion aritmetica. Calcular los otros dos elementos. 

7. fll = 5, d = —3, n = 8. 8. a 1 = —3, c M = 8, r n = 30. 


9 . 

11 . 


11, d = —2, = — 28. 


10. a n = 29, s n =225, d — 2. 

30, « n « —10, J n = 90. 12. n = 11 = 2, = —44. 

13. fll - 45, d = —3, r n = 357. 14. <z n = 9, d = 3, r n = —6b. . 

15. Hallar la suma de todos los multiplos positivos de 3 que son inenores que 20. 

16. Calcular la suma de todos los multiplos positivos de 5 que son menorqs 
que 100. 

17. Obtener la media aritmetica de 7 y —11. 

18. La media aritmetica de dos numeros es 6. Si uno de los numeros es 21, 
calcular el otro nurnero. 


19. Interpolar cinco medios aritmeticos entre —4 y 8. 

20. Interpolar sietc medios aritmeticos entre 5 y 1. 

21. Interpolar cinco medios aritmeticos entre —12 y 4. 

22. Interpolar dos medios aritmeticos entre 1 + \^2 y 1 — 2\^2. 

23. El tercer termino dc una progresion aritmetica es —3 y cl octavo tennino 
es 2. Hallar la diferencia y el sexto tennino. 

24. El cuarto termino de una progresidn aritmetica es 11 y el und6cimo ter¬ 
mino es 21. Calcular el primer termino y la suma de los primeros quince tenninos. 

25. El quinto tennino de una progresidn aritmetica es 2 y el noveno terihino 

08 10- Obtener el septimo termino y la suma de los primeros 12 terminos. 

26. El sexto termino de una progresion aritmetica es —9, y el duodecimo ter¬ 
mino es —33. Hallar la diferencia y la suma de los primeros diez terminos. 

27. Dcmostrar el Tcorema 1 del Art. 10.2 usando el metodo de induccion 
matemdtica. 

28. Si se interpolan n medios aritmeticos entre a y b, demostrar que la dife¬ 
rencia viene dada por d = (6 — a)/(n + 1). 

29. Calcular la suma de los n primeros numeros enteros y positivos impares. 

30. Hallar la suma de los n primeros numeros enteros y positivos pares. 

31. Calcular la suma de los 2 n primeros numeros enteros y positivos. Coin- 
pmebe el resultado combinando los resultados de los ejercicios 29 y 30. 

32. Obtener el termino central de la progresion aritmetica del ejercicio 1. 

33. Calcular el termino central de la progresion aritmetica del ejercicio 2. 

34. Hallar los dos terminos centrales de la progresion aritmetica del ejer¬ 
cicio 3. 

35. Calcular los dos terminos centrales de la progresion aritmetica del ejer¬ 
cicio 4. 

36. Hallar el termino central de una progresion aritmetica de n terminos cuyo 
primer tennino es a x y cuya diferencia es d> siendo n un nurnero impar. Demos¬ 
trar que el termino mencionado es igual a s n /n. 

37. Calcular los dos terminos centrales de una progresidn aritmetica de n 
terminos cuyo primer tennino es y cuya diferencia es d , siendo n un nurnero 
par. Demostrar que la suma de dichos terminos es 2 s u /n. 

38. Usar los resultados de los ejercicios 36 y 37 para comprobar los resulta¬ 
dos dc los ejercicios 32-35. 

39. Calcular la suma de la sucesidn 1, —3, 5, —7, 9, —ll,...hasta 2 n 
terminos. 

40. Hallar la suma de la sucesidn 1, —2, 3 ; —4, 5, —6,... hasta 2 n terminos. 
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41. Demostrar que la suma de 2n + 1 numeros enteros consecutivos cuales- 
quicra es divisible entre 2n + 1. 

42. Si cada uno de los terrninos dc una progresion aritmetiea se multiplies 
por una misrna cantidad, no igual a cero, demostrar que la sucesion resultante 
es tambien una progresion aritmetiea. 

43. Un cuerpo en caida libre recorre aproximadamente 4.9 metros en el pri¬ 
mer segundo, y en cada segundo subsecuente recorre 9.8 metros m£s que en el 
segundo anterior. Se deja caer una piedra de lo alto de una torre y se observa que 
tarda 4 segundos en llegar al suelo; hallar la altura de la torre y la distancia re- 
corrida por la piedra en el ultimo segundo. 

44. La suma de tres numeros en progresion aritmetiea es 21 y el producto 
del primero y el tercero es 33. Hallar los numeros. ( Sugerencia: Representar los 
numeros por a — d, a, a 4- d.) 

45. Un numero est& fonnado por cuatro digitos en progresion aritmetiea. La 
suma de todos los digitos es 16 y la suma de los ultimos dos digitos es 12. i Cu£l 
es el numero? 


10.3. PROGRESION GEOMETRICA 

El estudiantc observara que entre este articulo y el precedente existe 
una marcada analogia. 

Definicion. Una progresion geometrica es una sucesion de numeros 
tal que cualquier termino posterior al primero se obtiene multiplicando el 
termino anterior por un numero no nulo llamado raznn de la progresion. 
Un ejemplo de progresion geometrica es: 1, y 2 , %, %,.... 

De acuerdo con la definicion, una progresion geometrica puede es- 
cribirse en la forma 

( 1 ) at, a-j, air 2 , — , 

en donde a l rccibe el nombre de primer termino y r es la razon. 

Si a n representa el enesimo termino de la sucesion (1), entonces 
= a x r, = a x r 2 , y en general, el enesimo termino sera 

(2) a n = as”- 1 

Ahora vamos a obtener una expresion para la suma s n , de los n pri- 
meros terminos de la sucesion (1), es decir, para la suma 

(3) s n = fli + a x r + as 2 +_+ as n ~ 2 + flif" -1 . 

Multiplicando ambos mlembros de (3) por r, obtenemos 

( 4 ) rsn = as + as 2 + ... + as rt ~ 2 4 - as n ~ 1 + as n - 
Restando miembro a miembro (4) de (3), resulta 

— rs n = a x — as n , 
s n ( 1 — r) — a x ( 1 — r n ). 


o st a 
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de donde 

(5) 


_ c t (l —r") 
1— r 


r^l. 


Teorema 2. Si en una progresion geometrica a t cs el primer termino, 
a n es el enisimo thmino, r es la razon y s„ es la suma de los n primeros 
taminos, entonces tenemos las dos relaciones indepcndirntes 


o« = a,r n ~ 1 , 

. _ «t(l- 


■r n ) 


l—r 


r^l. 


De la primera igualdad obtenemos ra n — a^ n que al sustituirse cn la 
scgunda nos da la siguicnte formula que puede rccmplazar a la rela¬ 
tion (5): 

a, — ra n 


( 6 ) 


1 — r 


r=£l. 


La demostracion del Teorema 2 puede cfectuarse en forma rigurosa 
usando el metodo de induccion matematica (Art. 7.2). 

Es importante observar que los cinco elementos a u a Hy r, n , y s n> de 
una progresion geomtnriea cstan relacionados por medio de dos formulas 
independientes. Por tanto, si se conocen tres cualesquiera de dichos ele¬ 
mentos, pueden determinarse los otros dos. 

Ejemplo L En la progresion geometrica 1, 2, 4,..., hallar el septimo 
termino y la suma de los sicte primeros terminos. 

solucion. En esta progresion, a t = 1, r = 2, n — 7. Por tanto, por 
el Teorema 2, 

a 7 = a^r”- 1 = 1 • 2 G = 64, 


s 7 — 


gl ( l —r») _ 1 (1 — 2 7 ) _ 


l—r 


1 


= 127. 


Ejemplo 2. En una progresion geometrica el primer termino es 4, el 
ultimo es 30%, y la suma de los terminos es 83%. Hallar la razon y el 
numero de terminos. 

243 

solucion. En cste problema sabemos que a t = 4, a n = 30% =- y 

665 v 

s n = 83% =-y deseamos calcular r y n. Ya que se dcsconoce tanto r 

8 

como n usaremos la relacion (6): 


Sn ~ 


a i — ra n 
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Sustituycndo, 


243 

4- r 

665 _ 8 

8 1 — r 


Multiplicando por 8(1 — r), se obticnc 665 — 665r = 32 — 243r, 


dc donde 


—422r = —633 y r = -. 

2 


Sustituycndo cn a n = air” -1 , 

/3 V 1 

tcncmos -= 41 — I 

\ 2 / 

943 

de donde 


243 

8 

243 

"32* 


y 

Por tanto 


-ft)" 

(fy-ftr-, 

n — 1=5 y 72 = 6. 


En una progresion geom/trica los terminos entre dos terminos dados 
ay b rcciben el nombre de medios geometricos entre ay b. Los terminos a 
y b se llaman cxtrcmos . El metodo para interpolar medios geometricos 
entre dos numeros dados se muestra en el ejemplo siguiente. 

Ejemplo 3. Interpolar cinco medios geometricos entre % y 16. 


solucion. Debemos encontrar 5 numeros tales que, con % y 16 como 
extremos, formen una progresion geometrica. Por tanto bastara determi- 
nar la razon r de una progresion geometrica de 7 terminos en la que 
a i — V\ y a ? = 16. sustituyendo en la relacion 

a n =* ait 91 - 1 , 

tenemos 16 = ^4r 6 , 

de donde r 6 = 64, 

y r = 2. 


Los 5 medios geometricos son y 4 • 2 = % • 2 = 1, 2, 4, 8. Como com- 

probacion observamos que al multiplicar el ultimo medio geometrico 
8 por la razon 2, obtenemos 16, que es el segundo extremo. 

nota 1. Hcmos visto anteriormente (Art. 8.6, Teorema 4) que todo 
numero (excepto cl cero) tiene exactamente n raices enesimas distintas. 
Por tanto 3 en el ejemplo anterior hay realmente seis valores distintos para 
r y, en consecuencia, seis conjuntos distintos de medios geometricos. Sin 
embargo, para nuestro proposito es suficiente, a menos que se espccifique 
lo contrario, limitamos a progresiones geometricas cuyos terminos sean 



Progresion geometrica 


221 


rcalcs y unicos. Esta simplificaci6n se obtuvo cn el ejemplo anterior al 
tomar como valor de r unicamente la raiz principal de 64 (Art. 2.13). 

Si se intcrpola un solo medio geometrico entre dos numeros dados se 
obtiene la mcdida geometrica. Sea G la mcdida geometrica de dos nume¬ 
ros dados a y b, lo que signifiea que a y G y b estan en progresion geome¬ 
trica. Entonces la razon sera 

G b 
T ~G 

de dondc G 2 = ab, 

y G = ±:Va6, 

es decir, la media geometrica de dos numeros dados es igual en valor ab- 
soluto a la raiz cuadrada de su producto. La media geometrica tambien 
se llama media proporcional. 

nota 2. En la nota 1 acordamos que, a menos que se cspccificara 
lo contrario, los terminos de una progresion geometrica se considerarian 
como reales y unicos. Luego, para que la media geometrica G de a y b 
sea real, a y b deben tener el mismo signo. Ademas, para que G tenga 

un valor unico, convendremos en dar a G signo comun a a y b. Asi, por 

ejemplo, la media geometrica de 3 y 48 es 12; mientras que la media 
geometrica de —3 y —48 es — 12. Observese que cn ambos casos r = 4, 
que es la raiz cuadrada principal de 16. 

EJERCICIOS. GRUPO 33 

En cada uno de los ejercicios 1-6, hallar a n y s n en la progresidn geometrica 
dada para el numero indieado de terminos. 

1. 2, 4, 8,... hasta 10 terminos. 2. 3, 6, 12,_hasta 7 terminos. 

3. 1, 4, 16,... hasta 7 terminos. 4. 3, 6, —1, %,.. . hasta 8 terminos. 

5. 48, 24, 12... hasta 6 terminos. 6. 2, —%, %, ... hasta 7 terminos. 

En cada uno de los ejercicios 7-12,. se dan tres de los cinco elementos de una 
progresion geometrica. Calcular los otros dos elementos. 

7. flj — 1, a n = — 3 % 43 , f — —%• 0. = 2, <z l0 = — 1024, n — 10. 

9. a ± = 2, a g = 64, n = 6. 10. a n — 729, r = 3, = 1093. 

11. r = 2, s 7 = 635, n = 7. 12. n = 6, r = *4, a , = 16. 

13. Interpolar tres medios geom£tricos entre 16 y Vio- 

14. Interpolar cuatro medios geometricos entre % y —27. 

15. Interpolar cinco medios geometricos entre % y 8. 

16. Interpolar tres medios geometricos entre 2 y 8. 

17. Hallar la media geometrica de x 2 y y 2 . 

18. La media geometrica de dos numeros jx>sitivos es 4. Hallar los numeros 
si uno de ellos es el cu&druplo del otro. 

19. El tercer termino de una progresion geometrica es 3, y el septimo termino 
es %j. Calcular la razon y el primer termino. 
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20. El segundo termino de una progresidn geometrica es —18, y el quinto 
termino es A %. Calcular el sexto termino y la suma de los cinco primeros terminos. 

21. El tercer termino de una progresidn geometrica es 9 y el sexto termino 
es 243. Hallar el scptimo termino y la suina de los primeros seis terminos. 

22. Demostrar el Teorema 2 del Art. 10.3 por induccidn matematica. 

23. Las fdrmulas para s^ dadas por las relaciones (5) y (6) del Art. 10.3, no 
son v&lidas para r = 1. Obtener la f6rmula para la suma de n terminos de una 
progresidn geometrica cuyo primer termino es a, y cuya raz6n es r = 1. 

24. Demostrar que si cada termino de una progresidn geometrica se multi¬ 
plica por una constante no nula, la sucesidn resultante es tambien una progresion 
geometrica. 

25. Demostrar que si se alteman los signos de los terminos de una progresi6n 
geometrica resulta otra progresidn geometrica. 

26. Si cada termino de una progresion geometrica se resta del termino si- 
guiente, demostrar que las diferencias sucesivas forman otra progresidn geometrica. 

27. Si cada termino de una progresidn geometrica es elevado a la misma po- 
tencia entera y positiva, demostrar que la sucesidn resultante es tambien una pro- 
gresi6n geometrica. 

28. Demostrar que los redprocos de los terminos de una progresion geometri¬ 
ca forman tambien una progresion geometrica. 

29. Una bomba para extraccion de aire expulsa en cada movimiento la de- 
cima parte del aire dc un tanque. Calcular la fraccion del volumen original de 
aire que queda en el tanque, al final de ocho movimientos. 

30. La masa de un pendulo recorre 16 cm durante la primera oscilacion. En 
cada una de las oscilaciones siguientes la masa recorre % de la distancia recorri¬ 
da en la oscilacion anterior. Calcular la distancia total recorrida por la masa en 
seis oscilaciones. 

31. Un recipiente contiene 36 litros de alcohol puro. Se sacan seis litros y 
se reemplazan con agua. Si esta operation se efeetua seis veces, calcular la can- 
tidad de alcohol puro que queda en el recipiente. 

32. Una pelota de hule cae de una altura de 20 metros y rebota ascendiendo 
cada vez hasta una cuarta parte del ascenso anterior. Calcular la distancia total 
recorrida por la pelota cuando pega en el suelo por sexta vez. 

33. La media aritmetica de dos numeros positivos diferentes es 5 y su media 
geometrica es 4. Calcular los numeros. 

34. La suma de tres numeros en progresidn aritmetica es 15. Si estos nume¬ 
ros se aumentan en 2, 1 y 3, respeetivamente, las sumas quedan en progresidn 
geometrica. Calcular los numeros. 

35. Si tres numeros diferentes a, b y c est&n en progresion geometrica, demos¬ 
trar que 1/(6 — a ), 1/26, y 1/(6 — c) estan en progresion aritmetica. 


10.4. PROGRESION ARMONICA 

En este articulo consideraremos una sucesion de numeros especial. 

Definicion. Una progresion armonica es una sucesidn de numeros cu- 
yos redprocos forman una progresion aritmetica. 
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Por ejemplo, la sucesion - es una progresion armo¬ 

nica ya que 2, 4, 6 , ..., 2 n, . .. es una progresion aritmetica. 

De esla definicion resulta evidente que los problemas de progresio- 
nes armonicas pueden resolverse considcrando en cada caso la progresion 
aritmetica correspond iente, tal como veremos en los ejemplos que damos 
a continuacion. Sin embargo debe observarse que no hay for nulas gene- 
rales para el enesimo termino o la suma de n terminos de una progresion 
armonica. 

Ejemplo 1. El segundo termino de una progresion armonica es y 5 
y el octavo termino es % 3 . Calcular el quin to termino. 

solucion. Resolvemos este problema considerando la correspondien- 
te progresion aritmetica en la cual a 2 — 5 y a 8 = 23. Por la formula del 
Art. 10.2, a n = ai + (n — 1)</, tenemos 

5 = a x + d, 

y 23 = a x + Id. 

Restando, obtenemos 18 = 6 d, de donde d = 3 y a x = 2. Luego, a 5 —a Y 
+ = 2 + 4 ■ 3 = 14, lo que significa que el quinto termino de la pro¬ 

gresion armonica es y 14 . 

En una progresion armonica los terminos que estan entre dos termi- 
nos dados a y b se llaman medics armonicos entre a y b. El metodo para 
interpolar medios armonicos entre dos numeros dados se explica en el 
ejemplo siguiente. 

Ejemplo 2. Interpolar cuatro medios armonicos entre y 7 y —%. 

solucion. Por los terminos del Art. 10.2, encontramos que los cua¬ 
tro medios aritmeticos entre 7 y —3 son 5, 3, 1 y —1. Luego, los recipro- 
cos de estos numeros nos dan los cuatro medios armonicos buscados y 5> 

1 y —1. 

Si se interpola un solo medio armonico entre dos numeros dados se 
obtiene la media armdnica. Sea H la media armonica de dos numeros 
dados a y b, lo que significa que a , H, b estan en progresion armonica. 

1 1 1 

Por tanto, —, - estan en progresion aritmetica cuya diferencia es 
a H b 


1 1 „ 1 1 

H a ~ b Tl ’ 
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de donde 


y 


2 _ 1 1 _ b + a 

H a b ab 
H _ ab 
2 b + a 
2 ab 

H =-. 

a + b 


Hemos visto anteriormente (Art. 10.2) que la media aritmetica A de dos 
numeros dados a y b es 

a + b 

A =-. 

2 


Para evitar un error muy frecuente, el estudiante debe observar que la 
media armonica de dos numeros dados no es igual al reciproco de su me¬ 
dia aritmetica. 

Existen varias relaciones interesantes entre las medias aritmetica, geo¬ 
metrica y armonica de dos numeros dados. Por ejemplo, puede demos- 
trarse fadlmente que la media geometrica de dos numeros es tambien la 
media geometrica de sus medias aritmetica y armonica. Tambien se deja 
como ejercicio la demostracion de que para dos numeros positivos dife- 
rentes, la media aritmetica es mayor que la media geometrica la cual, a 
su vez, es mayor que la media armonica. Resumimos estas propiedades 
en el teorema siguiente. 


Teorema 3. Si A, G y H son la media aritmetica, la media geometri¬ 
ca y la media armonica y respectivamente, de dos numeros positivos dife - 
rentes a y b y se verifica que 


a + b 



G = V^b, 


estando A, G y H relacionados por 


H = 


2 ab 

a + b’ 


C 2 = AH. A> G>H. 


EJERCICIOS. GRUPO 34 

1. El tercer termino de una progrcsion armonica es % y el sexto termino es 
%. Calcular el noveno termino. 

2. El segundo termino de una progresion armonica es 3 y cl quinto termino 
es %. Hallar el octavo termino. 

3. Los tres primcros terminos de una progresi6n armonica son %,%. Calcu¬ 
lar los terminos sexto y octavo. 

4. Los tres primcros terminos de una progresion armdnica son ——1, 1. 
Hallar el noveno termino. 
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5. Intcrpolar tres medios armonicos cntre 2 y 1. 

6. Intcrpolar cuatro medios armonicos entre —% y Viz. 

7. Intcrpolar cinco medios armonicos entre 7 y 1. 

8. Hallar la media armonica de 3 y 9. 

9. Calcular la media armonica de x + y y x — y. 

10. La media aritmetica de dos numeros es 8 y su media armonica es 6. ^ Cur¬ 
ies son los numeros? 

11. La media armonica de dos numeros es y su media aritmetica es 4. 
Hallar los numeros. 

12. La media armonica de dos numeros es 2 % y su media geometrica es 6. 
Calcular los numeros. 

13. Dctcrminar el valor de x para que x, x — 6 y x — 8 formen una progre¬ 
sion armonica. 

14. Determincir los valores de x y y sabiendo que x, 4, y est£n en progresion 
aritmetica y que y, 3, x estan en progresion armdnica. 

15. Tres numeros estan en progresion armonica siendo cl tcrcero el doblc 
del primero. Si el primer numero se disminuye en 1, el segundo se aumenta en 
l A, y cl tcrcero se aumenta en 5^ los rcsultados estan en progresion geometrica. 
^Cuales son los tres numeros? 

16. En el Teorema 3 (Art. 10.4), demostrar que G 2 — AH. 

17. En el Teorema 3 (Art. 10.4), demostrar que A > G > H. 

18. Si a, b , c est&n en progresion aritmetica y b, c, d estan en progresion 
armonica, demostrar que ad — be. 

19. Si H es la media armonica de a y b, demostrar que 



20. Si a 2 , fc 2 , c 2 estan en progresion aritmetica, demostrar que b + c, c 4* a, 
a + b estan en progresion armonica. 

21. Si a, b, c cst&n en progresion armonica, demostrar que 

a b c 

b + c ’ a + c ’ a + b 

tambien estan en progresion armonica. 

22. Si a, by c est&n en progresion armonica, demostrar que 

2 a — b b 2c — b 

2 ’ 2 * 2 

cst&n en progresion geom6trica. 

23. Si a, by c estan en progresion armonica, demostrar que a, a — c t a — b 3 
tambien cstitn en progresion armdnica. 

24. Si a es la media aritmetica de b y c, y b es la media geometrica de a y c, 
demostrar que c es la media armdnica de a y b. 

25. Si a, by c estan en progresion armdnica demostrar que 

a b c 

b + c — a c + a — b ^ a + b — c 
tambien estan en progresidn armonica. 
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10.5. PROGRESSION GEOMETRICA INFINITA 

Hasta aqui, hemos considerado solamente progresiones finitas. Ahora 
estudiaremos las pit)gresiones geometricas infinitas, es dedr, aqucllas en 
que el numero de tenninos es ilimitado. Para este proposito se requiere 
conocer el concepto de limite , que es de importancia fundamental en las 
matematicas. 

Definicion. Se dice que la variable x tiene comb limite la constante k , 
si y solo si, el valor absoluto dc la diferencia entre valores sucesivos de 
x y el numero k, es decir \x — k |, puede llegar a ser, y permanecer, menor 
que cualquier numero positivo dado de antcmano, por pcqueno que 
este sea. 

Las notaciones usadas para limite son: 

lim x — k o x -» k, 

la primera se lee “el limite de a* es k, y la scgunda “x tiende a k”. 

nota 1. El estudiante se encontrara mas adelante con la definicion 
general del concepto de limite cuando emprenda el estudio del calculo 
diferencial. Sin embargo la presentc definicion satisface nucstras necesi- 
dades actuales. 

En diversos tcmas de matematicas elementales se aplica el concepto de 
limite. Por ejemplo, si consideramos el perimetro de un poligono inscrito 
en una circunferencia y hacemos que aumente el numero de lados, los 
perimetros de los poligonos resultantes tienden hacia la longitud de la 
circunferencia. Esto es, aumentando el numero de lados suficientemente, 
podemos lograr que el valor absoluto dc la diferencia entre el perimetro 
y la longitud de la circunferencia resulte menor que cualquier numero 
positivo dado de antemano. por pcqueno que este sea. En este ejemplo 
la variable x de nucstra definicion esta representada por los diversos va¬ 
lores del perimetro P, y la constante k esta representada por la longitud 
de la circunferencia C. Entonces podemos escribir 

(1) lim P = C. 

Tambien consideraremos el caso en que una variable aumenta en 
forma ilimitada. Un ejemplo sencillo corresjx)nde al caso de una suce- 
sion infinita, o sea con un numero de terminos iiimitados. Indicamos esto 
escribiendo oo, lo cual se lee “n tiende a infinito”. 

nota 2. Es importante que el estudiante comprenda que el simbolo 
oo no es un numero. La notacion n—> oo tambien puede interpretarse 
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como que al crcccr n, dicha variable puede llegar a ser mayor que cual- 
quier numero dado de antemano por grande que este sea. 

El concepto de limite se utiliza muy a menudo en conexion con la 
variacion de dos variables relacionadas. Por ejemplo, consideremos la 
funcion 

1 


Supongamos que x ticnde al limite 1, entonces es posible demostrar que 
y tiene por limite y 2 . En consecuencia escribimos 


Km - 

x-*i 1 ! x 


1 



lo cual se lee “el limite de 1/(1 + x), diando x tiende a 1, es V/’. 

En el ejemplo anterior que dio lugar a la relacion (1), sea P n el pe- 
rimetro de un poligono de n lados inscrito en una circunferencia dada 
diya longitud es igual a C. Si hacemos tender a infinito el numero de 
lados n f podemos escribir 

lim P n = C, 

n-*co 


que indica el proceso del paso al limite en forma mas completa que la 
relacion (1). 

Consideremos ahora la funcion 


1 



Suponicndo que x se acerca cada vez mas al numero 1, es evidente que y 
aumenta; de hecho, tomando x suficientemente proximo a 1 podemos lo- 
grar que y sea mayor que cualquier numero dado de antemano, por gran¬ 
de que este sea. Entonces decimos quo cuando x tiende a 1, y tiende a 
infinito, y escribimos 

Kin -= oo. 

l 1 —x 

Paradojicamente, esta ultima igualdad es solamente un modo simbolico 
de decir que no existe el limite. Como se observo anteriormente, el sim- 
bolo oo no es un numero, y esta igualdad solo significa que al aproximar- 
se el valor de x a 1 la expresion 1/(1—x) aumenta, pudiendo llegar 
a ser mayor que cualquier numero por grande que este sea. 

Ahora consideraremos algunos limites que son neccsarios para estu- 
diar una progresion geometrica infinita con primer termino a x y con ra- 
zon r. Primeramente, supongamos que el valor absoluto de r es mayor 
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que 1, es decir \r\ > 1. Entonces si p es un numero positivo, podemos 
escribir 

|r| = i + p, 

de donde |r w | = (1 + p) n = 1 + np + p, 

en donde P es un numero positivo que representa la suma de los terminos 
restantes en el desarrollo del binomio (Art. 7.4). En donde se observa que 
conforme aumenta n, aumenta tambien el termino np, por lo cual es po- 
sible demostrar que 

lim |r n | = oo, 

«-» 00 

y tambien 

(2) lim |air"| = co, |r| > 1. 

n—*co 

Consideremos ahora el caso en que \r\ < 1, es decir, —1 < r < 1. 
Entonces si p es un numero positivo podemos escribir 


de donde \r n \ = ■ } . w ~ ^ j —5 < —. 

11 (1 -f p) n 1 + np + P np 

Aqui resulta que si n aumenta, tambien np aumenta, y l/np tiene por 

limite cero. Luego, 

lim |r"| = 0, 
n-+ 00 

y tambien 

(3) lim |a 1 r n | = 0, |r| < 1. 

n-» 00 


Por el Teorema 2 (Art. 10.3) en una progresion geometrica cuyo pri¬ 
mer termino es a x y cuya razon es r, la suma de los n primeros terminos 
esta dada por 


( 4 ) 


_ fli(l — r") 

5 n i 


r^l. 


Nos interesa ahora averiguar que ocurre con s n al aumentar indefinida- 
mente el numero de terminos n, dando lugar a una serie geometrica irifi- 
nita (Art. 10.1, Nota). Veremos que bajo ciertas condiciones s n puede 
tender a 00 o puede oscilar entre dos valores; en estos casos se dice que 
la serie es divergente. Sin embargo, bajo otras condiciones s n puede tener 
un limite finito; este limite es, por definicion, la suma de la serie, dicien- 
dose que en este caso la serie es convex genie. 

Como ejemplo consideremos la progresion geometrica infinita 

1 1 1 
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Es facil establecer, por medio de la formula (4), que para los n primeros 
terminos de esta serie se tiene 



Aqui resulta que cuando n aumenta, 1 / (2” _1 ) tiende a cero y s n tiende 
a 2. Esto se representa como sigue: 

5 oq = Hm s n = 2, 

n-KX) 

es decir, la siima de la serie infinita (5) es 2, y por tan to la serie es 
convergente. Notese que la palabra “sunia” no tiene aqui el significado 
ordinario que corresponde al resultado de sumar un numero finito de 
numeros. 

nota 3. Es un ejercicio interesante representar geometricamente la 
serie ( 5 ) considerando un segmento de 2 unidades de longitud, cuyo ori- 
gen sea el origen de coordenadas O y cuyo extremo sea el punto P en el 
lado positivo del eje X. Sean Pi el punto medio de OP, P 2 el punto medio 
de PiP, P 3 el punto medio de P^P, y asi sucesivamente. <;C 6 mo hay que 
interpretar el significado de la longitud de OP n y de la position del pun¬ 
to P M conformc n toma los valores 1, 2, 3,... ? 

Veamos ahora los v alores de 5 rl para los diversos valores de la razon r. 

La formula ( 4 ) no define a s n para r = 1 . En este caso la serie toma 
la forma: 

s n = fli + fli + «i + ... = naiy 

de donde 5* — lim s n = co, 

es decir, s n es una sucesion sin limitc y la serie es d,ivergenle . 

Si r = —1, la serie toma la forma 

Sn ~ - d\ + CL\ -Al + . . . 

Si n es impar, s n = a x ; si n es par, s n = 0. Ya que esto es valido para todos 
los valores de n , se concluye que s n oscila entre a x y 0. Una serie de este 
tipo se denomina oscilantc, y corresponde tambien a un caso de diver¬ 
gence. 

Ahora consideremos valores de la razon r distintos de zbl. Para esto 
escribiremos la formula (4) en la forma: 

r n 

1 —r * 


( 6 ) 


= 


1 —r 


r^l. 
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Si |r| > 1, se concluye de (2) que lim 

n -* 00 

sulta: 


a x r" 


1 —r 


oo, de donde, por ( 6 ), re- 


Joo = lim s n = oo, 

n-*CO 


por lo que la serie es divergente. 

Finalraente consideremos el caso en que |r| < 1 . De (3) se deduce que 
a,r" 

lim --= 0 de donde, por ( 6 ), resulta 

n-> oo 1 — r 

s a - lim i» = - g> „ |r| < 1 , 

n~* oo I - T 


y la serie es convergente. 

Resuminios los rcsultados anteriores en el teorema siguiente: 

1 eorema 4. Una progresion geometrica infmita cuyo primer termino 
es a x y cuya razon es r, es convcrgente para todos los valores de r talcs 
que [r| < 1 , y su suma esta dada por 


*00 = Hm = ■ Ql , \r\ < 1 , 

n-*CC 1 - r 

en donde n representa el niimero de terminos. 

La serie es divergente para todos los demos valores de r. 

Ejemplo 1. Una pelota de hule se dcja caer de una altura de 4 me¬ 
tros y cada vez rebota hasta una altura igual a una cuarta parte de la 
altura alcanzada en el rebote anterior. Calcular el valor de la distancia 
total recorrida por la pelota hasta que teoricamente quede en reposo. 

solucion. En realidad, debido a la resistencia, la pelota se para en 
un tiempo finito, pero despues de un cierto numero finito de rebotes la 
distancia recorrida sera casi igual al valor teorico que corresponde a un 
numero infinito de rebotcs. 

La distancia total recorrida teoricamente es igual a la suma de dos 
progresiones geometricas infinitas: 

Descensos: 4, 1 , */ 4 ,..., 

Ascensos: 1 , • •. 

Por el teorema 4, el valor buscado es 

4.1 16 4 

T=y t T T—% = J + 3 = 6 % 

Otro ejemplo de una progresion geometrica infinita lo forman las 
fracciones dccimales periodicas. Tales fracciones decimales tienen un nu- 
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mero ilimitado de cifras y de cierto lugar en adelante aparece una cifra, 
o un conjunto de cifras, que se repite periodic amen te. Son ejemplos de 
fracciones decimales periodicas y de sus series geometricas infinitas equi- 
valentes: 


0.333 ... 
2.151515... 


3 3 3 

— — 4~-+- 

10 100 1000 


+ ..., 
15 


15 15 

= 2 +-+-+-+ ..., 

10 - 10 4 10 6 


Una fraction decimal periodica puede abreviarse colocando puntos sobre 
las cifras que se repitcn. Asi, en los dos ejemplos anteriores podemos es- 
cribir 0.3 y 2.15, respectivamcnte. Es posible demostrar que toda frac¬ 
cion decimal peridclica representa un numero racional. 

Ejemplo 2. Hallar la fraccion comun (numero racional) equivalente 
a la fraccion decimal periodica 1.26. 


solucion. Separamos 1.2, que es la parte que no se repitc. Entonces 
para 0.06 tenemos 

6 6 6 

0.06 =-+-+-+ ..., 

10 2 10 * 10 4 


en donde a x — 0.06 y r = 0.1. 

a i 


De donde 


0.06 


1—r 1—0.1 90 


1 

l5 3 


1 6 1 18 l 19 

1.26 = 1.2 + — = - + — = — + — = —. 

15 5 15 15 15 15 

Este resultado puede comprobarse facilmente por division directa. 


EJERCICIOS. GRUPO 35 


En cada uno de los ejcrcicios 1-6 calcular la suma dc la progrcsion geometrica 
infinita dada. 


1. 12,6,3,... 

3. 3, V$, \,... 

r~ V5 
5. \/5, 1. 


2. 9, —3, 1,... 

4. V2, 2 —V2, 3V2 — 4,... 

6. 1, —— ,.. •, X > 0. 


5 "' 1 + *” (1 4- x)* 

En cada uno dc los ejercicios 7-14 hallar la fraccidn comfin equivalente a la 
fraccion decimal periodica dada y comprobar cl resultado. 


7. 0.7. 8. 2.5. 9. 0.35. 10. 1.21. 

11. 0.123. 12. 3.20i. 13. 0.4512. 14. 1.037. 
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15. Comprobar que es correcto el siguientc metodo para obtener la fraction 
com tin equivalcnte a una fraccion decimal periddica dada en la que se repite so- 
lamente una cifra (la cifra dc las dccimas). Sea x la fraccion decimal periddica 
dada. Se multiplica por 10, obteniendo 10 a:, o sea, 10 veces la fraccion decimal 
dada. Se resta la primera fraccidn dc la segunda, obteniendo 9x que serd una 
fraccion decimal finita. Sc divide entre 9 y se simplifica si es neccsario; cl rcsul- 
tado serd la fraccidn comun que se busca. Aplicar este metodo para resolver el 
cjcrcicio 7. 

16. Extender el metodo del ejercicio 15 al caso de una fraccidn decimal pe¬ 
riodica pura (aqu611a que el periodo empieza en las decimas) con periodo de dos 
cifras. Aplicar el inetodo para resolver el ejercicio 9. 

17. Extender el metodo del ejercicio 15 al caso dc una decimal periodica 
pura con periodo dc tres cifras. Aplicar el metodo utilizdndolo para resolver el 
ejercicio 14. 

18. Ijna pelota de hule cae de una altura de 9 metros y cada vez rcbota hasta 
una tercera parte dc la altura alcanzada en cl rebote anterior. Calcular la distan- 
cia total recorrida por la pelota hasta que tedricamcntc quedc en reposo. 

19. Una pelota de hule cae de una altura de 10 metros y cada vez rebota hasta 
una quinta parte de la altura alcanzada en cl rebote anterior. Calcular la distan- 
cia total recorrida por la pelota hasta que teoricamente quedc en reposo. 

20. La masa dc un pendulo recorre 8 cm en la primera oscilacion. En cada 
oscilacion subsecuente la masa recorre % de la distancia recorrida en la oscilacion 
anterior. Calcular la distancia total rccorrida por la masa del pendulo hasta que 
tcdricamentc quede en reposo. 

21. La suma dc una progresion geom6trica infinita es 21 V&- Si el primer ter- 
mino es 16, hallar el quin to termino. 

22. La suma dc una progresion geom^trica infinita es 81. Si la razon es %, 
hallar el sdptimo t6rmino. 

23. De la dcfinicidn de limite, demostrar que el limite de una constante es 
la constante misma. 

24. Por division directa demostrar que a 1 /( 1— r) produce una serie geome- 
trica infinita cuyo primer termino es a, y cuya razdn es r. 

2j. Demostrar que en una scric geomctrica infinita convergence cl enesimo 
termino tiende a cero cuando n -» oo. Nota: Esta es una condicion necesaria pero 
no suficientc para la convcrgcncia de cualquier serie infinita. 

26. Efcetuar con todo detalle la resolucion del ejercicio descrito en la Nota 3 
(Art. 10.5). 

27. En la serie gcometrica infinita 1 4* + 14 + . •., determinar el numero 

minimo de t6rminos cuya suma difiere dc 2 en menos de 0.001. 

28. Si a, b, c cst&n en progresion aritmetica, demostrar que a 2 (b -f c) 
b 2 (c -f- a) , c 2 (a + b) cstan en progresion aritmetica. 

^ ^)/(^ c) *= a/x, demostrar que a, b y c cstan en progresion 

aritmetica, gcometrica o armonica, segun que x — a, b o c, respcctivamente. 

30. Si a, b , c estan en progresion aritmetica; b , c, d est&n en progresion gco- 
inetrica y c, d, e est£n es progresion armonica, demostrar que a c, e estan en pro¬ 
gresion geometrica. 
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11.1. INTRODUCCION 

Hemos llegado ahora a un tema muy importante del algebra, pues 
vamos a considcrar el problema de la determinacion de las raices de una 
ecuacion algebraica de cualquier grado, lo cual constituye uno de los 
objetivos fundamentales de esta ciencia. En particular, este capitulo es- 
tara dedicado a la ecuacion entera racional de grado n: 

(1) a 0 x n + a x x n 1 + a 2 x n ~ 2 + ... + a n . + a n = 0, a 0 ^ 0, 

en donde n es un niimero entero y positivo y los coeficientes a 0y a ly ..., a u 
son constantes cualesquiera. Nos referireinos a a Uy con el nombre de coefi- 
ciente principal, siendo el coeficiente del termino de mayor grado. 

Para n — 1, la ecuacion (1) es la ecuacion lineal o de primer grado 
estudiada en el Capitulo 4; para n = 2, la ecuacion ( 1 ) es la ecuacion 
cuadratica o de segundo grado, estudiada en el Capitulo 5. Por tanto, 
en este capitulo consideraremos ecuaciones del tipo ( 1 ) para las cuales 
n> 3. 

Hemos visto anteriormente que la solucion o soluciones de las ecua¬ 
ciones linealcs cuadraticas pueden expresarse en terminos de sus coefi- 
cientes por medio de un numero finito de una o m&s de las seis operacio- 
nes del algebra (Art. 4.4, Teorema 1; Art. 5.4, Teorema 1 ). Una solu¬ 
cion del tipo mencionado se llama solucion algebraica (Art. 1.6, definicion 
fundamental); tambien se le llama solucion por radicales. Existen solu¬ 
ciones algebraicas de la ecuacion ( 1 ) para n = 3 (ecuacidn cubica) y 
para n = 4 (ecuacion de cuarto grado); sin embargo, estas soluciones 
son muy laboriosas de obtener y no muy practicas para las aplicacioncs 
ordinarias. En consecuencia, no las estudiaremos aqui. Adcm^s de esto, 
en los tratados superiores de algebra se demuestra que para n ^ 5 , la 
ecuacion general entera y racional ( 1 ) no posee solucion algebraica. (Vea- 
se el Art. 3.6, Nota 2.) 
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Ya que no tenemos intencion dr explicar la resolucion algebraica de 
la ecuacion (1) para n = 3 y n = 4, y ya que no existe solucion algebrai- 
ca para n ^ 5, resulta natural preguntar <:en que forma nos proponemos 
resolver una ecuacion de grado mayor que 2? Sencillamente, la respuesta 
es que intentaremos obtener mediante tanteos, con un cierto grado de pre¬ 
cision valores aproximados de las raices, que aceptaremos o rechazare- 
mos, segun lo que se obtenga al sustituirlos en la ecuacion dada. Debido 
a que la raiz de una ecuacion puede variar entre un numero ilimitado de 
valores, es evidente que para que este metodo sea de valor practico debe- 
remos limitar en forma razonable el campo de nuestros tanteos. Por esta 
razon, en los siguienles articulos mostraremos como es posible, bajo cier- 
tas condiciones, determinar el numero, naturaleza y valores posibles de 
las raices, como pasos preliminares a la determinacion propiamente di- 
cha de la solucion de la ecuacion dada. 


11.2. El PROBLEMA GENERAL 

Segun el articulo anterior salta a la vista que la discusion completa 
de las propiedades y resolucion de la ecuacion general entera y racional 
es un problema complieado. Existen tratados dedicados exclusivamente 
al estudio de la teoria de ecuaciones. Ya que aqui disponemos de un solo 
capitulo para este tema, nos limitaremos a dar una introduction a este 
interesante problema. Seleccionaremos aquellos puntos que seran de ma¬ 
yor utilidad al estudiante, tanto para sus necesidades matematicas actua- 
les como para las que tendra en el futuro. Mas adelante, despues de ad- 
quirir conocimientos especiales de los temas del calculo diferencial, el es¬ 
tudiante estara en condiciones de proseguir el estudio de la teoria de ecua¬ 
ciones en tratados superiores. 

En este articulo indicaremos brevemente la naturaleza y el alcance 
del capitulo. Aunque los coeficienles de la ecuacion general son constan- 
tes cualesquiera, reales o complejas, nos limitaremos solamente a la reso¬ 
lucion de aquellas ecuaciones cuyos cocficientes scan reales. Ademas, para 
una ecuacion dada, primeramente pondremos atencion a la determina¬ 
cion de las raices reales, racionales e irracionales, y posteriormente, si 
es posible, determinaremos las raices complejas utilizando los metodos ya 
estudiados. En los articulos que siguen cada teorema y cada procedimien- 
to considerados, es presentado con estos objetivos en mente. 

Por comodidad, de aqui en adelante la ecuacion general (1) del 
Art. 11.1 convendremos en representarla en la forma f(x) = 0, en donde 
el primer miembro /(x), es un polinomio en x de grado n. 
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11.3. TEOREMAS DEL RESIDUO Y DEL FACTOR 


A continuacion ohtendremos una proposicion sencilla, pero sumamen- 
te importante, conocida como el teorema del residue >. Antes de enunciar 
formalmente este teorema y de dar su demostracion, veremos su signifi- 
cado con un ejemplo. 

Si dividimos el polinomio f(x) = 3x 3 — 4x* — 2x — 7 entre x ~ 2 usan- 
do la division algebraica ordinaria (Art. 2.7), obtenemos el cociente 
Q(x) = 3x z + 2x + 2 y el residuo R = —3. Observemos que tambien 
se encuentra este ultimo resultado si en el dividendo f(x) sustituimos x 
por el valor 2, o sea /(2) = 3(2) 3 — 4(2) 2 —2(2) — 7 = —3. El hecho 
de que /(2) y el residuo R hayan sido ambos iguales a —3 puede, por 
supuesto, deberse simplemente a una coincidencia en este caso particular. 
Pero vamos a demostrar que esto ocurre en todos los casos. 

Teorema 1. (Teorema del residuo). Si el polinomio f(x) se divide 
entre x — r y siendo r una constantc independiente de x. el residuo es igual 
af(r). 

demostracion. Escribamos el polinomio f(x) en la forma 

(!) /(*) = a o* n + a x x "- 1 + ... + dfi-iX + a n , a 0 ^ 0. 

Entonces 

(2) f[r) = a 0 r n + a x r n - x + ... + a n -ir + a n . 

Restando miembro a miembro (2) de (1), obtenemos 

(3) f(x)—f(r) =ao(x n — r n ) + r"- 1 ) + ... +a n -x (x — r). 

Ahora bien, puede demostrarse por induccion matematiea que para 
todo valor entero y positivo de n , x n — r” es exactamcntc divisible entre 
x — r. (Vcase el ejemplo 6, Grupo 24, Art. 7.3.) Por tanto, por (3) se 
concluye que f(x) — f(r) es divisible entre x — r. Llamemos Q(x) el 
cociente obtenido. Podemos escribir. 


de donde 

y 


/(*) —/(»•) = (* — r)Q,(x), 

f(*) = (x — r)Q(x) + /(r), 


es decir, el residuo de la division de f(x) entre x — r es igual a /(r), 
como se queria demostrar. 

Por medio del teorema del residuo podemos establecer otra proposi¬ 
cion importante y util llamada teorema del factor. 

> 
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Teorema 2. (Teorema del factor). Si r es una raiz de la ecuacion 
entcra f(x) — 0, entonccs x — r es un factor del polinomio f(x) 9 y vi - 
ccversa. 

demostracion. Ya que r es una raiz de f(x) = 0, se deduce, por de¬ 
finition de raiz, que f(r) =0. Por otra parte, por el teorema del residuo, 
el resto de la division de f(x) entre x — r es R = /(r). Luego, R = 0, 
es decir, la divisidn es exacta y x — r es un factor de f(x ). 

Reciprocamente, si x — r es un factor de /(*), resulta que x — r es 
un divisor exacto de f(x) y el residuo R = 0. Por tanto, por el teorema 
del residuo, R = /(r) = 0 y r es una raiz de f(x) = 0. 

nota. Conviene notar que el Teorema 4 (Art. 5.5), para una ecua¬ 
cion cuadratica, es un caso especial del Teorema 2. 

Ejeinplo 1. Sin efectuar la division, calcular el residuo que se obtie- 
ne al dividir el polinomio f(x) = x* + 5x 3 + 5x 2 — 4x — 7 entre x + 3. 

solucion. Por el teorema del residuo, el resto que se obtiene al divi¬ 
dir cl polinomio dado f(x ) entre x + 3 es 

/(—3) = (—3) 4 + 5(—3) 3 + 5(—3) 2 — v 4(—3)—7 

= 81 — 135 + 45 + 12 — 7 = —4. 

Sc puede comprobar facilmente este rcsultado efectuando la division. 

Ejemplo 2. Por medio del teorema del factor, demostrar que x — 5 
es un factor de f(x) = x 3 — 8x 2 + 19* — 20. 

solucion. x — 5 sera factor de f(x) si /(5) = 0. Y efectivamente 
/(5) = 5 3 — 8 • 5 2 + 19*5 — 20 = 125 — 200 + 95—20 = 0. 

Ejemplo 3. Por medio del teorema del residuo, demostrar que x n — a n 
es divisible exactamente entre x — a para todo valor entero y positivo 
de 7i. 

solucion. Por el teorema del residuo, el resto de la division de 
f(x) = x n — t a n entre x — a es f(a) = a n — a n = 0. Luego la division 
es exacta. 

Este resultado tambien puede obtenerse por induccidn matematica. 
(Veanse ejercicios 6 y 7 del Grupo 24, Art. 7.3.) 

11.4. DIVISION SINTETICA 

Como hemos visto en el articulo anterior, el teorema del residuo nos 
permite obtener el valor del polinomio f(x) para valores determinados 
de x sin hacer la sustitucion directa. Pero esto requiere la divisidn de un 
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polinomio entre un binomio, y la operacion puede resultar bastante larga 
si se utiliza la division ordinaria. Hay un metodo para efectuar rapida- 
mente esta divisidn conocido como division sintetica. 

Vamos a explicarlo efectuando la divisidn del polinomio 3x 3 — Ax 2 
— 2x — 7 entre x — 2. 

Por divisidn algebraica ordinaria (Art. 2.7), la operacion se dispone 
como sigue: 

3x 2 + 2x + 2 (Cociente) 
x — 2|3x 3 — Ax 2 — 2x — 7 

3*3 _ 6x * 

2x 2 — 2x 
2x 2 — Ax 

2x — l 
2x — 4 

— 3 (Residuo). 

Ahora procederemos a abreviar el esquema anterior tanto como sea 
posible. Ya cjue los polinomios se escriben ordenados de acuerdo con las 
potencias descendentes de x, podemos omitir tales potencias y conservar 
solamente sus coeficientes. Ademas, ya que el coeficiente de x en el divi¬ 
sor es la unidad, el primer termino de cada producto parcial es una repe- 
ticion del termino que esta inmediatamente sobre el, y por tanto puede 
ser omitido. Tambien, ya que el segundo termino de cada residuo parcial 
es una repeticion del termino que esta sobre el en el dividendo, puede 
ser omitido. Por comodidad, omitimos el primer termino del divisor y 
colocamos el termino constante a la derecha del dividendo. Ademas, ya 
que cada coeficiente del cociente, con excepcion del primero, esta repre- 
sentado por el primer coeficiente del residuo parcial resulta que todo el 
cociente puede omitirse. Con tod as estas omisiones la division se reduce 
a lo siguiente: 

3 —4 —2 —7 [—2 
— 6 
2 

— 4 

2 

— 4 

— 3 

Puede escribirse ocupando menos espacio disponiendo el esquema en 
tres llneas y repitiendo el coeficiente principal en la tercera: 

3 — 4 — 2 — 7 |—2 
— 6 — 4 — 4 
3 +2 + 2 — 3 
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Si cambiamos el signo del termino que representa al divisor, podre- 
mos sumar los productos parciales en lugar de restarlos. Esto es dcseable 
pues el residuo obtenido como resultado de esta division es el valor de 
f(x) cuando el valor de x es 2 y no —2. En consecuencia, la forma final 
de nuestra division queda como signer 

3 —4-2 —7 [2 
+6+4+4 
3 + 2 + 2 |—3 

El cociente 3x 2 + 2x* + 2 se construye utilizando la tercera linea, y el 
residuo, separado de esta linea tal como se indica, es —3. 

Regia para la division sintetica 

Para dividir un polinomio f(x) entre x — r, se procede como sigue: 

En la primera linea se eseriben en orden los coeficientes a 0 , a 2 ,.., a n 

del dividendo f(x), y el niimero r separado y a la derecha. Si algnna 
potencia de x no aparece en f(x) su coeficiente se escribe como cero. 

Se escribe el coeficiente principal a () como primer termino de la ter¬ 
cera linea y se multiplica por r, escribiendo el producto a 0 r en la segunda 
linea debajo de a x . Se suma a x con el producto a 0 r y se escribe la suma 
a x + a 0 r en la tercera linea. Se multiplica esta suma por r, se escribe el 
producto en la segunda linea debajo de a 2 y se suma con a 2 , escribiendose 
la suma en la tercera linea. Se con tin ua de esta manera hasta que se usa 
como sumando a n escribiendose la suma en la tercera linea. 

El ultimo numero de la tercera linea es el residuo; los numeros ante- 
riores son los coeficientes del cociente correspondientes a potencias des- 
cendentes de x. 

nota. La demostracion ligurosa de la regia anterior se obtiene por 
induccion matematica. 

Despues de practicar un poco,'el estudiante estara en condiciones de 
efectuar la operacion de division sintetica con gran rapidez. Ilustramos 
la regia en el siguiente 

Ejemplo. Por division sintetica, hallar el cociente y el residuo de la 
division de 2x* + 3x 3 — x — 3 entre x + 2 . 

solucion. Primeramente observamos que como el dividendo carece 
del termino en pondremos ei coeficiente cero en ese lugar. Ademas, 
ya que vamos a dividir entre x + 2 = x — (— 2 ) = x — r, deberemos 
tomai r = —2. La operacion se dispone como sigue: 
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2 + 3 + 0 — 1—3 |—2 
— 4 + 2 — 4+ 10 


+ 7 


2 — 1 +2 — 5 _ 

Por tanto, el cociente es 2x 3 — x 2 + 2x — 5 y el residuo es 7 


EJERCICIOS. GRUPO 36 

En cada uno de los ejercicios 1-4 demostrar el enunciado dado por medio del 
tcorcma del residuo sabiendo que n es un nurncro entero y positivo. 

1. x n — a* es divisible exaetamente entre x + a si n es par. 

2. x n + a n es divisible exaetamente entre x + a si n es impar 

3. x" + a " no es divisible exaetamente entre x + a si n es par. 

4. x n f «" no es divisible exaetamente entre x — a si n es par. 

En eada uno de los ejercieios 5-10 hallar los valores que se piden del polino- 
mio dado usando la division sintetica y el teorema de residuo. 

5. /(*)=2*3 — 3*2 + 5* — 7;/(2),/(—1). 

6. f(x) - 3** — 5x 3 + 2x 2 — lx + 8; /(1), /(—2). 

7. /(x) = x« — 2x4 — 3 *2 _ 2jc— 8; /(3), /(—l). 

8. /(x) = 2x3 — 3*2 + 3x —2; /(%), /(-%). 

9. /(x) =9x4 — 3 x 2 4- 2 x-*-l; /(%), /(0.1). 

10. /(x) = x 3 —2x 2 + 3x — 2; /(0.2), /(—0.1). 

En eada uno de los ejercicios 11-15 obtener el cociente y el residuo usando la 
division sintetica. 

11. (x3 + 4x2 + 7x__2) 4- ( x + 2). 

12. (x 4 + 2x3— lOx 2 — llx — 7) -*• (* — 3). 

13. (x® — x 4 + x 2 — 2) 4- (x — 1). 

14. (2x 5 — 14x 3 + 8x 2 4- 7) 4- (x + 3). 

15. (4X 4 —3x 2 + 3x 4- 7) 4- (x + K). 

En cada uno de los ejercicios 16-20 averiguar, usando el teorema del factor y 
la division sintetica, si el binomio dado es factor del polinomio dado 

16. x—1; /(x) = x 3 + 2x 2 — 4x + 1. 

17. x + 2; /(x) = x 4 —3x« —2x 2 + 5x —9. 

18. x + 3; /(x) = x 5 + 4x4 — 7x 2 + 5x — 3. 

19. x — 5; /(x) = x 4 — 5x 3 — x 4- 5. 

20. x —2; /(x) = x« —5x 5 4- 3x 3 —x 2 + 7. 

En cada uno de los ejercicios 21-25 averiguar, usando el teorema del factor y la 
division sintetica si la ecuacion dada tiene la raiz que se indica. 

21. x 3 —9x 2 4- 26x —24 = 0; x = 2. 

22. x 4 4- 5x 3 4- 4x 2 — 7x — 3 = 0; x = —3. 

23. 2x» -f io x 3 4-11x2 _ 2x + 5 - 0; x = —2. 

24. 3x5 _*4 4. 2x 3 — 4x 2 + 3x— 10 = 0; x = 1. 

25. 5x° + 3x5 —2x 3 —-7x 2 4. 1 = 0; x = 1. 

En cada uno de los ejercicios 26-30 utilizar el teorema del factor y la division 
sintetica para obtener el resultado que se pide. 

26. Demostrar que x — 3 es un factor de x 3 — 2x 2 — 23x 4- 60, y hallar los 
fac tores restantes. 
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27. Demostrar que a — 1 y x 4- 2 son factores de a 4 4- 2 a 3 — 7 a 2 — 8a: + 12, 
y hallar los factores rcstantes. 

28. Hallar, por tantco, todos los factores reales de x 4 — x 3 — 4x 2 — 5a — 3. 

29. Comprobar que dos de las raices de a* 4 4 a 3 — 16a 2 — 4a 4- 48 = 0 son 
2 y —4, y hallar las raices restantes. 

30. Hallar, por tanteo, todas las ralces de la ecuacion 

a 4 — a 3 — 2a 2 — 2a 4 4 = 0. 

31. Usar la division sintetica para hallar el cociente y el residuo de 2a 4 — 5a 3 
4- 3a 2 — a 4* 3 dividido entre 2a 4- 1. Sugerencia: Efectuar la division sintetica 
entrc a 4 -% y luego dividir el cociente entre 2 . 

32. Usar la division sintetica para hallar el cociente y cl residuo de 3a 4 4 2a 3 
4* 5a 2 — 5a — 3 dividido entre 3a — 1. 

33. Usar el teorema del residuo para hallar el valor de k que haga que el po- 
linomio 3a 3 — 2a 2 4 kx —-8 sea divisible exactamentc entre a — 2. 

34. Hallar el valor que debe tener k para que el polinomio 2X 3 + kx 2 — 3a — 4 
sea divisible cxactamente entre a 4- 1 . 

35. Hallar el valor que debe tener k para que al dividir a 4 4- 2a 3 — 3a 2 4 
kx — 7 entre a — 2, el residuo sea 3. 

36. Hallar el valor que debe tener k para que al dividir 4a 3 4 kx 2 — 2a 4 5 
entre a — 1, el residuo sea 5. 

37. Hallar los valores de a y b que hagan que a — 1 y a 4 2 sean factores del 
polinomio a 4 4 ax 3 4 bx — 2. 

38. Hallar los valores de a y b que hagan que 2 y —3 sean raices de la ecua¬ 
cion a 4 4 a 3 4 fiA 2 4 bx 4- 30 = 0 . 

39. Demostrar que la ecuacion entera /(a) = 0 tiene la raiz a = 1 si la suma 
de sus coeficicntes es igual a cero. 

40. Demostrar por induccion matcm&tica que la regia para la division sinteti¬ 
ca (Art. 11.4) tiene validez general. 


11.5. GRAFICA DE UN POLINOMIO 

Hemos consideraclo anteriormentc la rep resen tac ion grafica de fun- 
ciones algebraicas (Arts. 3.9 y 9.4) y hemos apreciado sus multiples ven- 
tajas. Por cstc motivo ahora estudiaremos el problema general de la cons- 
truccion e interpretation de la grafica del polinomio /(*). Podemos re- 
cordar que se menciono (Art. 3.9) que por metodos de calculo diferen- 
cial se demuestra que la grafica es una curva uniforme y continua. Pronto 
veremos que estc hecho es de gran valor en la localization de los ceros 
reales de f(x) y por tanto de las raices reales de la ecuacion f(x) = 0 
(Art. 4.2). 

Ejemplo 1. Construir la grafica del polinomio 
( 1 ) /(*) =* 4 — x 3 — 12 a 2 + 8a + 24 , 

y localizar las raices reales de la ecuacidn /(*) =0. 
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solucion. Primeramente obtendremos las coordenadas de un numero 
adecuado de puntos de la grafica. Anteriormente las ordenadas se calcu- 
laron por sustitucion en f(x) de los valores asignados a x. Sin embargo, 
en muchos casos pueden obtenerse con menos esfuerzo utilizando la divi¬ 
sion sintetica. 

En este ejemplo, y en otros que se damn mas adelante, se apreeiaran 
algunas ventajas adicionales de la division sintetica. La primera pregunta 
que se presenta es acerca de los valores que deben asignarse a x. General- 
mente conviene empezar con los valores dexO, ztl, =b2, etc., continuan- 
do mientras nos de informacion util acerca de las raices reales. Por ejem¬ 
plo, para la funcion (1), obtenemos los siguientes pares de valores co- 
rrespondientes: 

x | 0 1 2 3 4 —1 —2 —3 —4 

/(*) | 24 20 0 —6 56" 6 —16 0 120 

La razon para no continuar mas alia de x = ±4 resulta clara de las di- 
visiones sinteticas para x = 4 y x = —4, como se muestra a continuation. 

1 — 1 — 12 + 8 + 24 |4 1 — 1 — 12 + 8+ 24 |—4 

+ 4 +12 + 0 + 32 —4 + 20 — 32 + 96 

1+3+ 0 + 8 |+56 1 —5 + 8 —24|jM20 

Para x — 4 todos los niimeros en la tercera linea de la division sinte¬ 
tica son positivos o cero. Por tanto, para un valor de x > 4 el residuo sera 
positivo y mayor que 56; en consecuencia no existe un cero real mayor 
que 4. 

Analogamente, para x = —4 todos los numeros en la tercera linea 
de la division sintetica son altemativamente positivos y negativos. Por 
tanto, para un valor de x < —4 el residuo sera positivo y mayor que 
120; en consecuencia no existe un cero real menor que —4. 

De la tabla de valores resulta que 2 y —3 son ceros de f(x) y, por tan¬ 
to, son raices de f(x) =0. 

Ademas observamos que /(*) cambia de un valor negativo (—6) a 
un valor positivo (56) cuando x cambia de 3 a 4. Ya que f(x) tiene una 
grafica continua, esto significa que f(x) pasa por un valor nulo y que, 
por tanto, corta al eje X una vez por lo menos entre x = 3 y x = 4. Esto 
es, la ecuacion f(x) =0 posee por lo menos una raiz real entre 3 y 4. 
Con un razonamiento analogo, vemos que f(x) =0 posee por lo menos 
una raiz real entre —1 y —2. 

Locaiizando los puntos cuyas coordenadas aparecen en la tabla, y 
trazando una curva continua que pase por ellos, obtenemos la grafica 
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mostrada en la figura 37. Y como en el articulo siguicntc veremos que 
una ecuacion de cuarto grado tiene exactamente cuatro raices, resulta 
que hemos hallado todas las rakes de f(x) =0. 


y 



En el ejemplo anterior estudiamos una ecuac ion cuyas raices son todas 
reales y diferentes. En seguida consideraremos una ecuacion cuyas rakes 
no son todas reales y no son todas diferentes. 

Si dos de las rakes de una ecuacion son iguales, decimos que existe 
una raiz doble, si tres de las raices son iguales se habla de una raiz triple, 
etcetera. En general se dice que las raices mencionadas estan repetidas 
o que son raices multiples. Si una ecuacion tiene m rakes iguales a r, 
entonces se dice que r es una raiz de multiplicidad m . En el siguiente 
ejemplo consideraremos una ecuacion que tiene rakes multiples y raices 
complejas. 

Ejemplo 2. Construir la grafica del polinomio 
(2) f{x) = (x + l) 2 (x — 2) 3 (x 2 + x + 1), 

y analizar las rakes de f(x) =0. 

solucion. Generalmente el polinomio no esta dado en forma fac- 
torizada como en (2), pero frecuentemente es posible obtener dicha 
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forma por tanteos, usando el teonema del factor y la division sintetica. 
Por los metodos estudiados en el Capitulo 5 podemos demostrar que el 
factor cuadratico x 2 + x + 1 es irreducible en el campo de los numcros 
reales y que tiene como ceros a los numeros complejos conjugados 
-—1 it V 3 i 

-. La ecuacion f(x) = 0 tiene pues la raiz doble —1, la raiz 


triple 2, y las raices complejas conjugadas 


—1 zt V3i 


Construyamos la grafica de /(x) para ver lo que ocurre con las raiccs 
multiples. Para mayor precision tomcmos valorcs de x en intervalos de 
0.5, como se muestra en la tabla que acompana a la grafica en la figura 38. 



Observamos que en el punto correspondiente a la raiz doble —1, la 
grafica es tangente al eje X, y no lo corta; esto es caracteristico de una 
raiz multiple de multiplicidad par. Tambien podemos demostrar esto 
usando cl metodo de dcsigualdades (Capitulo 6) aplicando al polinomio 
f(x) en la vecindad del valor critico x = —1. Para x ligeramentc mayor 
o menor que —1, el factor (x -f l) 2 es positivo, el factor (x— 2) 3 es 
negativo y el factor cuadratico x 2 + x + 1 es positivo. Por tanto, /(x) 
es negativo y no corta al eje X en x = —1. 

Tambien observamos que en el punto correspondiente a la raiz triple 
2, la grafica es tangente al eje X y lo corta en ese punto; esto es carac- 
tcristico de una raiz multiple de multiplicidad impar. Esto puede com- 
probarse aplicando el metodo de dcsigualdades al polinomio /(x) en la 
vecindad del valor critico x = 2. Para x ligeramente menor que 2, 
(x + l) 2 es positivo, (x — 2) 3 es negativo y x 2 + x + 1 es positivo; por 
tanto, /(x) es negativo. Para x ligeramente mayor que 2, (x -T l) 2 es po¬ 
sitivo, (x — 2) 3 es positivo y x 2 + x T- 1 es positivo; por tanto /(x) es 
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positivo. Ya que f(x) cambia de signo al pasar de la izquierda a la derc- 
cha de x = 2, se concluye, por la continuidad de la funcion, que la grafica 
debe cortar al eje X cn x = 2. 

Para el factor cuadratico x 1 -f x + 1, que es sicmpre positivo y que 
no posee ceros realcs, no corresponden puntos sobre el eje X. 

Del analisis de cstos dos cjemplos, hemos obtcnido algunas conelusio- 
nes importantes cn relacion a la grafica de un polinomio y de la ecua¬ 
cion entera racional corrcspondiente. Para facil referenda proporciona- 
mos un resumen de las propiedades mencionadas. La demostracion rigu- 
rosa de varios de estos enunciados podra encontrarse en tratados mas 
superiores. 

Caracteristicas del polinomio f(x) con coeficientes reales 
y de la ecuacion entera f(x) =0 

Si en la division sintctica de f(x) entre x — r, siendo / positivo, todos 
los numeros cn la tcrccra linca son positivos o nulos, cntonccs f(x) = 0 
no posee raices reales mayorcs que r. 

Si'en la division sintctica de f(x) entre x —r, dondc r es negativo, 
los numeros en la tcrccra linca alteman cn signo, cntonccs f(x) = 0 no 
posee raices reales mcnorcs que r. 

Si a y b son dos numeros realcs tales que 1(a) y f(b) tienen signos 
opuestos, entonces la grafica de f(x) corta cl eje X por lo menos una 
vez entre x — ay x = b f y\a. ecuacion f(x) = 0 ticne por lo menos 
una raiz real entre a y b. 

Si r es una raiz real no repetida de f(x) =0, entonces la grafica de 
f(x) corta el eje X en x = r pero no es tangentc a el en esc pun to. 

Sea r una raiz real repetida de multiplicidad m de f(x) =0. Si m 
es par, la grafica de f(x) es tangente al eje X cn x — r pero no corta el 
eje X cn ese punto. Si m es impar, la grafica de f(x) es tangente al eje 
X en x = r y corta el eje X en ese punto. 

EJERCICIOS. GRUPO 37 

En cada uno de los ejercicios 1-14, construir la grafica del polinomio dado y 
hallar las raices reales de la ecuacidn f[x) = 0. 

1. /(*) = x 3 — 6* 2 + 11* — 6. 

2. /(*) - * 3 + 2* 2 — 5* — 6. 

3. /(*) — * 3 —2* 2 —8*. 

4 /(*) = * 3 „ x 2 — * — 2. 

5. f(x) = x 4 — 5x 2 + 4. 

6. /(*) = x 4 — 13x 2 —-12*. 

7. /(*) = x 4 — 3x 3 — ll* 2 4* 25x -b 12. 

8. /(x)=at* — 2x 8 — 12x 2 + 2x+ll. 
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9. /(*) = * 4 — 3*3 — 17* 2 4- 21* 4- 34. 

10 . /(*)=* 3 — 4*2 + 7 * — 4 . 

11. /(*) = x 4 -f- 4x 3 4- * 2 — 16* — 20. 

12. f(x ) = * 4 — 2x ;< — 4* 2 — 16*. 

13. /(*) = ** 4- x 4 —5x 3 —* 2 4 8* —4. 

14. /( x )= x r»_ x 4_ 8*3 4- 8* 2 4- 16*— 16. 

En cada uno de los ejercicios 15-18 trazar la gr&fica de /(*) sin efectuar los 
productos indicados. 

15. /(*) = (* l) 2 (* + 2) 3 . 

16. /(*) = *(* 4- 3) 3 (x — 4) 2 . 

17. /(*) = (* 4- 2) 2 (* — 1) 3 (* 2 4 1). 

18. /(*) = (* 4- 2) (*— 2) 2 (* —4) 4 . 

En cada uno de los ejercicios 19-23, resolver la inecuacion dada. 

19. *3 — 6* 2 4- 11* —6 > 0. 

20. * 4 —10* 2 4- 9> 0. 

21 . * 4 4 - 2 x 3 —* —2 > 0 . 

22. x 4 4-*3 — * 2 — 7* — 6<0. 

23. *b — 2x 4 — 4*3 4- 4*2 — 5* 4 6 > 0. 

24. Tomando como base la continuidad de la funcion polinomial /(*), de- 
mostrar que si a y b son dos numeros reales tales que f(a) y f{b) tienen el mismo 
signo, entonces la ecuacion /(x) = 0 o bien no tiene raices reales entrc a y b o tiene 
un numero par de raices reales entrc a y b. 

25. Tomando como base la continuidad de la funcion polinomial /(*), demos- 
trar que si a y b son dos numeros reales tales que f(a) y f(b) tienen signos con- 
trarios, entonces la ecuacion /(*) = 0 tiene un numero impar de raices reales 
entre a y b. 


11.6. NUMERO DE RAICES 

Ya hcmos visto que la ecuacion lineal tiene una sola raiz y que la 
ecuacion cuadratica tiene exactamente dos. Estos son casos particulates 
del teorcma general que dice que toda ecuacion entera de grado n tiene 
exactamente n raices. Para demostrar esto primeramcnte necesitamos de- 
mostrar el teorema fundamental del algebra. 

Teorema 3. (Tcorcma fuTidamental del algebra). Una ecuacion en¬ 
tera f(x) =0 tiene por lo menos una raiz, ya sea real o compleja. 

La demostraeion de este teorema, conocido como cl teorema funda¬ 
mental del algebra , requiere metodos que estan fuera del alcance de este 
libro. Por tan to supondremos su validez y lo usaremos para establecer el 
teorema siguiente: 

Teorema 4. Una ecuacion entera f(x) =0, de grado n, tiene exac¬ 
tamente n raices. 
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demostracion. Represcntcmos la ecuacion cntera de grado n en la 
forma 

(1) /(*) — o. {) x n + a!*” -1 + a 2 x n ~ 2 + ... + a n -ix + a n = 0, a 0 ^ 0. 

Por el teorema 3, la ecuacion (1) ticne por lo mcnos una raiz, diga- 
mos r x . Por tanto, por el teorema del factor (Art. 11.3, Teorema 2), 
x — r x es un factor de f(x) 9 y podemos escribir 

/(*) = (x — r,)Q,(x), 

en donde Qi(x) es un polinomio de grado n — 1 con coeficiente prin- 
cipal a 0 . 

Por el Teorema 3 , Q x (x) =0 posee por lo menos una raiz, digamos r 2 . 
Por tanto, por el teorema del factor, x — r 2 es un factor de Q t (;c)j y po¬ 
demos escribir 

/(*) — (* — r *) (x — r 2 )Q 2 {x), 

en donde Qz(x) es un polinomio de grado n — 2 con coeficiente prin¬ 
cipal a 0 . 

Continuando con este proccso n vcccs, obtenemos n factores lineales 
y un ultimo cocientc que sera simplemcntc el coeficiente principal a 0 * 
Por tanto, podemos escribir (1) en la forma 

(2) f{x) =a 0 {x — r,) (x — r 2 ) ... (x — r n ) = 0 

en donde r ly r 2 ,... ,r n son ?i raiccs de la ecuacion (l). 

Ahora demostraremos que estas son las unicas raiccs de (1). Supon- 
gamos que r 9 que rep resent a un numero diferente de cualquicra de las 
raices mencionadas, es tambicn una raiz de la ecuacion (1). Sustituycndo 
este valor en (2), obtenemos 

f(x) = a 0 (r— r t ) (r — r 2 ) ... (r—r n ) = 0. 

Pero esto es imposible porque todos los factores a 0 , r — r h r — r 2 ,..., 
r r n son distintos de cero. Por tanto, la ecuacion (1) tiene exactamente 
n raiccs, como se queria demostrar. 

nota. Cualquicra de las raices de la ecuacion (1) puede ser real o 
complcja, y cualquicra de cllas puede estar repetida. Una raiz repetida 
de multiplicidad m sc cuenta como m raiccs. 

La forma factoiizacla de la ecuacion entcra, dada por la ecuacion (2), 
sugierc un metodo directo para construir una ecuacion de raiccs dadas. 

Ejemplo 1. Construir la ecuacion cntera que ticne las raices dtferen- 
tes 1 y —3 y la raiz doble 2. 
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solucion. El primer miembro de la ecuacion buscada ticne los fac¬ 
tors x _ 1, x + 3, y (* — 2) 2 . Por tanto, la ccuacion es 

(x — 1) (x + 3) (x— 2) 2 = 0 
o sea x 4 — 2x 3 — 7x 2 + 20x — 12 = 0. 

En relation con la demostraeion del Teorema 4, para la primcra raiz 
r x de /(x) = 0, se escribio 

f(x) = (x— r,)Q,(x), 

en donde Qi(x), es un polinomio de grado n — 1 que corresponde al 
cociente de dividir f(x) entre x — r x . La ecuacion Qi(x) = 0 recibe el 
nombre de ecuacion reducida con respecto a f(x) =0. Cuando sc conocc 
una raiz de una ecuacion dada, es generalmente aconscjable scparar esta 
raiz y obtener la ecuacion reducida. Las raices restantes se dcben calcu- 
lar utilizando la ecuacion reducida en lugar de la ecuacion original ya 
que, en general, mientras mas pcqucno sea cl grado de una ecuacion, 
mas facil es rcsolverla. 

Ejemplo 2. Comprobar que 2 y —1 son raices de la ccuacion x 4 + x 3 
— 2x 2 — 6x — 4 = 0, y liallar las raices restantes. 

solucion. Primeramcnte cornprobamos que 2 es una raiz usando la 
division sintetica: 

14-1 — 2 — 6 — 4 |2_ 

4- 2 4-6 4-8 4-4 
1 4-3 4-4 4- 2 14-0 

La ecuacion reducida es x 3 4- 3a* 2 4- 4x 4- 2 = 0. Ahora utilizaremos esta 
ccuacion, en lugar de la original, para comprobar que —1 es una raiz. 
Asi obtenemos, por division sintetica, 

1 4-3 4- 4 4-2 [—I 
— 1—2 — 2 
14-2 + 2 [+0 

La ecuacion reducida es ahora la ccuacion cuadratica x 2 + 2x + 2 
= 0, cuyas raices pueden determinarse facilmente por la formula corrcs- 
pondientc, obteniendose los numeros complejos conjugados —1 zh i . 

Del Teorema 4 se deduce el siguiente importante teorema: 

Teorema 5. Si dos polinomios y cada uno de ellos de grado no mayor 
que n, son idinticamente iguales , los coeficientes de potencias andlogas 
de la variable son iguales. 
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demostracion. Sean los dos polinomios: 

Pi[x) = a 0 x n + a y x n ~ l + ... + dn-yx + a n> 

P'z(x) = b 0 x n + biX n ~ l 4* — + b n -yX -h b n . 

Ya que P\(x) = P 2 (x), se concluye que 

Pi(x) —P*(x) = 0 , 

o sea, 

(3) (a„ — bo)x n 4* (a, — fci)x n_1 4- ... 4- (a w _i — b tl .i)x 

4- a n — b„ = 0. 

Ahora bien, por el Teorema 4, existen exactamente n valorcs de x 
para los cuales la relacion (3) se cumple. Por tan to, para que la rela- 
cion (3) sea una identidad, es decir, para que se cumpla para todos los 
valores de x , que naturalmente son mas de n valores, los coeficientes de 
la relacion (3) deben ser todos nulos. En otras palabras, debemos tener 

a 0 — bn = 0, a l — bi = 0,..., a n — b n — 0, . 
de donde a 0 = 6 0 , a x = b u ..., a n = b n , 

como se queria demostrar. 

Corolario. Si dos polinomios , cada uno dc ellos de grado no mayor 
que n, son iguales para mas de n valores diferentes de la variable , los 
coeficientes de las potencias analogas son iguales y la igualdad es una 
identidad. 

Ejemplo 3. Hallar los valorcs de A, B f y C para que se verifique la 
siguiente identidad: 

2x 2 — 3x— lU=A(x 2 — 1)+ B(x* 4- 3x 4- 2) 4- C(x* 4- x — 2). 

solucion. Escribiendo cl segundo miembro como un polinomio en 
potencia de x } tenemos 

2x* — 3x— 11 ~(A + B + C)x 2 4- (3B + C)x — A 4- 2B—2C. 

De acucrdo con el Teorema 5, para que esta identidad se cumpla, los 
coeficientes de las potencias analogas deben ser iguales. Por tanto, debe¬ 
mos tener 

A + B + C = 2, 3B + C = —, 3, —A + 2B — 2C = —11. 

La solucion dc este sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas.es A = 1, 
B — —2 y C = 3, que son los valores buscados. 

EJERCICIOS. CRUPO 38 

En cada uno de los ejercicios 1-12, construir la ecuacion entera que tenga las 
raices que se indican. 
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1 . 1 ,— 1 , 2 . 2 . Vl 

4. 5, I ± V2. 5. 1 

7. 1 ± V2> 2 ± y/~3. 8 . 1 

10. 1, 4, 1 ± i. 11. 2 


, 2. —3. 

3. 2, —2, 4, —3. 


1 ± 2 V 2 

1 ± V3. 

6 . 4, -. 

2 

1 . - 2 , - 2 . 

9. 2, —3, 1 , 1, 1 

—.5, 1 ± 2 i. 

1 ± t 

12. -, 3 ± 21 


En cada uno de los ejercicios 13-20, comprobar que la ecuacion dada tiene 
como raices los valores indicados de r, y hallar las raices restantes. 

13. ** — 7* — 6 - 0, r -■ 3. 

14. 3* 3 — ** — 3* 4 - 1 - 0, r = 

15. ** — 6* 2 + 13* — 10 = 0, r = 2. 

16. 6 ** —41** + 64*2 + 19* — 12 = 0 , r = 4, —Vi 

17. *< —*»— 9*2 + 3* + 18 = 0, r — 3, —2. 

18.. 2* 4 — 3 * 3 — 14** 4- 2 * + 4 - 0 , r = — 2 , —Vi 

19. * 4 .+ 4** —** + 16*—20 = 0, r = 1 , —5. 

20 . 3* 4 + 11 ** — 34*2 + 46 * — 12 - 0 , r - Vi — 6 . 

21. Comprobar que la ecuacion * 4 — 11 x- — 12* 4 - 4 = 0 tiene la raiz doble 
— 2 , y hallar las raices restantes. 

22. Comprobar que la ecuacion 8 * s — 44 * 4 + 94** — 85* 2 + 34* — 5 — 0 
tiene la raiz triple Vi y hallar las raices restantes. 

En cada uno de los ejercicios 23-25, hallar los valores de A, B y C para que 
se cumpla la identidad dada. 

23. 5* + 1 =A(x + 2) +.B(x— 1). 

24 . 7*2 + 5 * — 8 = i 4(*2 + * — 6 ) + B (* 2 4 - 4 * + 3 ) - 1 - C (* 2 — *— 2 ). 

25 . —*— 2 = d (*2 + * + 1 ) + (£* + C ) (* + 1 ). 


11.7. NATURALEZA DE LAS RAICES 

En cste articulo continuaremos tfatando dc rcducir el trabajo asocia- 
do con la determinacion de las raices dc una ecuacion entera f(x) — 0. 
En particular, consideraremos varios tcorcmas con los que es posible obtc- 
ner alguna informacion acerca de la naturaleza de las raices antes de 
cmprcnder la resolucion propiamentc dicha. For ejemplo, el teorcma si- 
guiente trata de las raices complejas. 

Teorema 6. Si un numero complejo a + bi es raiz dc la ecuacion 
entera f(x) =0 con coejicientes reales , entonces su conjugado a — bi 
tambien es raiz de la ecuacion. 

dkmostracion. Si se sustituyc x por a + bi en la ecuacion dada: 

(1) a ( ,x n + + ... + \X -F a„ — 0, 

resulta que al calcular el primer miembro las potencias pares de bi pro- 
dueiran numeros rcalcs, mientras que las potencias imparcs de bi produci- 
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ran diversos multiplos de la unidad imaginaria i. Representemos por A 
la suma algebraica de todos los numeros reales que resultan de esta susti- 
tueion, y por Bi la suma algebraica de todos los numeros imaginarios re- 
sultantes, en donde B es un numero real. Entonces, ya que a -f bi es una 
raiz de (1), tenemos 

(2) A + Bi = 0, 

en donde, por la definition de numero complejo nulo (Art. 8.2), debe ser 

(3) A = 0 y B = 0. 

Si aliora sustituimos x por a — bi en el primer miembro de (1), las 
potcncias pares de — bi seran las mismas que las potencias pares de bi, 
mientras que las potencias imparts de — bi solo diferiran en el signo de 
las potencias impares de bi. Por tan to, dando a A y B el mismo significa- 
do de antes, el resultado de esta sustitucion sera A — Bi, y scgun (3), 
podemos cscribir 

A — Bi — 0. 

Por tanto, a — bi es una raiz de la ecuacion (1), como se queria 
dcmostrar. 

Como una consccuencia ininediata de cstc teorcma, tenemos los co- 
rolarios siguientes: 

Corolario 1. Una ecuacion enter a con coeficientes reales y de grado 
impar debe tener por lo menos una raiz real. 

Tambien podemos obtener del Teorema 6 otro resultado muy impor- 
tante. Representemos por a it bi un par de raiees complejas conjugadas 
de la ecuacion (1). Entonces, por el teorema del factor (Ait. 11.3), 
x — (a 4- bi) y x — (a — bi) seran factores del polinomio f(x). Por 
tanto, su prpducto (x — a — bi) (x — a + bi) = x 2 — 2 ax + a 2 + b 2 
sera tambien un factor de f(x). Ademas, para cada raiz real (rational 
o irracional) de la ecuacion (1), corresponde un factor lineal x — r de 
/(x). Combinando estos resultados, resulta: 

Corolario 2. Todo polinomio de una sola variable x y con coeficientes 
reales pucde exprcsarse como el producto de factores line ales y cuadrati- 
cos con coeficientes reales, correspondicndo cada factor lineal a un cero 
real y cada factor cuadrdtico a un par de ceros cojnplejos conjugados. 

Ejemplo. Si 1 *f 2 i es una raiz de la ecuacion 

(4) x 4 — 5x 3 + 7x 2 — 7x — 0 = 0, 

hallar las raiees restantes. 


Naturaleza de las raices 


251 


solucion. Por el Teorema 6, el complejo conjugado 1 — 2 i es tam¬ 
bien una raiz de (4). Por tanto (x—1—2i) (x—1 + 2 i) = x 2 — 2x 
+ 5 es un factor del primer miembro de (4). Por division se cncuentra 
que el otro faetor es x 2 — 3x — 4. Esto nos da la ecuacion reducida 
x 2 — 3x — 4 = 0 cuyas raices son —1 y 4. P^r tanto, las rakes buscadas 
son 1 — 2 i, —1 y 4. 

Existe un teorema sobre raices irracionales analogo al Teorema 6. 
Sean a y b dos numeros racionales y sea Vb un numero irracional. En- 
tonces a + \H> se llama binomio irracional cuadratico y a — V7> se llama 
binomio irracional cuadratico conjugado. (Vcase nota, Art. 5.5). Por un 
metodo analogo al empleado en la demostracion del Teorema 6, puede 
establecerse el teorema siguiente: 

Teorema 7. Si un binomio irracional cuadratico a + \fb es raiz de 
la ecuacion entera f(x) =0 con coeficientes racionales , entonces el bino - 
mio irracional cuadratico a — V b tambien es raiz de la ecuacion. 

nota. Al final del Art. 2.8 sobre campos de numeros se afirmo que 
una propiedad o teorema que se cumple en un campo puede no cumplirse 
en otro campo. Los Teoremas 6 y 7 son ejemplos de esto. Asi, en relation 
con el Teorema 6, si a -b bi es una raiz de una ecuacion entera cuyos 
coeficientes no son todos numeros reales, entonces no necesariamente se 
sigue que el conjugado a — bi tambien es raiz de la ecuacion. 

EJERCICIOS. GRUPO 39 

En cada uno de los ejercicios 1-12, se dan unas raices de la ecuacion. Hallar 
las raices restantes. 

1. x 3 + x 2 — 4* 4 - 6 = 0; 1 — i. 

2. *« — 4*2 -|- 14*—20 = 0; 1 + 3i. 

3. * 4 — 6* 3 4* 14* 2 —14* 4- 5 = 0; 2—t. 

4. X* + *3 + *2 4 - 11 * 4- 10 = 0; 1 4- 2i. 

5. *3 4 - * 2 _ 5 *_ 5 = 0; \/J. 

6 . * 3 — 6* 2 4 - 7* 4- 4 = 0 ; 1 — V 2 . 

7. *4 — 9 * 3 4- 27*2 — 33* 4- 14 = 0 ; 3 + V 2 . 

8 . *4 — 3 * 3 — 6*2 4" 14* 12 = 0; 1 — \^3. 

9. x* — 7 * 4 4- 16*3 — 32*2 4- 15*—-25 = 0; i, 1 — 2i. 

10. * 5 — * 4 — 5*3 4 - * 2 4- 6* 4- 2 = 0; V2, 1 + V2. 

11 . *3 — 8*4 4- 26*3 — 40*2 + 16* = 0 ; 2 4 * V 2 , 2 + 2 i. 

12. *° — 2x 5 — 4*4 — 8* 3 — 77*2 4- 90* 4 - 360 = 0; V5, 3i. 

En cada uno de los ejercicios 13-15, construir la ecuacion de menor grado con 
coeficientes reales, que tenga las raices indicadas. 

13. —2, 3 4- i. 14. 1, 3, 1 4 - 2i. 


15. 2 4- 4i, 2i. 
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En cada uno de los ejercicios 16-18, hallar la ecuacion de menor grado, con 
coeficientes rationales, que tenga las raiccs indicadas. 

16. 1 , 1 + V5. 17. 2,-3, 2—V3. 18. V7, 1 — V 2 . 

En cada uno de los ejercicios 19-21, expresar el polinomio dado como produc- 
to de factorcs lineales y cuadr&ticos con coeficientes reales. 

19. x s + 3 x 2 — 3x — 14. 20. x 4 + 2x3 + *2 + 8 x — 12. 

21 . x* — 2 *s — 6 x 2 — 7 *_ 4 . 

En cada uno de los ejercicios 22 y 23, expresar el polinomio dado como pro- 
ducto dc factorcs lineales y cuadraticos con coeficientes racionales. 

22. x 4 — x* — 9x2 43 , 4 . is. 23. 2x 4 — 9x 3 + 10x2 4- x — 2. 

24. Demostrar el corolario 1 del Teorema 6 (Art. 11.6). 

25. Demostrar el Teo>ema 7 (Art. 11 . 6 ). 

11.8. REGLA DE LOS SIGNOS DE DESCARTES 

Continuando nuestro estudio sobre la naturalcza de las raiccs de una 
ecuacion entera, consideraremos un teorema muy importante conocido 
como la regia de los signos de Descartes . Por medio de esta regia es posi- 
ble determinar el numero maximo de raices positivas y negativas de una 
ecuacion entera con coeficientes reales. Sin embargo, antes de estudiar 
estc teorema sera necesario establecer ciertos resultados preiiminares. 

Primeramente consideraremos la determinacion de las posibles raices 
nulas de una ecuacion entera, ya que tales raices no son ni positivas ni 
negativas. Es claro que si una ecuacion carece del termino inclependiente, 
pero no del termino de primer grado, entonces posee una sola raiz nula; 
si carece de los terminos independiente y de primer grado, pero no del 
termino de segundo grado, entonces posee dos raices nulas, y asi sucesi- 
vamente. En general, si la ecuacion tiene la forma 

OisX n 4- a,*"’ 1 4- a.x*- 2 4-... 4* a„- r x r = 0, a 0 ^ 0, 

en donde el termino de menor grado es a tl - T x r , entonces la ecuacion tiene 
exactamente r raices nulas. En tal caso separamos estas r raices nulas sa- 
cando como factor a x l y continuando el analisis con la ecuacion reducida 
dc grado n — r. De aqui en adelante quedara sobrentenclido que el pri¬ 
mer paso en la resolucion de una ecuacion entera es la separacion de las 
raices nulas. Conviene agregar que una ecuacion que contenga todas las 
potencias de x y el termino independiente, recibe el nombre de ecuacion 
complcta, si no es asi se le llama incompleta. 

Sea f(x) =0 una ecuacion entera. Si sustituimos x por — x, obtene- 
mos otra ecuacion /(— x) — 0 cuyas raices son las raices de f(x) = 0 
con signos cambiados. Ya que si x = r es una raiz de f(x) = 0, entonces 
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— x — r, o sea, x = — r es una raiz de /(—x) = 0. Adcmas si se sustituye 
x por — x cn el polinomio /(*), el nuevo polinomio /(—x) difiere de 
/(x) solamente en los signos de los terminos de grado inipar, consideran- 
dose el termino independiente si es que aparece, como termino de grado 
par (grado cero). Por ejcmplo, consideremos la ecuacion 

(1) x 4 4- 2x 3 — 13x 2 — 14x + 24 = 0. 

La ecuacion cuyas raices tienen igual valor absoluto que las de la ecua¬ 
cion (1) pero son signos contrarios es 

(2) x 4 —2x* —13x 2 4- 14x 4- 24 = 0. 

Se comprueba facilmente que mientras las raices de (1) son 1, 3, —2, —4; 
las rakes de (2) son —1, —3, 2, 4. 

Resumiendo, podemos decir que para transformar una ecuacion dada 
en otra cuyas raices tengan signos opuestos, solo es necesario cambiar los 
signos de los terminos de grado impar. Mas tarde estudiaremos que este 
es un paso especial de una transformacion mas general (Art. 11.11). 

Sea /(x) un polinomio en x con coeficientes reales y ordenados segun 
las potencias descendentes de x. Si dos terminos, sucesivos difieren en 
signo, se dice que hay una variation en signo o simplemente una variacion. 
Por ejemplo, en el primer miembro de la ecuacion (1), hay dos varia- 
ciones, una de 2x* a —13x 2 y la otra de —14x a 24. Convicne notar que 
se dice que hay una variacion entre dos terminos consecutivos aun cuan- 
do faltcn algunas potencias intermedias. Por ejemplo, en el polinomio 
x 7 — 2x* 4 3x H — 2, hay una variacion de x 7 a —2x 4 , otra de —2x 4 a 
3x 3 , y otra de 3x :i a —2. El proposito de la introduccion del conccpto dc 
variacion es que constituye el fundamcnto de la regia de los signos de 
Descartes la cual cnunciamos en seguida en forma completa en el Tcore- 
ma 8. La demostracion se omite pues cae fuera del campo de este libro. 

Teorema 8. (Regia de los signos de Descartes). Si f(x) = 0 es una 
ecuacion entera con coeficientes reales y si?i raices ntdas: 

1. El numero de raices positivas de f(x) = 0 es igual al numero dc 
variaciones de /(x) o es menor que este numero en un numero par. 

2. El numero de raices negativas de f(x) =0 es igual al numero de 
variaciones de /(—x) o es menor que este numero en un numero par. 

NOTAS 

1. La parte 2 de este teorema, que se refiere a las raices negativas, 
es una consecuencia inmediata de la parte 1 ya que las rakes positivas de 
/(—x) = 0 son las raices negativas de /(x) =0. 

2. Este teorema tarnbien proporciona informacion acerca del nume- 
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ro de rakes complejas. Si /(*) = 0 es de grado n entonces tiene exacta- 
mente n raices (Teorema 4, Art. 11.6). Por tanto, el numero de rakes 
complejas es igual a n menos el numero de raices positivas y raices ne¬ 
gatives. 

Como primer ejemplo de este teorema, consideremos la ecuacion (1), 
en la cual, como ya se observo, hay dos variaciones y, por tanto, csta 
ecuacion o bien tiene dos raices positivas o no tiene ninguna. Ademas, ya 
que en la ecuacion (2), cuyas rakes tienen signos contrarios a los de las 
raices de la ecuacion (1), hay dos variaciones, la ecuacion (1) o bien 
tiene dos raices negatives o no tiene ninguna. Ya que la ecuacion (1) 
es de grado 4, puede tener cuatro, dos o cero raices complejas. Entonces 
existen cuatro posibles combinaciones para las raices de la ecuacion (1), 


como se muestra en la siguiente tabla: 


Positivas 

Negativas 

Complejas 

2 

2 

0 

2 

0 

2 

0 

2 

2 

0 

0 

4 


En este caso particular sabemos, por una comprobacion anterior, que hay 
exactamente 2 rakes positivas y 2 raices negativas. 

Bajo ciertas condiciones la regia de los signos de Descartes proporcio- 
na una informacion precisa. Por ejemplo, si f(x) tiene solamente 1 va- 
riacion, entonces f(x) =0 tiene exactamente 1 raiz positiva, ya que no 
podemos restar a 1 un numero par dentro de los enteros positivos. Simi- 
larmente, si f(x) =0 tiene un numero impar de variaciones entonces 
f(x) =0 tiene por lo menos 1 raiz positiva. Observaciones analogas son 
aplicables a las raices negativas. 

Observamos en la tabla anterior que en cada caso o no hay rakes 
complejas o hay un numero par de ellas. Esto se debe a que las raices 
complejas aparecen en pares (Teorema 6, Art. 11.7). 

Ejemplo. Por medio de la regia de los signos de Descartes hallar toda 
la informacion posible acerca de la naturaleza de las raices de cada una 
de las ecuaciones siguientes: 

(a) x 5 4- 3x 4 4- 2x* — x 2 — 3x — 2 = 0. 

(b) * 6 — 3x* + x 4 — x* — 6x 2 = 0. 

solucion. (a) Primcramente escribimos 

f(x) = x 5 + 3x 4 + 2x 3 — x 2 — 3* — 2 
de donde /(—*) = — x 5 4- 3* 4 — 2x 3 — x 2 4- 3x — 2. 
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f(x) ticne solamcnte 1 variacion. Por tanto, hay exactamente 1 raiz 
positiva. 

/(—*) tiene 4 variaciones. Por tanto, hay 4, 2 o 0 rakes negativas. 

Las posiblcs combinaciones de rakes positivas, negativas y complejas 
se muestran en la siguiente tabla cn donde el numero de rakes complejas 
se da en la terrera columna bajo “c”. 

+ — c 

1 4 O' 

1 2 2 

1 0 4 

(b) Observamos que la ecuacion dada posee 2 rakes nulas. Separan- 
do el factor x 2 , tenemos 

f(x) =x i — 3x a + x* — x — 6 
de donde /(— x) = x 4 + 3x s + x 2 + x — 6. 

I(x) tiene 3 variaciones. Por tanto, hay 3 rakes positivas 6 1 raiz 
positiva. 

/( x ) tiene 1 variacion. Por tanto, hay exactamente 1 raiz negativa. 

Las posibles combinaciones de rakes nulas, positivas, negativas y com¬ 
plejas se muestran cn la siguiente tabla: 

0 + — c 

2 3 1 0 

2 112 


EJERC1CIOS. GRUPO 40 

En cada uno dc los cjcrcicios 1-16, hallar toda la informacion posiblc acerca de 
la naturaleza de las rakes de la ecuacion dada, por medio de la regia de Descartes. 


1. 2x 4 + x* -I- 2* — 3 - 0. 2. 

3. 3x 3 4- 9x 2 — lx + 4. = 0. 4. 

5. 2x« + 3x« + 2* 2 + 9 = 0. 6. 

7. x 5 4- 3X 3 + 5x = 0. 8. 

9. x s — 1 = 0. 10. 

11. x s 4- 1 = 0. 12. 

13. x*' — 2 x< + 5*3 _ 7*2 = o 14 ‘ 

15. x" 4- 4x 7 — 6 x° 4-4x4 — 8 = 0. 16. 


x 5 —4x4 + 3*3_5 - o. 

x 4 + 2x« — 3x 2 4- 2x 4- 2 = 0. 
x 7 + 5x4 + 2x» 4- 7x 4- 1 = 0. 
4x4 _ 3*3 + 2 x 2 — x 4- 2 = 0. 
x 7 — 1 = 0. 
x 7 4- 1 = 0. 

x 7 4- 2x s — 3x‘ 4 8x 3 — 9x = 0. 
2x»— 3x8 4- 9x 3 — * 2 4- 5 = 0. 


17. Demostrar que la ecuacion 3x* — x 4 4- 2 x — 8 = 0 tiene por lo menos 
dos rakes complejas. 

18. Demostrar que la ecuacion x 7 4- 4x 6 4- 2x 3 4- 9x 2 4 - 6 = 0 ticne por lo 
mcnos cuatro rakes complejas. 

19. Demostrar que la ecuacion 4x 4 — 3x 3 — x — 10 = 0 tiene exactamente 
dos raices complejas. 
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20. Demostiar que la ccuacion 2x r> + 3x l — 2x 2 — 6 = 0 tiene exactaniente 
cuatro raices complejas. 

21. En la ccuacion r *— 1 = 0, dcniostrar: (a) si n es par, hay exactaniente 
dos raices realcs iguales a ±1 y n — 2 raices complejas; (b) si n es impar, hay 
exactaniente una raiz real igual a +1 y n — 1 raices complejas. 

22. En la ecuacidn x m 4* 1=0, demostrar: (a) si n es par, las n raices son 
complejas; (b) si n es impar, hay exactamcnte una raiz negativa igual a —I y 
n — 1 raices complejas. 

23. Demostrar que una ecuacion dada puede transformarse en otra cuyas 
raices tengan signos opuestos. cambiando los signos de los terminos de grado par, 
considerando al termino independiente como de grado par. En los siguientes ejer- 
cicios las ecuaciones mencionadas son enteras eon coeficientes reales. 

24. Demostrar que una ecuacion cuyos terminos son todos positivos no tiene 
raices positivas. 

25. Demostrar que una ecuacion cuyos terminos de grado par tienen todos el 
mismo signo y cuyos terminos de grado impar tienen todos el signo contrario, no 
tiene raices negativas. 

26. Demostrar que una ecuacion completa cuyos terminos son alternativamen- 
tc positivos y negativos, no tiene raices negativas. 

27. Demostrar que una ecuacion que solo tiene terminos de grado impar (sin 
termino independiente) todos con el mismo signo, no tiene raices reales diferen- 
tes de cero. 

28. Demostrar que una ccuacion que tiene solo terminos de grado par (con 
termino independiente), todos con el mismo signo, no tiene raices reales. 

29. Si todas las raices de una ecuacidn completa f(x) = 0 son reales, demos- 
trar que el numero de raices positivas es exactamcnte igual al numero de varia- 
ciones de /(*), y que cl numero de raices negativas es exactaniente igual al nume¬ 
ro de variaciones de /(— x). 

30. Si la ecuacion f(x) =0 no tiene raices nulas, demostrar que el numero 
de raices complejas es por lo menos igual a la diferencia entre el grado de la ecua¬ 
cion y el numero total de variaciones de f(x) y /(— x). 


11.9. RAICES RACIONALES 

Consideremos ahora la determinacion de las posiblcs raices racionales 
de una ecuacion entera. Para este proposito tenemos el siguiente teorema 
de gran importancia. 

Teorema 9. Si la fraction p!q, reducida a su minima expresion , es 
una raiz de la ecuacion entera 

(1) flox" a x x n ~ x + ... 4- a n . x x 4- a n = 0 

con coeficientes enteros o nulos pero con a 0 ^ 0 y a n ^ 0, entonces p es 

un divisor exacto de a n y q es un divisor exacto de a lt . 

demostracion. Ya que p/q es una raiz de la ecuacion (1), tenemos 
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Multiplicando ambos miembros de (2) por q tl , tenemos 

(3) a„p H + a,p n -'q + ... + a„-,pq"-' + = °- 

Transponiendo a n q" al segundo miembro de (3) y sacando a p como 
factor del primer miembro, obtenemos 

(4) P(a*'P"~' + a { p”--q + ... + a,,-!?"' 1 ) = — a„q”. 

Ya que p , q , fl<>, a„ ..., fl„ son lodos enteros, sc concluye que ambos 
miembros dc (4) reprcsentan numeros enteros. Ademas, ya que p es un 
factor comun del primer miembro, debe ser tambien factor comun del 
segundo miembro. Ahora bien, debido a que p y q no tienen factores co- 
,nunes (excepto it 1), resulta que p debe ser un divisor exacto de fl„. 
De la ecuacion (3), tenemos 

(5) q (flip”" 1 + ... + a n - x pq"~- + a,4*-') = —flop". 

Si el mismo razonamiento se aplica a la ecuacion (5), encontramos 
que q es un divisor exacto de a<,. 

Como consecuencia de este teorema obtenemos el corolario siguiente. 

Corolario. Si en la ecuacion entera (1), cuyos coeficicntes son ente¬ 
ros, el coeficiente principal es a (i = 1 y su termino independiente es 
0, entonces toda raiz racional es entera y divisible exactamente a a n . 

nota. El Teorema 9 tambien es valido cuando los coeficicntes son 
racionales en lugar de enteros. En efecto: basta multiplicar la ecuacion 
por el minimo denominador comun de los coeficientcs, obteniendo asi 
una ecuacion equivalente con coeficientcs enteros. 

Debe observarse que la importancia del Teorema 9 reside en el he- 
cho dc que restringc la busqueda de las raices racionales a un numero 
limitado de posibilidades. Esto se ilustra en los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 1. Hallar todas las raices de la ecuacion. 

(6) 2x 4 — x 3 — 4x 2 + lOx — 4 = 0. 

solucion. Primeramente aplicamos la regia de los signos de Descar- 
tes 5 obteniendose los resultados que se indican en la siguiente tabla: 

4- — c 

~3 i 6 

1 1 2 

Despues aplicamos el Teorema 9 para determinar las posiblcs raices 
racionales p/q, usando como valores de p los factores del termino inde- 
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pcndiente —4 y como valores dc q los factorcs del coeficiente principal 2. 
Esto puede disponerse en la forma siguientc: 

P = ±h *2, db4 

q = d=l, db2 

Obtenernos asi las ocho posibles raices racionales siguientes: rbl, ±:%, 
±2, ±4. A1 probar estos valores encontramos que l / 2 y —2 son raices. 
Segun los resultados de la regia de los signos de Descartes, habiendo en- 
contrado una raiz negativa no es necesario probar otras posibles raices 
negativas. En todos los casos, tan pronto como sc encucntre una raiz, debe 
separarselc inmediatamente y continuar las pruebas con la ecuacion rc- 
ducida. Conviene disponer las divisiones sinteticas nccesarias para estas 
operaciones como sigue: 

2—1— 4 + 10 — 4 \% 

H- 1 + 0— 2 + 4 
2 + 0 — 4 + 8 |—2 

— 4 + 8 — 8 
2 — 4 + 4 

La ecuacion reducida final cs 2x 2 3 — 4x + 4 = 0 o bien x 2 — 2* + 2 
= 0 cuyas raices pueden encontrarse por la formula de la ecuacion cua- 
dratica, obteniendose 1 dt t. Por tanto, las raices de la ecuacion dada (6) 
son: y 2i — 2, 1 db i. 

Con esto damos por terminado el estudio de la determinacion de rai¬ 
ces racionales. Por tanto, es convenicnte hacer un resumen dc los diversos 
pasos que deben darse para obtencr las mencionadas raices. 


Procedimiento para la determinacion 
de las raices racionales de una ecuacion 

Para obtener las raices racionales de una ecuacion entera con coefi- 
cientes racionales, deben efectuarse los siguientes pasos en el orden in- 
dicado: 

1. Separar las raices nulas, y efectuar los siguientes pasos con la ecua¬ 
cion reducida resultante. 

2. Aplicar la regia de los signos de Descartes (Teorema 8, Art. 11.8) 
para determinar la posible naturaleza y distribucion dc las raices. Esta 
mformacion debe usarse como guia en cualc^uiera de las pruebas de los 
pasos siguientes. 

3. Aplicar el Teorema 9 y su corolario (Art. 11.9) para determinar 
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Multiplicando anibos miembros de (2) por q’ 1 , tenemos 

(3) a„p" + a,p n -'q + ... + a.-ipg"' 1 + = °- 

Transponiendo a„q" al segundo miembro de (3) y sacando a p como 
factor del primer miembro, obtenemos 

(4) p{a*<P n ~' + axP"- 2 q + • • • + a.-i?"' 1 ) = — 

Ya que p, q, a 0 , son todos enteros, sc concluye que ambos 

miembros de (4) representan numeros enteros. Ademas, ya que p es un 
factor comun del primer miembro, debe ser tambien factor comun del 
segundo miembro. Ahora bien, debido a que p y q no tienen factores co- 
munes (excepto ±1), resulta que p debe ser un divisor exacto de a n . 
De la ecuacion (3), tenemos 

(5) q{a Y p n ~ l 4- ... + a n - x pq n ~ 2 + a„q"~') = —a„p n . 

Si el mismo razonamiento sc aplica a la ecuacion (5), encontramos 
que q es un divisor exacto de a 0 . 

Como consecuencia de este teorema obtenemos el corolario siguiente: 

Corolario. Si en la ecuacion entera (1), cuyos coeficicntes son ente¬ 
ros, el coeficiente principal es a {i = 1 y su termino independienle es 
a n ^ 0, entonces toda raiz rational es entera y divisible exactamente a a n . 

nota. El Teorema 9 tambien es valido cuando los cocficientes son 
racionales en lugar de enteros. En efecto: basta multiplicar la ecuacion 
por el mmimo denominador comun de los cocficientes, obteniendo asi 
una ecuacion equivalente con coeficicntes enteros. 

Debe observarse que la importancia del Teorema 9 reside en el he- 
cho de que restringe la busqueda de las raices racionales a un numero 
limitado de posibilidades. Esto se ilustra en los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 1. Hallar todas las raices de la ecuacion. 

(6) 2x 4 — x :i — Ax 2 4- lOx — 4 = 0. 

solucion. Primeramente aplicamos la regia de los signos de Descar¬ 
tes, obteniendose los resultados que se indican en la siguiente tabla: 

+ — c 

3 i 0 

1 1 2 

Despues aplicamos el Teorema 9 para determinar las posibles raices 
racionales pjq, usando como valores de p los factores del termino inde- 
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pendiente —4 y como valores de q los factorcs del cocfkiente principal 2. 
Esto puede disponerse en la forma siguiente: 

p — dbl, d=2, ±4 
q = ± 1 , ±2 • 

Obtenemos asi las ocho posibles raices rationales siguientes: zfcl, 

±2, ±4. A1 probar estos valores encontramos que % y —2 son raices. 
Segun los resultados de la regia de los signos de Descartes, liabiendo en- 
contrado una raiz negativa no es necesario probar otras posibles rakes 
negativas. En todos los casos, tan pronto como se encuentre una raiz, debe 
separarsele inmediatamente y continuar las pruebas con la ecuacion rc- 
ducida. Convicne disponer las divisiones sinteticas necesarias para estas 
operaciones como sigue: 

2 — 1—4 4- 10 — 4 \% 

+ 1+ 0— 2 + 4 
2 + 0 — 4+ 8 J—2 

—4+8—8 
2 — 4 + 4 

La ecuacion reducida final es 2* 1 2 3 — 4x + 4 = 0 o bien x 2 — 2x + 2 
— 0 cuyas rakes pueden encontrarse por la formula de la ecuacion cua- 
dratica, obteniendose 1 ± i. Por tanto, las raices dc la ecuacion dada (6) 
son: y 2} —2, 1 db i. 

Con esto damos por terminado el estudio de la determinacion de rai¬ 
ces racionales. Por tanto, es conveniente hacer un resumen dc los diversos 
pasos que deben darse para obtener las meneionadas raices. 


Procedimiento para la determinacion 
de las raices racionales de una ecuacion 

Para obtener las rakes racionales de una ecuacion entera con coefi- 
cientes racionales, deben efectuarse los siguientes pasos en el orden in- 
dicado: 

1. Separar las rakes nulas, y efectuar los siguientes pasos con la ecua¬ 
cion reducida resultante. 

2. Aplicar la regia de los signos de Descartes (Teorema 8, Art. 11.8) 
para determinar la posible naturaleza y distribucion de las raices. Esta 
informacion debe usarse como guia en cualquiera de las pruebas de los 
pasos siguientes. 

3. Aplicar cl Teorema 9 y su corolario (Art. 11.9) para determinar 
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las posihles raices racionales. Probar estas posioles raices, y cada vez quc 
se encuentre una raiz, scpararla y continuar con la ecuacion reducida. 

4. Despues de separar todas las raices racionales, la ultima ecuacion 
reducida, si es que existe, posee solamente raices irracionales y (o) raices 
complejas. Si esta ecuacion reducida de grado es cuadratica, se resuelve 
obteniendose la totalidad de las raices. 

Ejemplo 2. Hallar todas las raices de la ecuacion 
(7) x 6 + 3** — 13* 4 — 25* 3 4 + 50* 2 + 24* = 0. 


SOLUCION. 

1. Obscrvamos que la ecuacion (7) posee una raiz nula. Separando 
esta raiz obtcnemos la ecuacion reducida 

(8) x 5 + 3 at 1 — 13* 3 — 25* 2 + 50* + 24 = 0. 

Aplicando la regia dc Descartes a la ecuacion (8), obtcnemos los re- 
sultados indicados en la siguiente tabla 


+ 

— 

c 

2 

3 

0 

2 

1 

2 

0 

3 

2 

0 

1 

4 


3. Ya que el coeficicnte principal de la ecuacion (8) es la unidad, 
y que los coeficientes son todos enteros, se concluye, del corolario del 
Teorcma 9 (Art. 11.9), que cualquier raiz racional debe ser entera y debe 
dividir exactamente al tcrmino constante 24. Por tanto, las posibles raices 
racionales son: zbl, db2, zh3 ? zb4, zb6, dz8, dbl2, dz24. Probando estos 
numeros encontramos que 2, —3 y —4 son raices. La separacion de 
estas raices y la obtencion de la ecuacion reducida se indica a con- 
tinuacion: 

1 +3_ 13 — 25 + 50 4- 24 [2 

+ 2 + 10— 6 — 62 — 24 
1 +5— 3 — 31 — 12 |—3 

— 3— 6 + 27 + 12 

1 + 2— 9— 4 |—4 

— 4 +8+4 
1 — 2 — 1 

4. En el paso 3 encontramos 1 raiz positiva y 2 raices negativas. 
Ahora bien, debido a los resultados de la regia de Descartes (Paso 2), debe 
existir otra raiz positiva y otra raiz negativa. Por tanto, estas dos raices 
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deben ser irracionales. Comprobamos esta conclusion resolviendo la ecua¬ 
cion reducida x 1 — 2x — l =0 cuyas raices son 1 zb V 2. Las raices de 
la ecuacion dada son 0, 2, —3, —4, 1 rh yf*2. 


EJERCICIOS. GRUPO 41 


1. Demostrar el corolario del Teorcma 9 (Art. 11.9). 

En cada uno de los ejercicios 2-17, hallar todas las raices de la ecuacion dada. 

-4x 2 — 35x + 12 = 0. 

0 . 


2. 

2x 3 

— 

9*2 + 

ro 

* 

I 

~ 

li 

© 



3. 

4. 

4x> 

— 

39x 3 4- 54x 2 4* 16x = i 

0. 

5. 

6. 

2x 4 

4- 

3x» — 

10*2— 12 * + 

8 

~ 0. 


7. 

9x 4 

4- 

15x ;i — 

- 143*2 + 4ix 

4- 

30 = 

0. 

8. 

4x‘ 

+ 

2x 3 — 

8*2 — 3* + 3 

= 

0. 

9 . 

10. 

3x r * 

4* 

5x 4 4- 

*’ + 5*2 — 2* 

= 0. 


11. 

x r ‘- 

— X 

r : * — 2x 3 — Ax 2 = 0. 



12. 

13. 

3x 4 

— 

4*’ + 

28*2 _ 36 * + 

9 

= 0. 


14. 

12x 5 4 

4x 4 4- 7x a 4- 14x 2 - 

34* + 

12 = 

15. 

6X 4 

4- 

llx 3 - 

- 8x 2 4- 37x — 

6 

= 0. 


16. 

8x 4 

4- 

10*’ + 9* 2 + * — 1 

= 

0. 


17. 

8x 4 

— 

28*’ + 34*2—175* 


100 = 

= 0 . 


29 40 

— x 2 -x + 4 

3 3 


4*4 _ 5x 3 + ** + x = 0. 
5*3 _ *2 — 12x — 36 = 0. 


En cada uno de los ejercicios 18-23, hallar las raices racionales de la ecua¬ 
cion dada. 


18. 3x 3 4- llx 2 4- 8 x — 4 = 0. 

19. x* 4 - 3x 4 4 - 5x 3 4 - 8 x 2 4- 6 x 4- 4 = 0. 

20 . 2x« 4- x B — 2x 4 — x* — 12 x 2 — 6 x = 0. 

21. x 7 —3x« 4- x* — 3x 4 4- x 3 — 3x 2 4 - x — 3 = 0. 

22. 12x 6 — 13x r * — 12x 4 4 - 26x» — 25x 2 4 - 2 = 0. 

23. 3x 3 4 - x 7 4- x c 4- * r ‘ + + 4x 2 4- 4x — 8 - 0. 

En cada uno de los ejercicios 24-27, demostrar que la ecuacion dada no ticne 
raices racionales. 

24. x* 4 - 4x 2 — x 4- 6 = 0. 25. x 4 4- 2x 3 — 3 x 2 — 4x 4- 3 « 0. 

26. 2x 4 — x 3 4 - 4x 2 4 - x 4 - 2 = 0. 

27. x* — 4x 4 4- x 3 4 - 2x 2 — 8 x 4 - 2 = 0. 

28. Las dimensiones de una caja rectangular son 3 cm, 5 cm, y 7 cm. Si cada 
una de estas dimensiones se aumenta en la misma cantidad, el volumen se triplica. 
Calcular esta cantidad. 

29. Las dimensiones de una caja rectangular son 6 cm, 8 cm, y 12 cm. Si 
cada una de estas dimensiones se disminuye en la misma cantidad, el volumen 
disminuye en 441 cm. Calcular esta cantidad. 

30. Se cortan cuadrados iguales en las esquinas de un carton rectangular de 
70 cm de longitud y 60 cm de ancho, doblando los rectangulos laterales y forman- 
dose asi una caja abierta cuyo volumen es 15000 cm 3 . Calcular la longitud del 
lado de los cuadrados cortados (dos soluciones). 
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11.10. RAICES IRRACIONALES 


Si una ecuacion entcra posee raices irracionales, estas pueden deter¬ 
minant por diversos metodos. En este capitulo consideraremos dos de 
cstos metodos, uno en el presente articulo y el otro en el articulo 11.12. 

Dada una ecuacion entera con coeficientes racionales, primeramente 
aplicaremos el procedimiento dado para obtener las raices racionales indi- 
cado en el Art. 11.9. Es decir, separare- 


mos todas las raices nulas y (o) racio- 
naies, y cualquier raiz irracional exis- 
tente la obtendrcmos de la ecuacion 
reducida. Si la ecuacion reducida es 
cuadratica las raices se obtienen facil- 
mente por medio de la formula corres- 
pondiente. Por tanto, en el siguiente es- 
tudio supondremos que el grado de la 
ecuacion reducida es igual o mayor que 
3. En este caso las raices irracionales 



vendran dadas en forma decimal, y el 


Fig. 39. 


grado de precision depende del numero 

de cifras decimales obtenidas. Este proccso es, pues, esencialmente, un 


metodo de aproxirnacion. 

El metodo de aproxirnacion que explicaremos en este articulo se lla¬ 
ma interpolacion lineal. Esta fundado en la hipotesis de que un arco 
pequeno de una curva continua puedc sustituirse por un segmento recti- 
linco sin introducir un error apreciable. Naturalmente esto es solo una 
aproxirnacion, pero tiene la ventaja de que es posible mejorarla disminu- 
yendo la longitud del arco considerado. 

Para explicar el metodo de interpolacion lineal vamos a considerar 
la grafica de una funcion polinomial f(x) con coeficientes reales. Sean 
a y b dos numeros positivos muy proximos y tales que b > a. Supongamos 
que f(a) =h> 0, para x = a y que f(b) = — k < 0 para x = b. En- 
tonces f(x) tiene un cero entre ay b (Art. 11.5). Esto se representa gra- 
ficamente en la figura 39 en donde P(a,h) y Q{b, k) son dos puntos 
proximos de la curva. Los puntos A y B son respectivamcnte los pies de 
las perpendiculares bajadas de P y Q al eje X . Sea R el punto de inter- 
seccion de la prolongacion de con la recta que pasa por Q paralela 
al eje X. Supongamos ahora que el arco de la curva de la grafica de f(x) 
que une P y Q se sustituye por una linea recta, y sea C, entre A y B el 
punto en que AB corta al eje X. Entonces la abscisa x, del punto C es 
un valor aproximado del cero de /(x) situado entre a y b. Este vaior de 
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*i puedc calcularse facilmente. En efecto: dc los triangulos scmcjantcs 
PAC y PRQ, obtenemos la relacion 


(i) 

Y como RQ — AB = 


AC = AP 
RQ RP' 

b — a, AP = h, y RP = h + k, obtenemos 


AC _ ft 
b — a h + k’ 


de donde zlC = ^ . 

/I T K 


Ya que a, ft, ft y ft son cantidades conocidas, puede calcularse. Ana- 
diendo este valor a a, obtenemos el valor buscado de x x o sea la primera 
aproxlmacion de la raiz. 

Partiendo de esta primera aproximacion, podemos repetir el proceso 
pai*a obtener una segunda aproximacion mas precisa. El proceso puede 
repetirse tantas veces como sea necesario hasta obtener el grado dc preci¬ 
sion deseado. 

Veamos un ejemplo de aplicacion del metodo de la interpolacion 
lineal. 


Ejemplo. Demostrar que la ecuacion 

(2) f(x) = x 3 — 5x* + 2x + 6 = 0 

tiene una raiz entre 1 y 2, y calcularla con una cifra decimal. 

solucion. Por divisidn sintetica encontramos /(I) = 4 y /(2) = —2, 
lo que comprueba que la ecuacion (2) tiene una raiz entre 1 y 2. En se- 



guida trazamos la grafica correspondiente como se muestra en la figu- 
ra 40(a), en la cual se han utilizado las mismas literales que en la figura 
39. Entonces, de la relacion (1) tenemos 

AC 4 2 

—- = -, de donde AC — - = 0.6 + . 

1 6 3 

Nucstra primera aproximacion cs, por tanto, a:, = 1 + 0.6 = 1.6. 









Transformacion de ecuaciones 


263 


Para asegurar la precision de la raiz buscada con nna cifra decimal, 
repetimos el proceso para obtener una segunda decimal. Asi encontramos 
/(1.6) = 0.496 y /(1.7) = —0.137, de modo quc la ecuacion (1) tiene 
una raiz entre 1.6 y 1.7. La grafica correspondientc aparece en la figura 
40(b), en la cual se ban utilizado de nuevo las mismas literales. Aqui 
RQ = 0.1, AP = 0.496 y RP = 0.137 + 0.496 = 0.633. Por tanto, por la 
relacion (1) tenemos 


AC _ 0.496 
OT “ 0.633 * 


0.0496 

de donde AC — —-—- 
0.633 


0.07+ 


Nuestra segunda aproximacion es, pues, x 2 = 1.6 + 0.07 — 1.67. 
Por tanto, la raiz buscada, correcta con una cifra decimal, es 1.7. 


NOTAS. 

1. Debe probarse cuidadosamente cada aproximacion para asegurar- 
se de que la raiz cac entre dos valores consecutivos. Esto es especialmente 
importante en la primera aproximacion, ya que alii es donde se considera 
el arco de mayor longitud y donde, por tanto, se obtiene menor precision. 
Asi, por ejemplo, en un caso particular, la primera aproximacion puede 
indicar que hay una raiz entre 1.6 y 1.7, pero la sustitucion directa puede 
mostrar que la raiz verdadera esta comprendida, por ejemplo, entre 1.2 

y 

2. Aunque el metodo de interpolation lineal nos da cada vez mas 
precision al tomar aproximaciones sucesivas, es cierto que las operaciones 
aritmeticas necesarias tambien aumentan considerablemente. 

Sin embargo, este metodo tiene la ventaja muy apreciablc de que 
puede utilizarse tambien para aproximar las raices irracionalcs de ecua¬ 
ciones no algebraicas, es decir, de ecuaciones trascendentes, tales como 
las ecuaciones trigonometricas y logaritmicas. El trabajo aritmetico puede 
reducirse en cierta medida utilizando tablas de funciones y maquinas cal- 
culadoras. 


11.11. TRANSFORMACION DE ECUACIONES 

Una transformacion es una operation con la cual se cambia una rela¬ 
cion o cxpresion en otra de acuerdo con una ley dada. En general el 
proposito de una transformacion es cambiar una relacion dada en otra 
que tenga una forma mas manejable y util. En particular, este articulo 
se dedicara al estudio de dos tipos de transformaciones con las cuales una 
ecuacion entera dada se transforma en otra cuyas raices guardan una rela- 
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cion especifica con las de la ecuacion original. Las transformaciones que 
aqui damos serviran dc preparation para cl estudio del articulo siguientc. 

Teorema 10. Si a partir del segundo termino se multiplican sucesiva - 
mente los coeficie?ites de la ecuacion entera 

(1) c„x" 4- 0 ,x n ~ l + a 2 x n + ... 4- a n - ,x 4* a n — 0 

por m , m 2 , m ;i ,..., m", la ecuacion (1) se transforma en otra de la forma 

(2) a 0 y n + ma y y i ~ l 4- m 2 a 2 y n ~ 2 4- ... 4- 4- m"fl» = 0, 

cada una de cuyas raices es igual a m veces la raiz correspondicnte de la 
ecuacion (1). 

demostracion. Cada raiz y de la ecuacion transformada (2) debe 
estar ligada con cada raiz x de la ecuacion dada (1) por medio de la 
relation y = mx de donde x = y/m. Sustituyendo este valor de x en (1) 
obtenemos 



4- 



4* ... 4- a n ~ i 



+ a n = 0. 


Multiplicando por m n , resulta la ecuacion (2). 


Corolario. Para el caso particular en que m = —1, las raices dc la 
ecuacion (2) tienen igual valor absoluto que las de la ecuacion (1) pero 
con signos opuestos. 


NOTAS. 

1. A1 utilizar la transformacion del Teorema 10, deben tomarse en 
cuenta las potencias de x que no figuran en la ecuacion. Para esto se con- 
sidera que tales terminos tienen coeficientes nulos. 

2. El corolario ya ha sido usado en conexion con la regia de los sig¬ 
nos de Descartes (Art. 11.8). 

Ejemplo 1. Transformar la ecuacion 

(3) x 4 —5x 3 —x 4-5 = 0 

en otra, cada una de cuyas raices sea igual al doble de la raiz correspon- 
diente de la ecuacion (3). 

SOLUCION. Notamos que el termino de segundo grado no aparece en 
la ecuacion (3). Por tanto, por el Teorema 10, la ecuacion transfor¬ 
mada es 

/—(2) • 5y*— (2) 2 • Oy 2 — (2) s y 4- (2) 4 -5 = 0, o sea 
y 4 — lOy 3 — 8}> 4- 80 = 0. 


(4) 
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Pucde comprobarse este resultado viendo que las raices de (3) son 

—1 — V3i r-. 

1, 5, ---. y que las raices de (4) son 2, 10, *—1 zt X 3i. 

El Teorema 10 tambien puede usarse para transformar una ecuacion 
dada, cuyo coeficiente principal sea difcrente de la unidad, en otra cuyo 
coeficiente principal sea la unidad y que los coeficientes restantes sean 
enteros. Entonces podra aplicarse a la ecuacion transformada el corolario 
del Teorema 9 (Art. 11.9). Veamos un ejcmplo. 

Ejemplo 2. Transformar la ecuacion 

(5) 8x* + 10x 3 + 9x* + x— 1 = 0 

en otra euyas raices sean iguales a las de la ecuacion (5) multiplicadas 
por el menor numero que haga que el coeficiente principal de la nueva 
ecuacion sea la unidad y que los coeficientes restantes sean enteros. 

solucion. Dividiendo (5) entre 8 ? obtenemos 

5 9 11 

x 4 + — x 3 + — x 2 + - x -= 0. 

4 8 8 8 

Para obtener la nueva ecuacion con coeficiente principal igual a la 
unidad y con los coeficientes restantes enteros, el menor numero por el 
que se deben multiplicar las raices de esta ecuacion es 4. Por tanto, por 

el Teorema 10, la ecuacion buscada es 

x 4 + (4) -X 3 + (4) 2 gAr + (4)*~ = 0, o sea, 

(6) x 1 + 5x 3 + 18x 2 + 8x — 32 = 0. 

Por medio del corolario del Teorema 9 (Art. 11.9 ), se encuentra que 
las raices racionales de (6) son los numeros enteros 1 y —2. Por tanto, 
las raices racionales de la ecuacion (5) son % y —%. 

Ahora consideraremos la transformacion que forma la base del me- 
todo de aproximacion que se discutira en el articulo siguiente. 

Teorema 11. La ecuacion entera 

(7) /(*) = W T a x x n ' + a,x n ~ 2 + ... + a n . t x + On = 0 

sc puede transformar en la ecuacion 

(8) a v y n + R x y*~' + R 2 y”~ 2 + ... + R^y + R„ = 0 
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cada una dc cuyas raices es h unidades mcnor que la raiz corrcspondientc 
dc la ecuacion (7), calculando los coeficientes jRi, R >,..., R n como sigue: 

Sc divide f(x) entre x — h llamando R v al residuo. Se divide el co- 
ciente entre x — h, llamando R n 1 al residuo. Se coniinua este proceso 
hasla completar n division.es , al ultimo residuo le llamamos R u 

demostracion. Cada una de las raices y de la ecuacion transforma- 
da (8) esta ligada con cada raiz x de la ecuacion dada (7) por medio 
de la relacion y = x — h } de donde x — y ~b h. Sustituyendo este valor de 
x en (7) obtenemos 

(9) a 0 (y + h) n + a x (y + /i) n_1 + ... + a n ^(y + h) + a n — 0, 

cada una de cuyas raices es h unidades menor que la raiz correspondien- 
te dc la ecuacion (7). Para reducir la ecuacion (9) a la forma de una 
ecuacion entera en y, podemos desarrollar las potencias de los binomios, 
reducir los terminos semejantes, y escribir cl resultado en la forma 

(10) a i) y n + A Y y n ~ 1 + A 2 y K ~‘ l + ... + A n - X y + A n = 0. 

Pero podemos determinar los coeficientes A i, A 2 , ..., A n de una manera 
mas sencilla. Para esto, sustituimos y por x — he n (10), obteniendo 

(11) a u (x — h) n + A x (x — h)”- 1 + A 2 (x — h) n ~ 2 

+ ... + A n - l (x — h) +A n = 0. 

Si dividimos el primer miembro de (11) entre x — h, obtenemos un co- 
ciente, y un residuo A n . Si dividimos este cociente entre x — h y obtenemos 
otro cociente, y un residuo A n -i. Continuando este proceso hasta com¬ 
pletar n divisiones, obtenemos un residuo final A x . Designando los resi- 
duos An, A n . j,..., Aj por medio de R n , Rn- 1 ,..., Rn, y sustituyendo 
estos valores en la ecuacion (10), obtenemos la ecuacion buscada (8). 

NOTAS. 

3. Las divisiones necesarias para aplicar este teorema pueden dispo- 
nerse como divisiones sinteticas, como puede verse en el cjemplo 3. 

4. De este teorema se concluyen que si descamos transformar una 
ecuacion dada en otra ecuacion cuyas raices scan h unidades mayor es 
que las raices correspondientes de la ecuacion dada, basta disininuir las 
raices de la ecuacion dada en — h. 

Ejemplo 3. Transformar la ecuacion 

( 12 ) 6*2 + 5 * + 12 = 0 

en otra cada una de cuyas raices sea dos unidades mcnor que la raiz co- 
rrespondiente de la ecuacion (12). 
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solucion. De acuerdo con el Teorema 11, dividiremos sucesivamente 
entre x — 2. Usando division sintetica cl trabajo se dispone como signer 


1—6 + 5 + 12 2 


+ 2- 

— 8— 6 


1 — 4 
+ 2- 

— 31 +6 
-41 

i? s = 6 

1 — 2 
+ 2 

—7 

R 2 = —7 


1+0 R x = 0. 


Por tanto la ecuacion buscada es 
(13) x* — lx + 6 = 0. 

Puede comprobarse este resultado viendo que las raices de (12) son 
3, 4, —1 y que las raices de (13) son 1, 2, —3. 

EJERCICIOS. GRUPO 42 

En cada uno de los ejercieios 1-7, hallar la raiz indicada de la ecuacion dada 
correcta con una cifra decimal, usando el metodo de interpolacion lineal. 

1. x 3 — 3*2 + 3 *_ 5 = 0 ; 2 < x < 3. 

2. x 3 — 6x 2 + 12* — 10 = 0; 3 < x < 4. 

3. x 3 + 3x 2 + 2x — 7 = 0; 1 < x < 2. 

4. x 3 + 3x 2 — 2x— 1 =0; 0<x< 1. 

5 . x 3 — 3x2 _ 26x + 69 = 0; 2 < x < 3. 

6 . x 4 —2x 3 4- 21x —23 = 0; 1 < x < 2. 

7. x* — 6x 3 + 12x2 — 7x— 12 = 0; 3 < x < 4. 

8 . Por interpolacion lineal, hallar la raiz positiva de 
x 4 — 2x 3 — 3x 2 — 2x — 4 = 0 correcta con dos decimales. 

9. Por interpolacion lineal, hallar la raiz negativa de 
x 4 — 2x 3 — 3x 2 — 2x — 4 = 0 correcta con dos decimales. 

Sugerencia: Cambiar los signos de las raices y hallar la raiz positiva corres- 
pondiente. 

10 . Por interpolacion lineal, hallar la raiz positiva de 
4x 4 — 4x 3 + 7x 2 — 8x — 2 = 0 correcta con tres decimales. 

11. Comprobar el resultado del ejemplo 1 (Art. 11.11). 

En cada uno de los e»ercicios 12-15, transformar la ecuacion dada en otra 
cuyas raices sean m veces las de la ecuacidn dada. 

12. x 3 — 2x2 —x + 2 * 0; m = 3. 13. 2x 3 4- x 2 — 13x 4- 6 = 0; m = 2. 

14. x 4 —x 2 4 -x—1 = 0; m = 3. 

15. x 3 4- 3x 2 —3x— 14 = 0; m = —2. 

16. Comprobar el resultado del ejercicio 12 calculando las raices directaincntc. 

17. Demostrar el corolario del Teorema 10 (Art. 11.11). 

En cada uno de los ejercieios 18-21, transformar la ecuacion dada en otra cu¬ 
yas raices tengan signos opuestos con respecto a las de la ecuacion dada. 

18. x 3 — 4x 2 -f 14x — 20 = 0. 19. 2x* 4- 6x 3 — 7x 2 4 - 12 = 0. 

20. 3x 3 4- 2 x 2 — 9 * + 2 = 0. 21. x 4 —3x 3 4- 2x 2 — * 4-1=0. 
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22. Comprobar el resultado del cjercicio 18 calculando las raices directamente. 

En cada uno de los ejercicios 23-26 transformar la ecuacion dada en otra 
cuyas raices sean iguales a las de la ecuacion dada inultiplicadas por el menor 
numero que haga que el coeficiente principal sea la unidad y que los coeficientes 
restantcs sean enteros. 

23. 4x» — 20x^ + 9x + 28 = 0. 24. 2x* —3x* — 14x2 4- 2x + 4 = 0. 

25. 3 X 3_*2_3* + i = o. 26. 2x 4 — 9x 3 4- 10x 2 4- x — 2 = 0. 

27. Comprobar el resultado del cjercicio 23 calculando las raices directamente. 

28. Comprobar el resultado del ejemplo 3 (Art. 11.11). 

En cada uno de los ejercicios 29-33, transformar la ecuacion dada en otra 
cuyas raices esten disminuidas en el numero indicado. 

29. 3x3-4x2 — 35x4-12 = 0; 1. 

30. 2x3 — 9x2 + i2x — 4= 0; 3. 

31. x 4 —2x« —x2 4- 6x —7 = 0; 2. 

32. 2x 4 4- 6x* + 7^2 + 2x —2 = 0; 0.3. 

33. 2x a + 3 X 2 + Jt _l = 0; 0.01. 

34. Comprobar el resultado del cjercicio 29 calculando las raices directamente. 

35. Transformar la ecuacion del ejercicio 29 en otra cuyas raices sean las de la 
ecuacion dada aumentadas en 1. 


11.12. METODO DE HORNER 

Ahora vamos a calcular las raices irracionales por medio de un proce- 
so conocido con el nombre de metodo de aproximacwn de Horner. Este 
metodo solo es aplicable a las ecuaciones enteras, pero tiene la ventaja 
de que los calculos necesarios son mas sencillos que los usados en el me¬ 
todo de la interpolation lineal (Art. 11.10). La facilidad de calculo es 
debida a que cada cifra de la raiz se detcrmina individualmente. 

El razonamiento fundamental del metodo de Homer es muy sencillo. 
Supongamos que una ecuacion entera dada f(x) =0 tiene una raiz irra- 
cional que, correcta con 3 cifras decimales, es 2.124. Para determinar 
esta raiz primeramente veremos que la ecuacion dada tiene una raiz entre 
2 y 3 (Art. 11.5). Despues disminuiremos las raices de f(x) =0 en 2 
unidades, obteniendo la nueva ecuacion fi(xi) = 0 que tiene la raiz 0.124 
(Art. 11.11). Entonces hacemos ver que fi{x x ) = 0 tiene una raiz entre 
0.1 y 0.2 y disminuimos sus raices en 0.1, obteniendo una nueva ecuacion 
f 2 {x 2 ) = 0 que tiene la raiz 0.024. Repitiendo el paso anterior, mostra- 
mos que f 2 (x 2 ) =0 tiene una raiz entre 0.02 y 0.03 y disminuimos sus 
raices en 0.02, obteniendo una nueva ecuacion / 3 (x 3 ) =0 que tiene la 
raiz 0.004. Continuando este proceso, es posible obtener la raiz con el 
numero de cifras decimales correctas que se desee. Los detalles del me¬ 
todo los vamos a explicar en el ejemplo que sigue. 
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Ejemplo. Demostrar que la ecuacion 
(1) /(*) = * 3 + 5* 2 — x — 9 = 0 

tiene una raiz entre 1 y 2, y calcularla con 3 cifras decimales por medio 
del metodo de Horner. 

solucion. Por division sintetica encontramos /(I) =—4 y /(2) =17 
lo que significa que la ecuacion (1) tiene una raiz cntre 1 y 2. 

Ahora disminuimos las raices de la ecuacion (1) en 1. 

1 + 5—1—9 Jl 
+1+6+5 

1+6 + 51—4 

+ 1 + 7 | 


1 + 7 

+ 12 

+ 1 



1 |+8 


La ecuacion transformada 

(2) /*(**) = * t 3 + 8*i 2 + 12*i — 4 = 0 

tiene una raiz entre 0 y 1 que procederemos a determinar entre dos dc- 
cimas sucesivas. Ya que la raiz de (2) es pequena, su cubo y cuadrado 
son aun mas pequenos, por lo que, para una primera aproximacion, po- 
demos despreciar los terminos en *j 3 y *i 2 , obteniendo asi la ecuacion 
modificada 12*i—4 = 0 que tiene la solucion x x = 0.3 + . Ya que esto 
es solo una aproximacion, debemos probarla en la ecuacion (2). Por 
division sintetica encontramos /i(0.3) = 0.347 y /i(0.2) =—1.272. Por 
tanto, la ecuacion (2) tiene una raiz entre 0.2 y 0.3. 

A continuation disminuimos las raices de la ecuacion (2) en 0.2. A1 
efectuar esta operacion conviene dejar espacio suficiente para las deci- 
males necesarias, como se indica: 

1 +8.0+12.00 — 4.000 [02 
+ 0.2 + 1.64 + 2.728 
1 +8.2 + 13.64 I—1.272 
+ 0 . 2 + 1.68 | 

1 + 8.41+15.32 

± °* 2 J 

1 | + 8.6 

La ecuacion transformada 

(3) f 2 (x 2 ) = * 2 3 + 8.6* 2 2 + 15.32*2— 1.272 = 0 

tiene una raiz entre 0 y 0.1 que procederemos a localizar entre dos cen- 
tesimas sucesivas. De los ultimos dos terminos de (3), obtenemos la ecua- 
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cion modificada 15.32x 2 — 1.272 = 0 que ticne la solucion x 2 — 0.08+ 
Por division sintetica encontramos / 2 (0.08) = 0.009152 y / 2 ( 0.07) = 
—0.157117. Por tanto, la ecuacion (3) tiene una raiz entre 0.07 y 0.08. 
Ahora disminuimos las rakes de (3) en 0.07: 

1 + 8.60 + 15.3200— 1.272000 J0.07 
+ 0.07 + 0.6069 4-1.114883 


1 + 8.67 + 15.9269 
+ 0.07+ 0.6118 

—0.157117 

1 + 8.74 
+ 0.07 

+ 16.5387 



1 1+8.81 


La ecuacion transformada 

(4) / 3 (x 3 ) = x 3 3 + 8.81 at 3 2 + 16.5387x3 — 0.157117 = 0 

tiene una raiz entre 0. y 0.01 la cual debemos localizar entre dos milesi- 
mas sucesivas. De los ultimos dos terminos de (4), tenemos la ecuacion 
modificada 16.5387x 3 — 0.157117 = 0, con la solucion x 3 = 0.009+ Por 
division sintetica encontramos / 3 ( 0.009) =—0.007554361 y / 3 (0.01) = 
0.009152. Por tanto, la ecuacion (4) tiene una raiz entre 0.009 y 0.01. 

Ahora disminuimos las raices de la ecuacion (4) en 0.009. Se deja 
como un ejcrcicio mostrar que la ecuacion transformada es 

(5) / 4 (x 4 ) = x 4 3 + 8.837x 4 2 + 16.697523x4 — 0.007554361 = 0. 

Dc la ecuacion modificada 16.697523x 4 — 0.007554361 = 0, obtene- 
mos la solucion x 4 = 0.0004+ En este punto, ya que la raiz de (5) es 
muy pequcna, la solucion de la ecuacion modificada es suficientementc 
precisa. Poi tanto, la raiz buscada es 

x = 1 4- 0.2 + 0.07 + 0.009 + 0.0004 = 1.2794 

y, con precision de 3 decimales, es 1.279. 

NOTAS. 

1. Por motivos de exposicion. ia resolucion del ejemplo anterior se ha 
descrito en forma mas extensa de lo necesario. En la practica se puede 
hallar la solucion en forma mas breve, mostrando solamcnte las opcra- 
ciones de disminucion de las raices y omitiendo las ecuaciones transfor- 
madas de cuyos coeficientcs ya se dispone. 

2. Es muy importante probai* cada cifra sucesiva de la raiz buscada 
para ascgurarse de que la raiz de cada ecuacion transformada esta entre 
dos valores sucesivos. 

3. Con forme se avanza en la determinacion de aproximaciones por 
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fil metodo de Homer, las raiccs de las ecuaciones transformadas se hacen 
mas y mas pequenas por lo que las ecuaciones modificadas se hacen mas 
y mas precisas y a menudo pueden usarse para obtener cifras decimales 
adicionales. 

4. Para hallar una raiz negativa de f(x) =0 por el metodo de Hor¬ 
ner, se calcula la raiz positiva correspondiente de /(— x) = 0 y se le 
cambia el signo. 

EJERCICIOS. GRUPO 43 

En cada uno de los cjercicios 1 - 6 , hallar la raiz indicada dc la ecuacion dada, 
correcta con dos decimales, nsando el metodo de Homer. 

1. x 3 — 6 x 2 + 13x — 13 = 0; 3 < x < 4. 

2. ^3 — 3x2 + 13x — 24 = 0; 2 < x < 3. 

3. x 3 + 10 x 2 + 34x —60 = 0; 1 < x < 2. 

4. x 3 — 10x 2 4 35x 4 50 = 0; —1 > x > —2. 

5. x 3 4 3x2 — 5x — 47 = 0; 3 < x < 4. 

6 . x 3 —*9x 2 4 24x—19 = 0; 2 < x < 3. 

En cada uno dc los ejercicios 7-1 1 , hallar la raiz indicada de la ecuacion dada, 
correcta con tres decimales, usando el metodo de Homer. 

7. x 3 4 3 x 2 4 x — 6 = 0 ; 1 < x < 2. 

8 . x 3 — 4x2 — 5x + 20 = 0; —2 > x > —3. 

9. x 3 4 4x2 4 6 x — 97 = 0; 3 < x < 4. 

10. x* 4 4x 3 4 7 x 2 — 2x — 21 = 0; 1 < x < 2. 

11. x 4 — 6 x 3 4 12 x 2 4 llx — 41 = 0 ; 2 < x < 3. 

12. Por el metodo de Homer, resolver el ejercicio 7 del grupo 42 (Art. 11.11). 

13. Por cl metodo de Horner, resolver cl ejercicio 8 del grupo 42 (Art. 11.11). 

14. Por el metodo de Horner, resolver el ejercicio 9 del grupo 42 (Art. 11.11). 

15. Por cl metodo de Horner, resolver el ejercicio 10 del gmpo 42 (Art. 11.11). 

16. Demostrar que el uso de decimales puede evitarse en el metodo de Hor¬ 
ner multiplicando por 10 las raices de cada ecuacion transfomiada. 

17. Al determinar por el metodo de Horner la raiz de la primera ecuacion 
transformada, puede obtenerse un resultado mas preciso usando los tres ultimos 
terminos de la ecuacion como ecuacion modificada. Aplicar esto a la ecuacion (2) 
del Art. 11.12, calculando la raiz positiva de la ecuacion cuadratica 8 x t 2 4 12 x t 
— 4 = 0. 

18. Comprobar la ecuacion transformada (5) del ejemplo del Art. 11.12. 

19. Hallar la raiz positiva de x 4 — 2x 3 — 9x 2 — 4x — 22 = 0, correcta con 
tres decimales, usando cl metodo de Homer. 

20. Hallar la raiz negativa de x 4 — 2x 3 — 9x 2 — 4x — 22 = 0, correcta con 
3 decimales, usando el metodo de Homer. 

21. Hallar la raiz positiva de 4x 4 — 19x 2 — 23x—19 = 0, correcta con 3 
decimales, usando el metodo de Horner. 

22. Hallar la raiz negativa de 4x 4 — 19x 2 — 23x— 19 = 0, correcta con 3 
decimales, usando el metodo de Horner. 

23. Por el metodo de Homer, calcular la raiz cubica principal de 7, correcta 
con 3 decimales. Sugerencia: Calcular la raiz positiva de x 3 — 7 = 0. 
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En cada uno de los ejercicios 24-27, calcular la raiz principal indicada, co- 
rrecta con 3 decimales, usando cl metodo de Horner. 

24. ^b5. 25. ^—35. 26. ^lf. 27. ^27. 

28. Las dimensioncs de una caja rectangular son 5 cm, 8 cm y 9 cm. Calcu¬ 
lar por el inetodo de Horner la cantidad, la misma para todas, en que debe au- 
mentarsc cada dimension para que el volumcn aumente en 440 cm 3 . 

29. Se cortan cuadrados iguales en las esquinas de un carton rectangular de 
1.4 m de largo por l m de ancho, doblando los rectAngulos laterales y formandose 
asi una caja abierta cuyo volumcn es 0.1 m 3 . Calcular usando el metodo de Hor¬ 
ner la longitud del lado de los cuadrados cortados. (Dos soluciones.) 

30. Por el metodo de Horner, encontrar las soluciones del sistema x 2 + y — 7, 
y 2 4- x — 11, correctas con 2 cifras decimales. Comprobar graficamente los re- 
sultados. 


11.13. RELACIONES ENTRE LAS RAICES 
Y LOS COEFICIENTES 

Hemos visto anteriormente que la naturaleza y valor de las raices de 
una ecuacion entera dependen de sus coeficientes. Ahora obtendremos 
ciertas relaeiones entre las raices y los coeficientes del tipo mencionado 
de ecuaciones, relaeiones que frecuentemente son utiles al tratar de hallar 
sus soluciones. 

Primeramente obtendremos varias igualdades a partir de sus raices. 
Asi, por ejemplo, segun el Art. 11.6, la ecuacion cuyas raices son r x y r 2 es 

(* — ft) (x — r 2 ) = 0 
o sea x 2 — (n + r 2 )x + r,r 2 = 0. 

Analogamente, la ecuacion cuyas raices son r ly r 2 , y r 3 es 
(x — r,)(x— r 2 )(x — r 3 ) =0 

o sea X s — (r, 4- r 2 4- r 3 )x~ 4- (r,r 2 H- r x r 3 + r 2 r 3 )x — r^r 2 r 3 = 0. 

De la misma manera, la ecuacion cuyas raices son r 1? r 2 , r 3 y r 4 puede 
escribirse en la forma 

x 4 — (r, -h r 2 + r a + r 4 ) x 3 + (r, r 2 + r^ r 3 + r x r 4 -f r 2 r 3 + r 2 r 4 + r a r 4 ) x 2 

— (f i r 2 r 8 +rir 2 r 4 + r 1 r 3 r 4 + r 2 r 3 r 4 )x + r 1 r 2 r 3 r 4 = 0. 

La observacion de estas igualdades descubre los siguientes hechos: 

1. El coeficiente principal es la unidad. 

2. El coeficiente del segundo termino es igual al numero negativo de 
la suma de todas las raices. 

3. El coeficiente del tercer termino es igual a la suma de los produc- 
tos de las raices tomadas a pares. 
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4. El coeficiente del cuarto termino es igual al negativo de la suraa 
de los productos de las raices tomadas de tres en tres. 

5. El ultimo termino es igual al producto de todas las raices, tornado 
con signo positivo o negativo segun que el numero de raices sea par 
o impar. 

De estos hechos dcducimos resultados analogos para la ecuacion ge¬ 
neral entera de grado n. Por induccion matematica puede demostrarse 
que esta deduction es correcta; enunciamos el resultado genera! -n el 
teorema siguiente: 

Teorema 12. Si r x , r 2 ,... 9 r n son las n raices de la ecuacion entera 

x n + atx*- 1 + a 2 *"- 2 + ... + a n .\X + a n = 0 

cuyo coeficiente principal es igual a la unidad, entonces las raices y los 
coeficientes estan relacionados por las siguientes igualdades: 

= —(*i + r 2 + ... + r n ), 

— nr 2 + r x Tz + ... + r n -ir ny 
** = —(r,r 2 r 3 + r 1 r 2 r 4 + ... + r^iWn), 

«« = (—l) n r,r 2 r 3 ... r n . 

NOTAS. 

1. Es importante observar que las reiaciones del Teorema 12 solo son 
validas cuando el coeficiente principal es la unidad. 

2. Ahora se puede observar que el Teorema 3 (Art. 5.5) es un caso 
especial del Teorema 12 correspondiente a n = 2. 

Ejemplo 1. Resolver la ecuacion 3x 3 — lx 1 — 27 x + 18 = 0 sabien- 
do que una de las raices es el numero negativo de otra. 

solucion. Representemos las tres raices por r u —y r 2 ; su suma es 
igual a r 2 . 

Antes de aplicar cl Teorema 12, dividiremos la ecuacion dada entre 
3, para reducir a la unidad el coeficiente principal. Entonces la ecuacidn 
toma la forma 

* 3 — %x 2 — 9x + 6 = 0, 

y la suma de las raices es igual a %. Por tanto r 2 = %. 

Ahora, por medio de la division sintetica reducimos la ecuacion dada 
separando la raiz %: 

3 — 2 — 27 + 18 \%_ 

+ 2 + 0—18 


3 + 0 — 27+ 6 
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La ecuacion reducida es 3x 2 — 27 = 0, con las soluciones x — ±3. 
Por tanto, las raices buscadas son %, 3, —3. 

Ejemplo 2. Las raices de la ecuacion x 3 — 3x* + kx + 8 = 0, toma- 
das en determinado orden, estan en progresidn aritmetica. Hallar las rai¬ 
ces y elvalor del coeficiente k. 

solucion. Podemos representar a las tres raices por a — d, a, a -\- d; 
su suma es igual a 3. Por tanto, 3a = 3 y a = 1, que es una de las raices. 

Haciendo x — 1 en la ecuacion dada, podemos obtener el valor de k 
y luego proceder a calcular las dos raices restantes como en el ejemplo 1. 
Sin embargo, es posiblc obtener cstas raices sin hallar previamente k. Ya 
que a = 1, las tres raices son 1 — </, 1, 1 + d, siendo su producto 1 — dr. 
Por otra parte, segun la ecuacion dada, el producto de las raices es igual 
a —8. Por tanto, 1 — d ? = — 8 y d = ±3. Para d = 3 las raices son 
—2, 1, 4; para d = —3 las raices son 4, 1, —2. 

Puede comprobarse facilmente que k = —6. 

EJERCICIOS. GRUPO 44 

1. Resolver la ecuacion 4x 3 — 12x 2 + 3x 4* 5 « 0 sabiendo que las raices, 
en un determinado orden, estan en progresion aritmetica. 

2. Resolver la ecuacion x 3 + 3x 2 — 6* — 8 = 0 sabiendo que las rakes, en 
un determinado orden, estan en progresion geometrica. Sugerencia: Representar las 
raices por fl/r, a 3 ar. 

3. Resolver la ecuacion x 3 — 9x 2 4 kx — 24 = U y hallar el valor de k si 
las raices, en cierto orden, est£n en progresion aritmetica. 

4. Resolver la ecuacion 3x 3 + kx 2 — lx + 3 = 0 y hallar el valor de k si 
las raices, en cierto orden, estan en progresion geometrica. 

5. Resolver la ecuacion 4x 3 — x 2 — 16x -4 4 = 0 si una raiz es el negativo 
de la otra. 

6 . Resolver la ecuacion x z — 10x 2 + 1 lx 4- 70 *= 0 si la suma de dos de las 
raices es 3. 

7. Resolver la ecuacion x 3 + 2x 2 — 15x — 36 = 0 sabiendo que tiene una 
raiz doble. 

8 . Resolver la ecuacion 9x 3 —45x 2 — 52x— 12 = 0 si una raiz es el doble 
de otra. 

9. Resolver la ecuacion 3x 3 4- 17x 2 — 87x 4* 27 = 0 si una raiz es el reci- 
proco de otra. 

10. Resolver la ecuacion x 3 4 2x 2 — 5x — 6 * 0 si una raiz excede a otra 
en 2 unidades. 

11. Resolver la ecuacion 2x 3 4- 9x 2 4* lOx 4- 3 = 0 si las raices estan en la 
proporcion 1:2:6. 

12. Resolver la ecuacion 2x 3 — 1 lx 2 — 7x + 6 = 0 si el producto de dos de 
sus raices es 3. 

13. Resolver la ecuacion x 3 — 2X 2 — 5x 4- 6 = 0 si el cociente de dos de sus 
raices es 3. 
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14. Resolver la ecuaci6n x A — 5x 3 + 6x 2 4- 4x — 8 = 0 sabiendo que tiene 
una raiz triple. 

15. Resolver la ecuacion 4x 4 4* 28x 3 4- 33x 2 — 56* 4- 16 = 0 sabiendo que 
tiene dos raices dobles. 

16. Resolver la ecuacion x 4 — 8x 3 4- 14x 2 + 8x— 15 = 0 si las raices, en 
cicrto orden, estan en progresion aritmetica. Sugerencia: Representar las raices por 
a — 3 dy a — d, a 4- d, a 4- 3 d. 

17. Resolver la ecuacidn 9x 4 —63x 3 4- 53x 2 -f lx — 6 = 0 si una raiz es el 
numero negativo de otra. 

18. Escribir las relaciones del Teorema 12 (Art. 11.13) cuando el cocficicnte 
principal a 0 ^ 1. 

19. Demostrar que si en una ecuacion entera falta cl segundo termino, en- 
tonces la suma de las raices es cero, y que si falta el termino independiente una 
por Io menos de las raices es igual a cero. 

20 . Considerando la ecuacidn x n — 1 = 0, demostrar que (a) la suma de las 
n raices enesimas de la unidad es igual a cero; (b) el producto de las n raices 
enesimas de la unidad es igual a —1 si n es par y cs igual a 1 si n es impar. 
(Vease ejercicio 17 del grupo 29, Art. 8.9.) 

21. Si r l9 r 2 y r 3 son las raices de la ecuacidn 6 jc 3 -—-11 jv 2 — 3x 4-2 = 0, 

, , 1 1 i 

calcular-1-1-sin hallar directamente las raices. 

fl r2 . r . 3 

22. En el ejercicio 21, calcular r x 2 + r 2 2 + r 3 2 sin hallar directamente las 
raices. 

23. Hallar la relacion que debc existir entre los coeficientes de la ecuacidn 

x 3 4- ax 2 4- bx 4- c = 0 si una de sus raices es el numero negativo de otra. Com- 

probar este resultado para el Ejemplo 1 del Art. 11.13. 

24. Hallar la relacion que debe existir entre los coeficientes de la ecuacion 

x 3 4- ax 2 4- bx 4- c = 0 si sus raices, en cierto orden, forman una progresion geo- 

metrica. Comprobar el resultado para el Ejercicio 2. 

25. Demostrar el Teorema 12 (Art. 11.13) usando el metodo de la induccion 
matematica. 
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Fracciones parciales 


12.1. INTRODUCTION 

En el Art. 2.11 consideramos el problema de encontrar la suma dc 
dos o mas fracciones algebraicas simples. Esta suma resulto ser una sola 
fraccion cuyo denominador era el minimo comun multiplo de los deno- 
minadores de las fracciones dadas. Por ejemplo, podemos comprobar fa- 
cilmente la siguiente suma: 

1 + 2 + 2* —1_ 5x* + x + 2 

x + 1 x—l **+ 1 ~ — 1) 

En este capitulo vamos a considerar el problema in verso, es decir, el 
de descomponer una fraccion dada en la suma de fracciones mas senci- 
llas que se denominan sus fracciones parciales. Por ejemplo, en la igual- 
dad (1), las ties fracciones del primer miembro son las fracciones parcia¬ 
les correspondientes a la fraccion del segundo miembro. El problema de 
la descomposicion de una fraccion en fracciones parciales se presenta en 
otras ramas de las matematicas como, por ejemplo, en calculo integral. 

Hemos observado previamente (Art. 2.11) que una fraccion impro- 
pia puede expresarse como la suma de un polinomio y una fraccion pro- 
pia. En lo que sigue se sobrentendera que solamente trataremos de 
descomponer las fracciones propias simplificadas. Ademas, solo conside- 
mremos fracciones en las que el numerador y denominador sean polino- 
mios con coeficientes reales. Ya que los denominadores de las fracciones 
parciales que se van a determinar son factores del denominador de la 
fraccion dada, se concluye que tal denominador dcbe tener factores linea- 
les o cuadraticos irreducibles con coeficientes reales, de acuerdo con el 
corolario 2 del Teorema 6 (Art. 11.7). 
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12.2. TEOREMA FUNDAMENTAL EN LA DESCOMPOSICION 
DE UNA FRACCION EN FRACCIONES PARCIALES 

El metodo para descoinponer una fraccion propia en suma de frac¬ 
ciones parciales se funda en el siguiente teorema, cuya demostracion se 
omite por caer fuera del campo de cstc libro. 

Teorema. Cualquier fraccion propia, rcducida a su minima expresion y 
puede expresarse como una suma de fracciones parciales de los siguien- 
tes tipos: 

1. A cada factor lineal ax 4 b que aparezca una sola vez como fac¬ 
tor del denominador, corresponde una fraccion parcial de la forma 

A 

-. en dondc A ^ 0 es una constante. 

ax + b 

2. A cada factor lineal ax 4 b que aparezca k veces como factor del 
denominador, corresponde la suma de k fracciones parciales de la forma 

4- -L Ak 

ax 4 b (ax + b) 2 * " (ax + b) k 5 

en donde A i, A 2 , A k son co?istantes y A k ^ 0. 

3. A cada factor cuadratico ax 2 + bx + c (irreducible en el campo 
de los numeros reales) que aparezca una sola vez como factor del deno - 

Ax + B 

minador 3 corresponde una fraccion parcial de la forma — -;—, 

ax 2 -r bx -t c 

en donde A y B son constantes no simultdneamente nulas. 

4. A cada factor cuadratico ax 2 + bx + c (irreducible en el campo 
de los numeros reales) que aparezca k veces como factor del denomina¬ 
dor, corresponde la suma de k fracciones parciales de la forma 

AjX + l?i A 2 x + B 2 , A k x + B k 

ax 2 + bx A- c (ax 2 4- bx + c) 2 ‘ “ (ax 2 4 bx + c) k * 

en donde A u B u A 2 , B 2 ,..., A k) B k son constantes y A k y B k no son si¬ 
multdneamente nulas. 

NOTAS. 

1. Si una fraccion dada es impropia, primeramente debe expresarse 
como la suma de un polinomio y una fraccion propia, aplicandose luego 
el teorema a la fraccion propia. 

2. Los tipos de fracciones mencionados en el teorema se llaman frac¬ 
ciones parciales simples. 

3. El estudiante podria preguntar si existen fracciones parciales de la 

Ax 2 + Bx + C 

forma -. La respuesta es afirmativa, pero ya no se 

ax 3 4 bx 2 4 cx 4 d 
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trata de las fracciones parciales simples. Ya que estamos trabajando con 
coeficientes reales, se concluye, del Corolario 2 del Teorema 6 (Art. 11.7), 
que el denominador cubico puede expresarse ya sea como producto de 
tres factores lineales o como producto de un factor lineal por un factor 
cuadratico. Por tanto, la fraccion mencionada puede expresarse como 
la suma de dos o tres fracciones simples. 

El teorema enunciado nos da la forma de las fracciones parciales; nos 
queda el problema de determinar los valores de las diversas constantes 
que aparecen en esas fracciones. En el resto de este capitulo explicaremos 
como se efectua esta determinacion por medio de ejcmplos que compren- 
den los cuatro tipos. 


12.3. FACTORES LINEALES DISTINTOS 

Aqui considcramos el problema correspondiente al tipo 1 del leore- 
ina del Art. 12.2. 

5* + 1 f 

Ejemplo. Descomponer -—— ■—r-rr en fracciones par- 

{x—i){x+ \){x + 2) 

ciales simples. 

solucion. Ya que los factores del denominador son todos lineales y 
diferentes, segun el teorema anterior podemos escribir la identidad 

m __ 5x + 1 _— A , _ B _ -i — c 

* ' ( x —l)(x+l)(x + 2) x —1 x + 1 x+2 9 

siendo A, B y C constantes que deben determinarse. La identidad (1) es 
valida para todos los valores de x exceptuando 1, —1 y —2, pues para 
cada uno de estos valores el denominador se anula. Quitando denomina- 
dores de (1), tenemos la identidad 

(2) 5* + l'=A(x+ l)(x + 2) + B(x— l)(x + 2) 

+ C(x — 1) (x + 1) 

que, en vista de la relacion (1), es valida para todos los valores de x 
excepto, posiblemente, para 1, —1 y —2. Por tanto, por el Corolario 
del Teorema 5 (Art. 11.6), la relacion (2) es valida para todos los va¬ 
lores de x incluyendo 1, —1 y —2. 

Existen dos metodos para determinar las constantes A, B y C. 

metodo 1. Para determinar las tres constantes A } B y C, necesitamos 
tres ecuaciones independientes que las relacionen. Estas tres ecuaciones 
pueden obtenerse sustituyendo a x por tres numeros distintos cualesquiera 
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en la identidad (2). Sin embargo, este caso se simplifica si sustituimos los 
valores de x que fueron excluidos de la relacion (1), es decir, 1, —1 y 
* 2, piles con cada una dc estas sustitucioncs eliminamos todas las cons- 
tantes con exception de una. Asi, para x = 1, la identidad (2) nos da 

5+ 1 =A(l + 1) (1 + 2), de donde A = 1. 

Similarmente, para * = —1, la identidad (2) nos da 

—5 + 1 = A(\ — 1) (—1 + 2), de donde B = 2. 
Finalmente, para x = —2, la identidad (2) nos da 

—10 + 1 = C (—2 — 1) (—2 + 1), de donde C — —3. 

Segun csto la solution buscada es: 


5* + 1 1 

!)(*+ \)(x + 2) ” x— 1 


3 

x + 2 


Una comprobacion completa de este resultado se obtiene sumando 
las tres fracciones parciales del segundo miembro dc (3), como se estu- 
dio en el Art. 2.11. 


metodo 2. En este metodo efectuamos operaciones en el segundo 
miembro de (2) y escribimos el resultado como un polinomio en x. Esto es, 

5x+ \ =A(x 2 + 3x + 2) +B(x 2 + x— 2) + C(x*— 1), o sea, 
(4) 5x + 1 = (A + B + C)x* + (3^4 + B)x + 2A — 2B — C. 

Ya que (4) es una identidad, se sigue, del teorema 5 (Art. 11.6), que 
los coeficientes de las potencias correspondientes de * debcn ser iguales, 
asi obtenemos 

A + B + C = 0, 

3 A + B = 5, 

2A — 2B — C= 1. 

La solucion de este sistcma de ecuaciones (Art. 4.7) puede efectuarse fa- 
cilmente, obteniendose A = l > B = 2, C = — 3, que concuerda con el re¬ 
sultado obtenido por el Metodo 1. 


12.4. FACTORES LINEALES REPETIDOS 


Veamos ahora un ejemplo que comprende al tipo 2 del teorema del 
Art. 12.2. 

5^2 -j- 4 X -f- 2 

Ejemplo. Descomponer —- —-—— en sus fracciones parcia- 

{x — 4)(x + 3) 2 1 

les simples. 
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solucion. Estc problema comprende los tipos 1 y 2 del teorema del 
Art. 12.2, por lo cual escribimos la identidad 

5* 2 -f4* + 2 _ A B C 

(x — 4)(x + 3) 2 — X — 4 + x + 3 + (x + 3)*’ 

Eliminando las fracciones dc (1), tenemos la identidad 

(2) 5* 2 + 4* + 2 = A{x + 3) 2 + B(x — 4) (x + 3) + C(x — 4), 

la cual, por el mismo argnmento usado en el ejemplo del Art. 12.3, es 
valida para todos los valores de x. 

Tambien existen dos metodos para la determinacion de las constantes 
A,B yC. 

metodo 1. En este caso, debido a que un factor lineal esta repetido, 
no es posible obtener inmediatamente las tres constantes por sustitucion 
de ciertos valores como se hizo en el ejemplo del Art. 12.3. Sin embargo, 
podemos determinar de esta manera dos de las constantes. Asi, para 
x = 4 la identidad (2) nos da 

80 + 16 + 2 = 4(4 + 3) 2 , de donde A = 2. 

Para x = —3 la identidad (2) nos da 

45— 12 + 2 = C (—3 — 4), de donde C = —5. 

No existe nn valor de x que puede sustituirse para eliminar simulta- 
neamente A y C y obtener de inmediato B. Sin embargo, si usamos los 
valores de A y C ya obtenidos y algun valor sencillo de x , digamos 0, 

podemos obtener facilmente B. Asi, si sustituimos ^4 = 2, C — —5 y 

x = 0 en la identidad (2), tenemos 

2 = 2(3) 2 + fl(-4) (3) + (-5) (-4), 
de donde 2 = 18 — \2B + 20, \2B = 36, B = 3. 

Por tanto, la descomposicion en fracciones parciales es 

5x 2 + 4* + 2 _ 2 3 5 

(* — 4)(* + 3) 2 — x — 4 + x + 3 (* + 3)* ' 

metodo 2. Aqui procederemos como en el Metodo 2 del Art. 12.3. 
Efectuando operaciones en el segundo miembro de (2), tenemos 

5* 2 + 4x + 2z=A(x 2 + 6* + 9) + B(x 2 — x— 12) + C(x — 4), 

o sea, 

5* 2 + 4* + 2= (A + B)x 2 + (6^ — B + C)x + 9A—12B — 4C. 
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Igualando los coeficientes de potencias corrcspondientes de x f obte- 
nemos el sistema 


A + B = 5 ; 

6A — B + C = 4, 

9 A — 12B — 4C = 2, 

cuya solucion es A = 2, B = 3, C = —5, que concuerda con el resulta- 
do obtenido por el Metodo 1. 


EJERCICIOS. GRUPO 45 

En cada uno dc los cjercicios 1-20, dcscomponer la fraccion dada cn sus frac¬ 
ciones parciales simples y comprobar el resultado. 


1 

3* + 6 

0 

7x 

1. 

(* —2)(* + 4) * 

2. 

(2* + 1)(* —3) ' 

3. 

x — 9 

4. 

9* + 7 

x 2 — 9 ' 

*2 + 2 * —3 ‘ 

5. 

3*2 — 5* — 52 

6 . 

16 — 10*2 

(* + 2)(*-3)(* + 5) • 

(* 2 — 1) (* 2 — 4) • 

7. 

—2*2 + 14* + 18 

8. 

2*2 + * + 9 

(* —3)(2*2 —*—1) ‘ 

*3 — 2*2 — 5 * + 6 • 

9. 

x 3 + 2*2 — 1 

1 n 

*3 + 11*2 + 37* + 31 

X 2 4- X — 6 

1U. 

* 3 + 6*2 + 5*— 12 * 

11 

3x— 1 

12. 

*2 + 3* — 2 

l i. 

(*+1)2 ’ 

*2(2*— 1) * 


9*3 + 16*2 + 3*— 10 

14. 

2*3 + 7*2 + 15* + 8 

1 0. 

x*(x + 5) 

*(* + 2) s 

15. 

3x 3 + 10 x 2 — 5 * 

1 £ 

3*3 + 4*2 —21*—103 

( X 1 ) 2 ( X + 1)2 • 

10 . 

(* —3)(* 3 + 5*2 —8* —48) 

17 

2x3 + 3x 2 — 15x — 8 

18. 

4* 4 — 3*2 + 6* — 3 


(x + 2)(x3 —3x + 2) # 

(*— !)(«• —!)* • 

1 Q 

2x4 — 4*2 — x + 2 



1 J. 

(*2 —*)2 



on 

* s + 4x* — i j* 3 — 14* 2 4 . x 

+ 24 


2U. 

(* —2)2(* + 1)3 

* 



12.5. FACTORES CUADRATICOS DISTINTOS 


Como ejemplo del tipo 3 del teorema del Art. 
guiente: 


Ejemplo. Descomponer 
parciales simples. 


3* 3 — x 2 + 4x 
(. x 2 + \)(x 2 — x+ 1) 


12.2, tenemos el si- 
en sus fracciones 
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solucion. Ya que ambos factores del denominador de la fraction 
dada son irreducibles en el campo de los numeros reales, podemos escri- 
bir la siguicnte identidad, de acuerdo con el teorema del Art. 12.2: 


( 1 ) 


3x 3 — x 2 + 4x = Ax + B 
(x 2 + 1) (x 2 — x+ 1) “ x 1 + 1 


+ 


Cx + Z ) 

X 2 - X + 1 


Eliminando las fracciones de (1), obtenemos la identidad 
(2) 3x 3 — x 2 + 4x = (Ax + B)(x 2 — x + 1) + (Cx + D) (x 2 + 1). 

Como antes, existen dos metodos para determinar las constantes A, 
B, C y D. 

mf.todo 1. En este metodo, en la identidad (2) sustituimos x por 
cuatro valores sencillos diferentes. Esto nos da cuatro relaciones indepen- 
dientes que conticnen las constantes. Asi: 

Para x = 0, 0 = B + D. 

Pma x=l, 6= (il + B)(l) + (C + D)(2), 
o sea A + B + 2C + 2D = 6. 

Para x = —1, —8 = (—A + B) (3) + (—C + D) (2), 
osea 3A — 3B + 2C — 2D = S. 

Para x = 2, 24 — 4 + 8= (2A + B) (3) + (2C + Z>)(5), 
o sea 6A + 3B+ 10C + 5 D = 28. 

Se deja como ejercicio resolver este sistema y ver que la solucion cs 

A = l, B = _1, C = 2, D = 1. Por tanto, la descomposicion en fraccio- 

nes parciales es 


3x 3 — x 2 4* \x 


x — 1 


+ 


2x+ 1 


(x 2 + 1) (x 2 X + 1) X* + 1 ^ X 2 — X + 1 ■ 

mf.todo 2. Es el mismo que el Metodo 2 del articulo anterior. Efoc- 
tuando operaciones en el segundo miembro de (2), tenemos 

3x s — x 2 + 4x = Ax 3 — (A — B)x 2 + (A — B)x 
+ B + Cx 3 + Dx 2 + Cx + D, 

osea 3X 3 —x 2 +4 x= (A + C)x*—(A-B — D)x 2 

-f- (A — B+C)x + B + D. 

Igualando los coeficientes de las potcncias correspondientes de x, ob¬ 
tenemos el sistema 

A + C = 3, 

A — B — D = 1, 

+ — B + C = 4, 

B + D- 0. 
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cuya solution es A — 1, B — —1, C = 2, D = 1, que esta de acuerdo con 
el resultado obtenido con cl Metodo 1. 


12.6. FACTORES CUADRATICOS REPETEDOS 

Como un ejemplo del tipo 4 del teorema del Art. 12.2, tenemos el 
siguiente: 

4x 4 + 13X 2 _ 4x + 14 

Ejemplo. Descomponer — - -en sus fracciones par- 

(x— l)(x 2 + 2) 2 y 

ciales simples. 

solucion. De acuerdo con el teorema del Art. 12.2, podemos cscri- 
bir la identidad 

m 4s 4 + 13x 2 — 4x + 14 _ A , Bx + C , Dx + E 
} (x — l)(x 2 + 2) 2 x—l + + 2 + (jc 2 + 2) 2 • 

Quitando denominadores resulta 

(2) 4x* + I3x 2 — 4x + \4 = A(x 2 + 2) 2 

+ (Bx + C)(x— l)(x 2 + 2) 

+ (Dx + E)(x— 1). 

Existen los mismos metodos del articulo anterior para la determination 
de las constantes A, B, C, D y E. 

metodo 1. Ya hemos observado (Art. 12.3) que cuando aparece un 
factor lineal, es posible sustituir un valor particular de x y dcterminar 
inmediatamente una constante. Asi pues, sustituyendo x = 1 cn la iden¬ 
tidad (2), tenemos 

27 = 9A, de donde ^4 = 3. 

Para las constantes restantes sustituimos a x por valores sencillos en 
la identidad (2). Asi tenemos: 

para * = 0, A = 3,14 = 3(4) + C(—1) (2) + E(— 1), 
o sea 2C + E = —2. 

Para x = —1, A 3, 

35 = 3(3) 2 + (— B + C) (—2) (3) + (— D + E) (-2), 
o sea 6B — 6C + 2D — 2E = 8. 

Para x = 2, A = 3, 

64 + 52 — 8 + 14 = 3(6) 2 + (2£+C)(l)(6) + (2Z) + £)(1), 
12B + 6C + 2D + E = 14. 


o sea 
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Para x — —2, A = 3, 

64 + 52+8+14 = 3(6) 2 + (— 2B+C) (—3) (6) + (-2D+E) (—3), 
o sea 36 B — 18C + 6D — 3E = 30. 

La solucion de este sistema de cuatro ecuaciones es B = 1, C = 1, 
D = 0, E = •—4. Por tanto, la descomposicion en fracciones parciales es 

4x 4 + \3x 2 — Ax + 14 _ 3 x+ 1 4 

(* — l)(x 2 + 2) 2 — l + ** + 2 (* 2 + 2) 2# 

metodo 2. Efectuando operaciones en el segundo miembro de (2), 
obtenemos 

4a: 4 + 13a: 2 — Ax + 14 = + (a: 4 + 4at 2 + 4) + Bx 4 + (C — B) x 3 
+ (2 B — C)x 2 + 2(C — B)x — 2C + Dx 2 
+ (E-D)x-E, 

osea 4a: 4 + 13a: 2 — 4x + 14= (+ + B)x 4 + (C — B) s 

+ (4+ + 2B —C + D)a: 2 
+ (2C — 2B — D + E)x + 4+ — 2C — E. 

Igualando los coeficientes de las potencias correspondientes de x, te- 
nemos el sistema 

A + B = 4, 

C — B = 0, 

4A + 2B — C + D = 13, 

2C— 2B — D + E = —4, 

4A — 2C — E= 14, 

cuya solucion es + = 3, B = 1, C = 1, Z> = 0,£ — —4, lo que concuerda 
con el resultado del Metodo 1. 


EJERCICIOS. GRUPO 46 


En cada uno de los ejercicios 1-20 descomponer la fraccion dada en sus frac¬ 
ciones parciales simples, y comprobar cl resultado. 


3x* — 4x + 5 
lm — 1)(^ 2 + 1 ) ’ 

2x 3 — 4x 2 4- 4x — 4 
3 ‘ (x 2 4- 1) (x 2 4- 2) * 

5 2x 2 4- x 4- 3 

x* 4- 5x 2 4 * 6 * 

^ 4x 3 -f 3x 2 4- 18x — 5 

'* (x 4- l)(x 3 4 - 2x — 3) ' 
2x* 4 - 4x 3 4- 4x 2 4 - x — 6 
x* 4- x 3 4- 3x 2 
x 3 4- 2x 2 4- 3x 
U# (x 2 4- x 4- l ) 2 * 


2 . 

4. 

6 . 

8 . 

10 . 


5x 2 4- 8x + 5 
X 3 4- 3x 2 4- 3x 4- 2 * 

3x 3 4- x 2 4* 2x — 2 
(x 4* l)(x 3 4- 1) * 

— 1 Ox 2 — 24x — 48 
(x 4- 2) (x — 3) (x 2 4- x 4- 2) * 
3x 3 — 9x 2 4 - 8x — 10 
(x — 3) (x 3 — 2x 2 — x — 6) * 
x 5 4- 7x 3 — x 2 4 - 9x — 12 
" (x 2 4- 3) (x 2 4* x 2) 

2x 3 + 4 x z 3x 2 4- 3x — 1 


(x 3 4- l ) 3 


12 . 
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13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19 . 

20 . 


5** —.13^4 + 19x 3 — 22x 2 4- 11s — 4 

(*3 — X 2 + X )2 

7* 4 — llx 3 + 12jc 2 — 14a: 4- 27 

(* — 3)*(* 2 + 2) 2 

2s 5 + 9s 3 4- 3x 2 4- 5x 4- 4 
* 6 + 2x3+1 ' 

— 4x r > 4 7x 4 — 4a: 3 4 - IPs 2 4- 7 
x 8 — 2x 4 4- 1 

5x 6 — 5x 5 4- 6x 4 — 8x 3 -F 5x 2 4- 3x 4- 3 
(* — l)(x« — 2^3 4 - i) 

2x7 — 7x6 1Q X 5 — 16* 4 4 - 18 a : 3 — 16 s 2 4 - 11 * — 4 
(* 2 4 - 1) 2 (*2 — x 4 - l ) 2 

2x 9 -F s 8 4- 13x 7 + iQxfi 4- 29s n 4- 24s 4 4- 29s 3 4- 18s 2 4- 15s 4- 3 
(x 2 4- 3) (x 2 + l) 3 
x6 + 4x5 4- llx 4 4- 16x3 + 21s 2 4- 12s 4- 8 
(x 2 4* 2)~(x 2 4- x 4- 2) 2 
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Permutaciones 
y combinaciones 


13.1. INTRODUCTION 

En cste capitulo estudiaremos los diversos arreglos y selecciones que 
es posible hacer con los elementos de un conjunto dado. Mientras que por 
una parte esto conducira a la solucion de problemas que son interesantes 
por si mismos, tambien veremos como los resultados que se obtengan se 
aplican para resolver muchos problemas practic.os. Por ejemplo, podre- 
mos averiguar cuantos numeros diferentes de telefonos o placas dife^en- 
tes de automoviles, se pueden formar utilizando un conjunto dado de 
letras y digitos. Ademas, por estar relacionado con el estudio de las com¬ 
binaciones, volveremos a ver los coeficientes del desarrollo del binomio y 
el triangulo de Pascal (Arts. 7.5 y 7.6). Finalmente, uno de los proposi- 
tos mas importantes de este capitulo es el de estudiar ciertos temas in- 
dispensables para poder comprender y resolver los problemas de proba- 
bilidades que daremos en el capitulo siguiente. 

13.2. TEOREMA FUNDAMENTAL 

Definicion. Cada uno de los diferentes arreglos que pueden hacerse 
con una parte de los elementos, o con todos los elementos, de un conjun¬ 
to, se llama una permutation* 

Conviene observar que el orden es una caracteristica de especial im- 
portancia en una permutacion. Cuando variamos el orden de los elemen¬ 
tos de una permutacion, se dice que permutamos dichos elementos. 

Por ejemplo, los diferentes arreglos o permutaciones que pueden ha- 

* Muchos autores distinguen cntre permutacion y variation. En una permuta¬ 
tion entran todos los elementos del conjunto, mientras que si solamente cntran una 
parte se lcs llama variacion. 
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cerse con las tres letras a y b y c y tomandolas de dos en dos, son seis, a 
saber: ab y ac y ba y bc y ca y cb. 

En el articulo siguicnte deduciremos una formula que permite calcu- 
lar el numero de permutaciones que pueden hacerse con n clementos 
tornados de r en r. La demostracion de dicha formula se basa en el si- 
guiente teorema, conocido como el tcorema fundamental. 

Teorema 1. (Teorema fundamental). Si una accion puede .efectuarse 
de una de p maneras diferentes y y si despues de que esta accion ha sido 
efectuada de una de esps maneras, una segunda accion pucde efectuarse 
de una de q maneras diferentes y entonces el numero total de maneras 
diferentes en que las dos acciones pueden efectuarse siguiendo el orden 
mencionado es pq. 

demostracion. Para cada una de las p maneras diferentes en que 
pucde efectuarse la primera accion, corresponden q maneras diferentes 
para efectuar la segunda accion, es decir, existen q maneras diferentes 
de efectuar las dos acciones para cada manera de efectuar la primera 
accion. Por tan to, para las p maneras en que puede efectuarse la primera 
accion, corresponden pq maneras diferentes para efectuar las dos acciones. 

Corolario 1. Si una accion puede efectuarse de p maneras diferentes, 
y una segunda accion puede efectuarse de q maneras diferentes y y una 
tercera accion puede efectuarse de r maneras diferentes y y asi sucesiva- 
mente y entonces el numero total de maneras diferentes en que pueden 
efectuarse todas estas acciones en el orden mencionado es pqr ... 

Corolario 2. Si x acciones pueden efectuarse sucesivamente de p ma¬ 
neras diferentes cada una y entonces el numero total de maneras diferentes 
en que pueden efectuarse las x acciones sucesivamente es p x . 

Como ejemplo del Teorema 1, consideremos el caso ya mencionado 
de obtener las seis permutaciones de las tres letras a, b y c y tomadas de 
dos en dos. Podemos considerar este problema como dos acciones suce- 
sivas consistentes en llenar dos lugares o posiciones en orden. El primer 
lugar puede llenarse en tres formas diferentes usando cada una de las 
letras a y b y c. Despues de que se ha llenado el primer lugar, quedan dos 
letras para el segundo lugar, el cual puede por tanto ser llenado en dos 
formas diferentes. En consecuencia, por el Teorema 1, ambos lugares pue¬ 
den llenarse en 3 X 2 = 6 formas diferentes. 

Como ya hemos dicho, en el siguiente articulo se deducira una formu¬ 
la para calcular el numero de permutaciones. Sin embargo, muchos pro- 
blemas pueden resolverse sin recurrir a esa formula simplemente usando 
el Teorema y sus corolarios por medio de la consideracion de las diversas 
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acciones que deben efectuarse como lugares o posiciones que deben lie- 
narse en ordcn. Veamos como se aplica estc procedimiento por medio de 
algunos ejemplos. 

Ejemplo 1. Existen cinco carreteras entre las ciudades A y B, y cua- 
tro carreteras entre las ciudades B y C. Hallar el numero de formas dife- 
rentes en que una persona puede viajar de A a C pasando por B. 

solucion. Primeramcnte trazamos dos lineas horizontales, —, —, 
para indicar los dos lugares que deben llenarse. El piimer lugar puede 
llenarse de cinco foimas distintas ya que la primera accion, que es viajar 
de A a B, puede efectuarse en cinco formas distintas. Analogamente, el 
scgundo lugar puede llenarse de cuatro formas distintas ya que la scgun- 
da accion, que es viajar de B a C, puede efectuarse en cuatro formas dis¬ 
tintas. Nuestros dos lugares aparcccn ahora como sigue: 5, 4. Por tanto, 
por el Teorema 1, el numero buscado de formas diferentes es 5 X 4 = 20. 

Ejemplo 2. Hallar el numero de enteros diferentes de tres cifras que 
pueden formarse con los digitos 2, 3, 5, 7, en los casos siguicntes: (a) no 
se permite la repeticion; (b) se permite la repeticion. 

solucion. (a) Consideremos, como en el Ejemplo 1, que tenemos 
tres lugares para ser llenados. El primer lugar puede llenarse de cuatro 
formas diferentes. Habiendo llenado el primer lugar, el segundo lugar 
puede llenarse de tres formas diferentes usando cada uno de los tres digi¬ 
tos restantes. Habiendo llenado los dos primeros lugares, el tercer lugar 
puede llenarse cjle dos formas diferentes con cada uno de los dos digitos 
restantes. Nuestros tres lugares aparecen ahora como sigue: 4, 3, 2. Por 
tanto, por cl Teorema 1, el numero pedido es el producto 4X3X2 = 24. 

(b) Si se permite la repeticion, los tres lugares aparecen como sigue: 
4, 4, 4, y el numero pedido es el producto 4X4X4 = 64. 

Ejemplo 3. ^Cuantos enteros son pares en el ejemplo 2(a)? 

solucion. Para los numeros pares, el tercer lugar (las unidades) 
debe llenarse con el digito 2, y esto solo puede hacerse en una sola forma. 
Considerando los tres digitos restantes, el primer lugar (las centenas) 
puede llenarse de tres formas diferentes, y el segundo lugar (las decenas) 

puede llenarse de dos formas. Por tanto, por el Teorema 1, el numero to¬ 

tal de enteros pares es 3 X 2 X 1 = 6. 

EJERCICIOS. GRUPO 47 

1. Demostrar el Corolario 1 del Teorema 1 (Art. 13.2). 

2. Demostrar cl Corolario 2 del Teorema 1 (Art. 13.2). 
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3. Resolver el Ejemplo 3 (Art. 13.2) si se permite la repeticion. 

4. Un edificio ticne 6 pucrtas. ^En cuantas fonnas diferentes puede una per¬ 
sona entrar al edificio salicndo por una pucrta difcrente de la quc uso al entrar? 

5. Hallar el numero de arreglos diferentes que pueden formarse con las 4 
letras a, b, c 3 d, tomandolas de 3 en 3. 

6. Un club tiene 12 miembros y se va a elegir un prcsidcnte, un vicepresi- 
dente, un secretario y un tesorero. £ Cuantas candidaturas diferentes pueden for¬ 
marse si cualquier miembro del club es elegible para cualquier cargo? 

7. Resolver el ejercicio 6 si solamente dos miembros determinados son clegi- 
bles para prcsidente pero tambien son elegibles para los demas cargos. 

8. Resolver el ejercicio 6 si solamente dos miembros determinados son ele¬ 
gibles para presidente pero no son elegibles para otros cargos. 

9. Hallar cudntos ntimeros enteros diferentes de dos cifras se pueden formar 
con los digitos 1, 2, 4, 7, 8, si (a) no se permite la repeticion; (b) se permite la 
repeticion. 

10. En el ejercicio 9 hallar el numero de enteros pares e imparcs que pueden 
formarse si (a) se permite la repeticion; (b) no se permite la repeticion. 

11. Se forman senales colocando banderas de diferentes colores una sobre 
otra en un asta. Si se tienen 5 banderas diferentes, hallar el numero de sciialcs 
que pueden formarse (a) 3 de las banderas; (b) 4 de las banderas; (c) todas las 
banderas. 

12. En el ejercicio 11, obtener cl numero total de senales que pueden for¬ 
marse usando una o mas de las 5 banderas. 

13. Al tirar una moneda llamarcinos a las dos diferentes formas en que puede 
caer, cara y sello. Encuentre el numero de diferentes formas en que pueden caer 
los siguientes numeros de monedas: (a) 2 monedas; (b) 3 monedas; (c) n 
monedas. 

14. Las caras de un dado est£n numeradas del 1 al 6 y, por tanto, cuando se 
tira puede obtenerse uno cualquiera de los seis diferentes resultados. Hallar el 
numero de resultados diferentes que pueden obtenerse cuando se tiran los siguien¬ 
tes numeros de dados: (a) 2 dados; (b) 3 dados; (c) n dados. 

15. Si cada uno de n dados tiene / caras numeradas dc 1 a /, encontrar el 
numero de formas posibles que pueden aparccer al ser tirados. 

16. Hallar el numero de palabras de cuatro letras (no necesariamente pro- 
nunciablcs) que pueden formarse con diez letras diferentes del alfabcto si (a) no 
se permite la repeticion; (b) se permite la repeticion. 

17. Obtener el numero de palabras de cuatro letras que pueden formarse con 
7 consonantcs diferentes y 3 vocales diferentes si las consonantes y vocales deben 
ir altemadas y no se permite la repeticion. 

18. Resolver el ejercicio 17 si se permite la repeticion. 

19. En un cierto Estado las placas de automoviles constan de 5 lugarcs, los 2 
primeros se Henan con cualesquiera de las 26 letras del alfabeto y los 3 ultimos 
se llcnan con cualesquiera de los-10 digitos del 0 al 9 inclusive, con la excepcion 
de que el cero no puede usarse en cl tercer lugar. Calcular cl numero total dc 
placas diferentes que pueden formarse si no se permite la repeticion ni de letras 
ni de digitos. 

20. Resolver cl ejercicio 19 si sc permite la repeticion tanto de letras como 
de digitos. 

21. Se tienen numeros tclefonicos que constan de 7 lugares cada uno. Los pri- 
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meros, 2 lugares se Ilenan con dos cualcsquiera de 24 de las letras del alfabeto y 
los ultimos 5 lugares se Henan con cualesquiera de los 10 digitos del 0 al 9 inclu¬ 
sive, con la excepcion de que el cero no puede usarse ni en el tercero ni en el 
cuarto lugar. Calcular el total de numeros diferentes quc puedcn formarse si no 
se pcrmite la repeticion ni de letras ni de digitos. 

22. Resolver el ejercicio 21 si solamente se permite la repeticion de digitos. 

23. i De cu&ntas maneras diferentes puedcn sentarse 5 personas en una fUa de 
8 sillas? 

24. Resolver el ejercicio 23 si las 5 personas deben sentarse en sillas con- 
secutivas. 

25. Dcterminar cuantos numeros enteros y positivos menores de 5000 pueden 
formarse con los 8 digitos, del 0 al 7 inclusive, si no se permite la repeticion. 


13.3. NUMERO DE PERMUTACIONES 

Se usan varios simbolos para representar el numero de permutaciones 
de n objetos diferentes tornados de r en r. Aqui usarcmos el simbolo 
P(n,r), el cual resulta muy apropiado ya que el numero de permutacio¬ 
nes es una funcidn de n y de r. 

Teorema 2. El numero de permutaciones de n objetos diferentes to¬ 
rnados de r en r esta dado por la formula 

(1) P{n } r) = n(n— 1) {n — 2) ... (n — r + 1), r < n. 

demostracion. El valor de P(n,r) es igual al numero total de for¬ 
mas en que pueden llenarse r lugares con n objetos diferentes. El primer 
lugar puede llenarse de n formas diferentes, ya que en este punto todos 
los n objetos estan disponibles. El segundo lugar puede llenarse de n — 1 
formas diferentes con los n — 1 objetos restantes. Analogamente, el tercer 
lugar puede llenarse de n — 2 formas diferentes, y asi sucesivamente. 
Continuando este proceso, finalmente vemos que el lugar r puede lle¬ 
narse de n— (r— 1) = n — r + 1 formas diferentes. Entonces, por el 
teorema fundamental (Teorema 1, Art. 13.2) el numero total de formas 
esta dado por la formula (1). 

Corolario. El numero total de permutaciones de n objetos diferentes 
tornados de n en n esta dada por 

P{n y n) = n(n— 1) (rt — 2) ... 1 = n! (Art. 7.4) 

Ejemplo 1. <:Cuantas diferentes quintas de basket ball pueden for- 
marsc si hay 7 jugadores disponibles para jugar cualquier posicion? 

solucion. Por supuesto este problema puede resolverse aplicando 
el teorema fundamental dado en el Art. 13.2. Sin embargo, tambien po- 
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demos considerar que el resultado es igual al numero de permutaciones 
de 7 objetos tornados de 5 en 5, el cual, por el Teorema 2, es 

P( 7,5) = 7-6-5-4-3 = 2520. 


Consideremos ahora el caso de la determinacion del numero de per¬ 
mutaciones de n objetos que no son todos diferentes. Por ejemplo, deter- 
minemos el numero P de permutaciones de las cinco letras a, a, a, b , c, 
tomadas de 5 en 5. Cada una de estas P permutaciones contiene las tres 
letras identicas a, a , a. Si estas tres letras fueran diferentes entre si y dife¬ 
rentes de las letras rcstantes b , c 3 entonccs podrian permutarse entre ellas 
mismas en 3! formas diferentes por cada una de las P pennutaciones, y 
las cinco letras diferentes podrian entonces permutarse en 5! formas 

5! 

Por tanto P • 3! =5!, de donde P = — = 20. 

3! 

El caso general esta dado por el teorema siguiente: 


Teorema 3. Si P re present a cl numero de permutaciones distint as de 
n elementos tornados de n en n y en donde hay un primer tipo de p obje¬ 
tos iguales entre si , q objetos iguales entre si de un segundo tipo , r objetos 
igualcs entre si de un tercer tipo, y asi sucesivamente, entonces. 


( 2 ) 


P = 


n\ 


plqlrl ... 


demostraCion. Si sustituimos los p primeros objetos iguales por p 
objetos diferentes entre si y diferentes de los objetos restantes, entonces 
de cada una de las P permutaciones obtenidas podemos obtener p\ per¬ 
mutaciones diferentes permutando los p nuevos objetos entre ellos mis- 
mos. Por tanto, de las P permutaciones originales obtenemos P • p\ pennu¬ 
taciones contcniendo cada una q objetos iguales entre si, r objetos iguales 
entre si, etc. Analogamente, sustituyendo los q objetos iguales por q 
objetos diferentes, obtenemos P • plql permutaciones, conteniendo cada 
una r objetos iguales entre si, etc. Continuando este proceso finalmente 
obtenemos P • plqlrl ... permutaciones, cada una de ellas formada con n 
objetos diferentes. Por otra parte, por el corolario del Teorema 2, el nu¬ 
mero de tales permutaciones es n\. Por tanto, P • plqlrl ... = n!, de don¬ 
de resulta la formula (2). 


Ejemplo 2. Calcular el numero de permutaciones diferentes que pue- 
den formarse con las letras de la palabra acacias , tomadas todas a la vez. 

solucion. La palabra contiene 7 letras, de las cuales 3 son a , 2 son 
c, y el resto diferentes. Por tanto, por el Teorema 3 el numero de permu- 

j-r . 7! 7-6-5-4-3-2 

taciones diferentes es = - 3 ^2 2 -“ ^* 
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Ahora consideraremos el numero de arreglos de n objetos diferentes 
alrededor de un circulo. Cada uno de tales arreglos se llama una permu¬ 
tation circular o ciclica. Primeramente consideremos a los n objetos dis¬ 
tint os ordenados en linea recta y designemos a uno de ellos con A 9 aqui 
tenemos arreglos diferentes segun que A cste al principio o al final de la 
linea, conservando en cada caso su posicion los n — 1 objetos rcstantes. 
Sin embargo, esto no es asi en una permutacion circular, pues entonces 
la posicion de A puede considerarse fija y los n — 1 objetos rcstantes pue- 
den arreglarse cn (n — 1) ! formas diferentes con respecto a A. De aqui 
el teorema siguiente: 

Teorema 4. El numero de permutaciones circulates de n objetos di¬ 
ferentes es igual a (n — 1)! 

Ejemplo 3. Un grupo formado por 3 muchachas y 3 muchachos van 
a sentarse de modo que ellas queden alternadas con ellos. Calcular de 
cuantas formas pueden hacerlo si (a) se sientan en linea recta; (b) se 
sientan alrededor de nna mesa circular. 

solucion. (a) Podemos considerar que las muchachas se sientan en 
los lugares con numero impar y los muchachos en los lugares con numero 
par; esto puede hacerse en 3! 3! formas diferentes. Un numero igual 
de arreglos diferentes puede obtenerse sentando a los muchachos en los 
lugares con numero impar y a las muchachas en los lugares con numero 
par. Por tanto el numero total de formas diferentes es igual a 2 • 3!3! == 72. 

(b) Podemos sentar primeramente a las muchachas alrededor de la 
mesa en 2! formas de acuerdo con el Teorema 4. Entonces quedan 3 
lugares alternados para sentar a los tres muchachos; esto puede hacerse 
en 3! formas. Por tanto, el numero total de formas diferentes es igual 
a 2!3! = 12. 

EJERCICIOS. GRUPO 48 

1. Dcmostrar cl corolario del Teorema 2 (Art. 13.3). 

71! 

2. Demostrar que P(n, r) = — - ‘ T j T > r — n - 

3. Si se permite la repetition, demostrar que el numero de permutaciones 
de n objetos diferentes tornados de r en r es igual a n r . 

4. Calcular (a) P(8,2); (b) P(9,3). 

5. Calcular (a) P(10,4); (b) P(7,4) -5- P(5,4). 

6. Si P(n, 4) - 6P(rz, 2), hallar n. 

7. Si P(n, 5) = 42P(n, 3), hallar n. 

8. Si P(n, 5) = 24P(n, 2), hallar n. 

9. Si 2P(6, r) - 3P(5, r), hallar r. 

10. Si 12P(7, r) = 5P(9,r), hallar r. 
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11. Hay oeho jugadorcs disponiblcs para formar una quinta de basket ball. 
Si 2 jugadores determinados pueden solamente jugar como centro y los 6 restan- 
tes pueden jugar en cualquier puesto. exccpto como centro, calcular el numero dc 
equipos diferentcs que pueden formarse. 

12. Resolver el ejercicio 11 si los 2 jugadores mencionados pueden ocupar 
cualquier puesto. 

13. Hallar el numero de novenas de beisbol distintas que pueden formarse 
con 15 jugadores disponibles si 3 de ellos solo juegan como lanzadores, 2 solo 
como rcceptorcs, 6 juegan solamente en el cuadro y 4 solamente como jardineros. 

14. Calcular el numero de permutaciones diferentes que pueden formarse con 
las letras (ie la palabra Alaska, tomadas todas a la vez. 

15. Se forman senales con 8 banderas de colores colocadas una sobre otra 
en un asta. Calcular el numero de senales diferentes que pueden formarse con las 

8 banderas si 3 son rojas, 2 blancas y el resto azules. 

16. Resolver el ejercicio 15 si la bandera superior debe ser roja. 

17. Se tienen 6 ejemplares de un libro y 5 de otro libro. Hallar el numero 
total de formas diferentes en que pueden arreglarse todos estos libros en un 
estante. 

18. ^En cuantas formas diferentes pueden distribuirse entre 12 ninos 3 mo- 
nedas de cinco centavos, 4 de diez y 5 de veintc, si cada uno debe recibir una 
moneda? 

19. Hay m objetos identicos de una primera clase y n objetos identicos de 
una segunda clase. Hallar el numero de permutaciones diferentes que pueden for¬ 
marse de manera que cada una contenga p objetos de la primera clase y q objetos 
de la segunda clase. 

20. Se tienen m ejemplares de cada uno de n libros distintos. Hallar el nume¬ 
ro de maneras en que pueden arreglarrse en un estante. 

21. Calcular cuantos numeros entcros y positivos pueden formarse con los 
digitos 1, 2, 3, 4, 5, si no se permite la repeticion, y demostrar que la razon del 
numero de impares al numero de pares cs 3:2. 

22. Hallar cudntns numeros enteros dc tres cifras pueden formarse con los 

9 digitos 1, 2,..., 9 si 

(a) los tres digitos usados son diferentes. 

(b) los tres digitos usados no son necesariamente diferentes. 

(c) los enteros formados deben ser pares permitiendose la repeticidn de digitos. 

23. <?En cuantas formas pueden ordenarse en un estante 6 libros diferentes si 
2 libros determinados deben estar contiguos? 

24. Resolver el ejercicio 23 si 3 libros determinados deben estar contiguos. 

25. Hallar el numero de formas diferentes en que pueden sentarse 4 hombres 
y 3 mujeres en una fila de 7 sillas si las mujercs deben estar contiguas. 

26. Resolver el ejercicio 25 si se usan 8 sillas. 

27. ^En cuantas formas diferentes pueden ordenarse en un estante 5 textos 
diferentes de dlgebra y 4 textos diferentes de calculo de modo que los libros de 
cada materia esten contiguos? 

28. ^En cuantas formas diferentes pueden formarse 8 ninos alrededor en un 
circulo? 

29. ^En cu&ntas formas diferentes pueden disponerse 8 cuentas de colores 
para formar un collar? 

30. Un grupo de 5 ninas y 5 ninos se va a sentar alternandose ellas con ellos. 
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Calcular el numero de formas en que csto puede hacerse si (a) las sillas estan en 
linea recta; (b) las sillas estan alrededor de nna mesa circular. 

31. Seis hombres, incluyendo a A y a B y van a tomar la palabra en una reu¬ 
nion. ^En cuantos ordenes diferentes pueden hablar? 

32. Resolver el ejercicio 31 si A debc hablar primero que B. 

33. Siete personas van a sentarse en una fila. Hallar el numero de formas 
diferentes en que esto puede hacerse si 

(a) no hay rcstriccioncs. 

(b) dos personas detcrminadas deben quedar contiguas. 

34. Resolver el ejercicio 33 si 2 personas determinadas no deben quedar con¬ 
tiguas. 

35. Resolver el ejercicio 33 si las 7 personas van a sentarse en circulo. 


13.4. COMBINACIONES 


Definicion. Cada uno de los diferentes grupos que pueden formarse 
tomando todos o parte de los elementos de un conjunto, sin considerar 
el orden de los elementos tornados, se llama una combination. 

Debe observarse que, a diferencia de las permutaciones, en una com¬ 
binacion no se tiene en cuenta el orden. Asi, mientras que ab y ba son 
dos permutaciones distintas, representan una sola combinacion, a saber, 
el grupo fonnado por las dos letras a y b. 

Como en el caso de las permutaciones, tenemos un simbolo apropiado 
para representar el numero de combinaciones de n elementos tornados 
de r en r. Estc simbolo cs C(n, r); y, por supuesto, representa una fun- 
cion de n y r. 

Teorema 5. El numero de combinaciones de n objetos diferentes to¬ 
rnados de r en r esta dado por la formula 


( 1 ) 


C{n,r) = 


n(w —l)(n —2) ... (w —r + 1) 


r! 


r —^ n. 


demostracion. De cada combinacion de r elementos diferentes po- 
demos formar r! permutaciones (Corolario, Teorema 2, Art. 13.3). Por 
tanto, de todas las combinaciones podemos formar un total deC(n,r) • r! 
permutaciones que pueden igualarse a P(n, r), o sea, al numero de per¬ 
mutaciones de n elementos diferentes tornados de r en r. Por tanto 

C{n,r) • r! = P(n,r), 
de donde C(n,r) =— 

lo cual, por el Teorema 2 (Alt. 13.3), puede escribirse en la forma 

_ n(n —l)(n —2) ... (« — r+ 1) 

C(n,r) — f j > 

con lo que queda demostrada la formula (1). 
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Es conveniente notar qne en esta ultima relation tanto el numerador 
eomo el denominador constan de r factores. 

Corolario 1. El numero de combinaciones de n elementos diferentes 
tornados todos a la vez cs la unidad, cs decir } C(n, n) = 1. 

Ahora vamos a obtener otra forma de la relation (1) que a veces 
resulta mas conveniente. Para csto multiplicamos el numerador y el de¬ 
nominador del segundo miembro por (n — r)!, obteniendo 

C( n r \ — n ^ n — *) • ■ ( n — r + 1) (yi — r)! _n! 

r\(n — r) ! ~ r\(n — r)! * 

Este resultado, de mucha importancia, lo enunciamos asi: 


Corolario 2. El numero de combinaciones de n elementos diferentes 
tornados de r en r puede tambien obtenerse por la formula 


( 2 ) 


C{n,r) = 


n! 


r ^ n. 


r\(n — r)! 5 

Otro resultado importante puede obtenerse si sustituimos r por n — r 
en la relacion (2). Es decir, 

/n / » n ! 

C{n,n — r) =~-— r 

{n — r) !r! 

de donde, por la relacion (2) obtenemos 
(3) C{n,r) =C[n y n — r), 

resultado que puede enunciarse asi: 


Corolario 3. El numero de combinaciones de n elementos diferentes 
tornados de r en r es igual al numero de combinaciones de n elementos 
diferentes tornados de n — r en n — r. 


nota. El resultado del Corolario 3 podria haberse previsto ya que 
por cada combination de r objetos seleccionados entre n objetos diferentes 
existe un grupo o combination correspondiente de n — r objetos que no 
son seleccionados. Tales combinaciones se llaman complement arias. 

Por ejemplo, si seleccionamos un comite de tres personas entre nueve 
personas, queda sin seleccionar un conjunto de seis personas (combinacion 
complementaria). 

Ejemplo 1. Calcular el numero de palabras (no necesariamente pro- 
nunciables) que pueden formarse seleccionando 6 consonantes y 2 voca- 
les entre 10 consonantes diferentes y 4 vocales diferentes. 
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solucion. Primeramente seleccionamos 6 consonantes entre 10 con- 
sonantes en C(10, 6) formas. Por la relation (2), tenemos 


£7(10, 6) = 


10! 10-9-8-7 

614! 1 - 2 - 3 - 4 


210 . 


Analogamente, podemos seleccionar 2 vocales entre 4 vocales de 

4* 4*3 

C(4, 2) = = 6 forrnas - 


Entonces por cada una de las 210 formas para seleccionar las conso¬ 
nantes, tenemos 6 formas para seleccionar las vocales. Por tanto, por el 
teorema fundamental (Teorema 1, Art. 13.2), las ocho letras de cada 
palabra pueden seleccionarse de 210 X 6 = 1260 formas. Despues de 
efectuar cada una de estas selecciones, las ocho letras pueden permutarse 
en 8! formas diferentes. Por tanto, el numero total de palabras que pue- 
de formarse es 1260 X 8! = 50803200. 


Ejemplo 2. Se va a escoger un comite de 5 alumnos entre 7 alumnos 
de ultimo aho y 6 de penultimo aho. Calcular el niimero de tales comi¬ 
tes, si deben contener (a) exactamente 3 alumnos de ultimo aho; (b) por 
lo menos 3 alumnos de ultimo aiio 


SOLUCION. 

(a) En este caso debe haber exactamente 2 alumnos de penultimo 
aho. Los alumnos de ultimo aho pueden seleccionarse de C(7, 3) = 

7! 6! 

- = 35 formas y los de penultimo aho en C(6, 2) = = 15 for¬ 

mas. Por tanto, por el teorema fundamental, cl numero total de comites 
de 5 miembros es 35 X 15 = 525. 

(b) En este caso tenemos tres tipos de comites: (1) tres alumnos de 
ultimo aho y 2 de penultimo; (2) cuatro de ultimo aho y 1 de penultimo; 
(3) cinco de ultimo aho. El numero de comites para cada uno de los tres 
casos es entonces: 


(1) 525. 

(2) C(7,4)-C(6,l) = ^--6 = 210. 

(3) C(7>5)= 5^-“ 21 - 

Sumando, el numero total de comites es 525 4 210 4 21 = 756. 

Ejemplo 3. Se tienen doce puntos coplanares no situados tres de ellos 
en linea recta, (a) Encontrar el numero de triangulos diferentes que pue- 
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den fonnarse usando cstos puntos como vcrtice. (b) Encontrar cuantos 
de estos triangulos tienen a un punto dctcnninado como vcrtice. 


SOLUCION. 

(a) Ya que cada triangulo tiene tres vertices, podemos formar tantos 
triangulos como numero de maneras en que se puedcn seleccionar 3 


puntos entre 12 puntos. Este numero es C(12, 3) 


12! 

379 ! 


220 . 


(b) Para que un punto determinado sea vcrtice de cada triangulo, 
separamos este punto y seleccionamos los otros dos puntos entre los 11 

lli 

puntos restantes de C( 11,2) = = 55 maneras diferentes. Por tanto, 

hay 55 triangulos que tienen un punto determinado como vertice. 


EJERCICIOS. GRUPO 49 

1. Demostrar el Corolario 1 del Teorema 5 (Art. 13.4). 

2. Demostrar que C(n, n) = C(n, 0) = 1. 

3. Calcular (a) C(8,4); (b) C(7,2). 

4. Calcular (a) C(10,8); (b) C(18,3). 

5. Hallar n si C(n, 2) = 28. 

6. Hallar n si C(n, 3) = 35. 

7. Hallar n si 2C(n,5 = 3C(n,3). 

8. Hallar n si C(n, 5) - 2C(n,2). 

9. Hallar r si 2C(6, r) - 3C(5,r). 

10. Hallar n y r si P(n, r) = 120 y C(n, r) = 20. 

11. Comprobar que C(7,3) — C(6, 3) + C(6, 2). 

12. Comprobar que C(8, 5) — C(7, 5) = C(7, 4). 

13. Hallar el numero de comites de 4 miembros que pueden seleccionarse de 
un conjunto dc 15 personas. 

14. En el ejercicio 13, calcular el numero de comites que incluyen a una per¬ 
sona detcrminada. 

15. En el ejercicio 13, hallar el numero de comit£s que no incluyen a una 
persona determinada. 

16. Se tienen doce puntos coplanares de manera que tres de ellos no son coli- 
neales. Calcular el numero de rectas que pueden trazarse por estos puntos. 

17. En el ejercicio 16, hallar el numero de rectas que pasan por un punto 
determinado de los doce puntos dados. 

18. Calcular el numero de diagonales de un poligono convexo de 8 lados. 

19. Hallar el numero de “palabras”, que contienen dos consonantcs y dos 
vocales, que pueden fonnarse con 5 consonantes y 3 vocales. 

20. Resolver el ejercicio 19 si las consonantes y vocales deben ir altemadas. 

21. En un estante hay 12 libros diferentes. (a) Calcular el numero de selec- 
ciones de 8 libros diferentes que pueden hacerse. (b) Determinar el numero de 
cstas selecciones que incluyen a un libro determinado. (c) Hallar el numero de 
estas selecciones que incluyen a 2 libros determinados. 

22. Se tienen 15 puntos en el espacio de manera que 4 de ellos no est&n en 
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un mismo piano, (a) Encontrar el numero de pianos detenninados por cstos pun- 
tos. (b) Calcular el numero de estos pianos que contienen a un punto determinado. 
(c) Hallar el numero de estos pianos que contienen a dos puntos determinados. 

23. Encontrar el numero de comites formados por 4 estudiantes de segundo 
ano y 2 de primer ano que pueden seleccionarse entre 8 estudiantes de segundo 
afio y 10 de primer ano. 

24. Se va a scleccionar un comite de 5 miembros entre 6 hombres y 9 muje- 
res. Calcular el numero de tales comites que contengan por lo menos 2 mujeres. 

25. Resolver cl ejercicio 24 si los comitcs no deben contener m^s de 2 inujercs. 

26. Una bolsa contiene 3 bolas blancas y 5 bolas negras. Calcular el numero 
de maneras en que se pueden seleccionar 3 bolas de modo que: (a) exactamente 
dos sean blancas; (b) por lo menos dos scan blancas; (c) no m&s de dos> sean 
blancas. 

27. Una bolsa contiene 4 bolas blancas, 2 negras y 3 rojas. Calcular el nu- 
mcro de formas en que se pueden seleccionar 5 bolas de modo que 2 sean blancas, 
1 sea negra y 2 sean rojas. 

28. Resolver el ejercicio 27 de modo que en cada seleccion de 5 bolas, por lo 
menos 3 sean blancas. 

29. ^En cu&ntas formas puede escogerse un comite de 6 personas entre 12 
personas si dos personas determinadas no pueden aparecer en el mismo comite? 

30. Una compania de 25 soldados destaca cada noche una guardia de 3 hom¬ 
bres. Calcular (a) el numero de noches en que puede tenerse una guardia dife- 
rente y (b) el numero de noches que cada hombre estar& en servicio. 


13.5. DIVISION EN SUBCONJUNTOS 


Por el Corolario 3 del Teorema 5 (Art. 13.4), el numero de combi- 
naciones de n objetos diferentes tornados de r en r es igual al numero 
de combinaciones de n objetos diferentes tornados de n — r en n — r. 
Entonces observamos que para cada combination de r objetos, existe una 
combination complementaria de n — r objetos. Es decir, el numero de 
maneras en que n objetos diferentes pueden dividirse en dos subconjuntos, 
uno con r elementos y el otro con n — r elementos, esta dado por la formu¬ 
la (2) del Art. 13.4, a saber: 


( 1 ) 


C(n,r) 


n\ 

r\(n — r )! ’ 


Aliora extenderemos esta division a cualquier numero de subconjun¬ 
tos. Por comodidad empezaremos por considerar la division de p + q 
elementos diferentes en dos subconjuntos, uno de p elementos y el otro 
de q elementos, en donde p^q. Por la relation (1), el numero de ma¬ 
neras distintas, N 2 , en que esto puede hacerse es 


r - (P + q)\ 

2 PW- ■ 


(2) 
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Ahora consideraremos la division de p + q + r elementos diferentes 
en tres subconjuntos de p, q y r elementos respectivamente, en donde 
p, q y r son numeros enteros y positivos diferentes entre si. Primeramen- 
te dividimos los p + q + r elementos en dos grupos, uno con p elementos 
y el otro con q + r elementos; por la formula (1) esto puede hacerse de 
(/? + + r)! 

- maneras distintas. Analogamente, cada grupo de q + r 

p\{q + r)! 

elementos puede dividirse en dos subconjuntos, uno de q elementos y el 
(q + r)\ 

otro de r elementos, en-maneras diferentes. Entonces, por el teo- 

q\r\ 

rema fundamental (Art. 13.2), el numcro total de maneras distintas para 
dividir en tres subconjuntos cs 


(O, N _ (P + q + T)l (q + r)l [p + q + r)l 

1 } 3 p\(q + r)! ’ qlrl plqlrl 

En una forma analoga los resultados dados por las formulas (2) y (3) 
pueden extenderse a cualquier numero de subconjuntos. Enunciamos el 
resultado general en el teorema siguiente: 

Teorema 6. Si p y q y r ,..., t son m numeros enteros y positivos dife¬ 
rentes entre si y el numcro de maneras distintas en que se pueden dividir 
p + g + r+ ... + < elementos diferentes en m subconjuntos de p f q, 
r ,... y t elementos respectivamente, es 

(/> + 9 + r + ... + <) ! 

™ n ~ plqlrl _J! 

Ejemplo 1. Calculai' el numero de maneras distintas en que 15 libros 
diferentes pueden dividirse en tres grupos de 9, 4 y 2 libros respecti¬ 
vamente. 


solucion. Por el Teorema 6, este numero es 


15! 

9!4!2! 


= 75075. 


Hasta ahora hemos considerado solamente la division en grupos de 
subconjuntos desiguales. Si la division se hace en grupos igualcs , es nece- 
sario modificar el Teorema 6. Supongamos, por ejemplo, que deseamos 
dividir cuatro elementos diferentes en dos grupos iguales, cada uno con 


2 elementos. Si usamos el Teorema 6, el numero de maneras es 


4! 

2 ! 2 ! 


= 6 . 


Sin embargo, esto incluye los dos grupos pemiutados entre si en 2! ma- 
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neras. Consideremos, por ejemplo, cl caso de dividir 4 cartas marcadas 
con 1, 2, 3, 4 en dos grupos de 2 cartas cada uno. Asi obtenemos 


Grupo 1 

Grupo 2 


1,2 

3,4 

(1) 

1,3 

2,4 

(2) 

1,4 

2,3 

(3) 

2,3 

1,4 

(3) 

2,4 

1,3 

(2) 

3,4 

1,2 

(1) 


Notese que las divisioncs identicas, con diferente orden, aparecen desig- 
nadas con el mismo numero a la derecha. Por tanto, si considcramos cl 
orden en que se forman los grupos, nuestro rcsultado sc obtiene por me¬ 
dio del Teorema 6; pero, si no se toma en cuenta el orden de los grupos, 
debemos dividir el resultado obtenido aplicando el Teorema 6 entre 2!, es 
de:ir, el numero de maneras sera 6/2! = 3. 

El razonamiento anterior puede usarse para el caso general de la divi¬ 
sion en cualquier numero de grupos iguales. Por el Teorema 6, si hace- 
mos p = q — r ~ ... = t = n, obtenemos el numero de maneras para 
dividir mn objetos diferentes en m grupos de n objetos cada uno, tomando 
en cuenta el orden en que se forman los grupos. Si el orden en que sc 
forman estos grupos no se toma en cuenta, el resultado debe dividirse 
entre m!. Resumimos estos resultados como el teorema siguiente: 


Teorema 7. El numero dc maneras en que mn objetos diferentes pue- 
den dividirse en m grupos de n objetos cada uno y en doride el orden dc 
los objetos en cada grupo no se toma en consideracion, es 


(mn )! 
(n\)"' 


considerando el orden en que se forman los grupos; 


(Yi \)” 'rn\ 9 ^ ?l consl ^ erar orden en que se forman los grupos. 

Ejemplo 2. Se tiene una baraja de 52 cartas diferentes. Encontrar 
(a) el numero de maneras en que pueden repartirse las cuatro manos de 
13 cartas a cuatro jugadores de bridge; (b) el numero de maneras en que 
las 52 cartas pueden dividirse en cuatro grupos de 13 cartas cada uno. 


SOLUCION. 

(a) En un juego de bridge cada distribution diferente de las manos 
entre los jugadores constituye una division diferente. Por tanto, en este 
caso, los grupos aparecen permutados, y por la primera parte del Teo- 

52! 

rema 7 el numero de maneras es-. 

( 13 !) 4 
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(b) En este caso, no importa el orden de los grupos, y por la segunda 

52! 

parte del Teorema 7 el numero de mancras es —. 

(13!) 4. 


13.6. NOTACION PARA SUMAS 

Como preparacion para cl articulo siguiente es conveniente introdncir 
ahora una notation con la que es posible representar la suma de una su- 
cesion de terminos en una forma muy breve. Por ejemplo, la suma de n 
terminos tales como u t + u 2 + ... + «» puede representarse con la 

notacion u i} en donde el simbolo 2 es la letia sigma mayuscula del 

alfabcto griego que es llamada aqui signo de suma, mientras que la letra i, 
Uamada indice de la suma, toma sucesivamente todos los valores enteros 

positivos de 1 a n inclusive. El simbolo ^ ^ u\ se lee “suma de de u\ de 

t = n”. *" 1 

De acuerdo con esta notacion, podemos escribir la suma de terminos 
de una progresion aritmetica (Art. 10.2) en la forma 

(*— \)d\ = a x + ( a t + d) + (a, f 2d) + ... 

* = 1 +( fll + [n— l]d), 

en donde cada termino del segundo miembm se obtiene sustituyendo k 
por 1, 2, 3,..., n sucesivamente en la expresidn a x + ( k — 1) d. 

Notese que la literal usada como indice puede cambiarse sin alterar 
la suma. 

Analogamente, un polinomio de grado n puede representarse con esta 
notacion en la forma 

E C*,** = a 0 4- a x x + a 2 x 2 + ... + OnX n . 

13.7. COEFICIENTES DEL DESARROLLO DE LA POTENCIA 
DE UN BINOMIO 

En el Art. 7.6, relacion (2), se hizo ver que el termino de orden 
r + 1 del desarrollo de (a + b) n esta dado por 

, . . , , , nin —l)...(n — r+1) __ r . r 

(1) Termino de orden (r + 1) = -^© • 
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Por otro lado, por el Teorema 5 (Art. 13.4), 

C(n, r) = "("-»)(—2)-(n-r+l) , 

de modo que (1) puede escribirse en la forma 

(2) Termino de orden r + 1 = C (n, r)a n ~ r b '. 

Por tan to, usando la notation X del Art. 13.6, tenemos: 

Tecrema 8. El desarrollo complcto de la potencia de un binomio pue¬ 
de escribirse en la forma 

(3) (a 4- b) n — ^ ^ C(n, r)a"~ r & r . 

r = 0 

El Teorema 8 puede comprobarse facilmente dcsarrollando los t£rmi- 
nos del segundo miembro de (3), recordando que C(n, 0) = C(n, n) = 1 
y que 0! = 1 (Art. 7.4). A1 calcular los coeficientes, obtenemos precisa- 
mente el Teorema del binomio tal como aparece en la formula (3) del 
Art. 7.4. Si en la formula (3) hacemos a = b = 1, y desarrollamos el 
segundo miembro, obtenemos 

(1 + l)" = C(n,0) +C(n,l) +C(n,2) + ... + C(n,n). 
Transponiendo C(n, 0) = 1, resulta 

(4) C(n,l) +C(n,2) + ... + C(n,n) =2» — 1. 

La relaci6n (4) nos dice: 

Teorema 9. El numcro total de combinaciones de n objetos diferentes 
tornados de 1 en 1, 2 en 2, y asi succsivamente hasta n en n, es igual a 
2" —1. 

Ejemplo 1. Determinar cuantas sumas de dinero diferentes se pueden 
formar con 6 monedas, cada una con la siguiente denominacion: un cen¬ 
tavo, cinco centavos, diez centavos, veinte centavos, cincucnta centavos 
y un peso. (Una sola moneda puede considerarse como una de las sumas 
pedidas.) 

solucion. Tenemos 6 monedas diferentes. Por tanto, tomando las 
combinaciones de 1 en 1 hasta de 6 en 6, el niimero total de sumas de 
dinero diferentes es, segun el Teorema 9, 2 6 — 1 = 63. 

Una vez mas, hagamos a = b = 1 en la formula (3) de modo que el 
segundo miembro solo contenga la suma de los coeficientes del desarrollo 
de la potencia de un binomio, escritos ahora en la forma: 

(5) C(n,0) +C(n,l) + C(n,2) +... 

+ C(n,n — 2) + C(n, n— 1) +C(n,n). 
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Por el Corolario 3 del Teorema 5 (Art. 13.4), C{n,r) = C(n,n —r). 
Por tanto, para los coeficientes de (5) tenemos C(n, 0) = C(rc, n), 
C(n, 1) = C(n,n — 1), C(n, 2) = C(n, n — 2),..., etc. 

En otras palabras, se presenta aqui el mismo tipo de simetria que ob- 
servamos como quinta caracteristica del desarrollo del binomio en el 
Art. 7.4. Este resultado lo expresamos en el teorema siguiente: 

Teorema 10. En el desarrollo de (a -¥ b) n , los coeficientes de cual- 
quier par de terminos equidistantes de los extremos son iguales. 

Debido a la importancia de los coeficientes del desarrollo de la poten- 
cia de un binomio se han construido tablas extensas de sus valores. En 
la formation de tales tablas se aprovecha, por supuesto, la simetria men- 
cionada en el Teorema 10. Ademas se hace uso del principio en que se 
apoya el triangulo de Pascal que fue estudiado en el Art. 7.5. Ahora de- 
most raremos este principio. 

Teorema 11. (Principio del triangulo de Pascal). En el desarrollo de 
(a 4- b) n , el coeficiente del termino de or den (r + 1) es igua la la suma 
de los coeficientes de los terminos de or den r y (r 4-1) del desarrollo de 
(a + b) n ~\ 

demostracion. Segun la relation (2), para demostrar este teorema 
dcbemos establecer que 

C(n,r) =C(n— l,r— 1) +C(n —l,r). 

Por el corolario 2 del Teorema 5 (Art. 13.4), tenemos 

C(n — 1, r — 1) + C(n — 1, r) 

(n — pi (n— 1)! 

(r — 1) !(n — r) ! rl(n — r— 1)! 
r(n — 1)! (n — r) {n —1)!_ (r + n — r)(n —1)! 
r t( n _ r )f/ + r! (n — r)\ ~ r\(n — r)\ 

n(n — 1)! __ n\ _ x 

- r!(n — r)! ~ r!(n — r)! ~ C (”' r )’ 
como se queria demostrar. 

Ejemplo 2. Por medio del Teorema 11, encontrar los coeficientes 
del desarrollo de (a + b) G a partir de los coeficientes del desarrollo de 
(.a + b)\ 

solucion. Desarrollando (a + 6) 5 por medio del Teorema 8, encon- 
tramos facilmente que los coeficientes, en el orden acostumbrado, son, 

1, 5, 10, 10, 5, 1. 
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Los coeficientes primero y ultimo del desarrollo de (a + b) n , para n 
entero positivo, son la unidad. Por el Teorema 11, los coeficientes de 
(a + b) G , del segundo en adelante, son 

segundo coeficiente = 1 +5=6, 
tercer coeficiente = 5 + 10 = 15, 
cuauo coeficiente = 10 + 10 = 20, 
quinto coeficiente = 10 + 5 = 15, 
sexto coeficiente =5 + 1=6. 

Por supuesto, el ultimo coeficiente (el septimo) es la unidad. Ade- 
mas, debido a la simetria de los coeficientes, solo es necesario calcular 
hasta el cuarto coeficiente. 

En los diversos desarrollos de (a + b) n , observamos que los coeficien¬ 
tes aumentan hasta la mitad del desarrollo y luego decrecen en orden 
inverso. De esto podemos concluir que si n es par, el desarrollo tiene un 
numero impar de terminos y el termino central es el que tiene mayor 
coeficiente; y si n es impar, el desarrollo tiene un numero par de termi¬ 
nos, y los dos terminos centrales son los que tienen mayor coeficiente. 
Esto es consecuencia del teorema siguiente: 

Teorema 12. Si n es par y el valor maxirno de C(n, r) se obtiene cuan- 
do r = n/2 y si n es impar se obtiene cuando r = (n — l)/2. 

6 r = (n + l)/2. 

demostracion. Por el teorema 8, C(n, r) es el coeficiente del termi¬ 
no de orden r + 1 del desarrollo de (a + b) n . Por tan to, C(n, r— 1) es 
el coeficiente del termino de orden r, y tenemos la razon: 

C(n,r) n\ (r— 1) !(n — r + 1) ! _ n — r + 1 

C(n,r —1) ~ r\{n — r) ! n! r 

Ahora bien, el coeficiente C(n,r) es mayor que el que le precede 
inmediatamente C(n,r — 1) con tal que su razon sea mayor que la uni¬ 
dad, es decir, siempre que 


de donde n — r + 1 > r y r <-. 

2 

Si n es par, r = n/2 es el mayor entero menor que (n + 1) /2 = 
n/2 + 1/2. 

Si n es impar, n — 1 es par, y r — (n — 1) /2 es el mayor entero me¬ 
nor que (n— l)/2 + 1 = (n + l)/2. Pero si n es impar, tambien tene- 
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( n ( n — 1 \ 

mos r = (n 4- 1) /2 ya que Cyn,— -— j = C ■ — 1 por cl Coro- 

lario 3 del Teorema 5 (Art. 13.4), como se queria demostrar. 

EJERCICIOS. GRUPO 50 


1. Demostrar el Teorema 6 (Art. 13.5) por el metodo usado en el Teore¬ 
ma 3 (Art. 13.3). 

2. Demostrar el Teorema 7 (Art. 13.5). 

3. Se tienen 6 tarjetas, marcadas del 1 al 6, separadas en 2 grupos de 3 
tarjetas cada uno. Comprobar el Teorema 7 (Art. 13.5) mostrando las posibles 
distribuciones de las tarjetas en los grupos. 

4. Hallar el numero de maneras en que sc pueden dividir 9 objetos diferen- 
tes en grupos de 5 y 4 objetos. Comparar estc resultado con el numero de mane¬ 
ras en que se pueden dividir 10 objetos diferentes en 2 grupos iguales. 

5. Demostrar que el numero de maneras en que se pueden dividir 2n — 1 
objetos diferentes en grupos de n y n — 1 objetos es igual al numero de maneras 
cn que sc pueden dividir 2 n objetos diferentes en 2 grupos iguales. Comprobar 
este resultado en el ejercicio 4. 

6. Encontrar el numero de maneras en que pueden dividirsc 12 objetos dife¬ 
rentes cn 3 grupos dc 5, 4 y 3 objetos, respcctivamente. 

7. Hallar el numero de maneras en que pueden dividirsc 12 objetos diferen¬ 
tes cn 3 grupos iguales. 

8. Calcular el numero de maneras en que pueden repartirse 12 objetos dife¬ 
rentes por partes iguales entre 3 personas. 

En cada uno de los ejercicios 9-12, desarrollar las sumas indicadas. 


9. 

10 . 




13. Demostrar que la su na de una progresion geometrica dc n terminos, cuyo 

n 

primer termino cs a l y cuya razon es r, puede representarse por ^ ^ air { ~ x . 


i = l 


14. ^De cuantas maneras diferentes puede una persona invitar a almorzar a 
uno a mas de 5 amigos? 

15. Calcular el numero de lecturas diferentes que pueden obtenerse en una 
balanza utilizando en uno de los brazos una o m&s de las cuatro siguientes pesas: 
Vi Kg, %Kg, 1 Kg y 2 Kg. 

16. De un grupo de 8 personas calcular el numero de diferentes comites que 
pueden formarsc conteninendo (a) una o m£s pei*sonas; (b) dos o mas personas. 

17. Sin hacer el dcsarrollo directo, obtener la suma de todos los roeficientcs 
del dcsarrollo de (a) (a 4- b) 4 ; (b) (3<z— b) 4 . 

18. Sin desarrollar dircctamente, hallar la suma de todos los coeficientcs del 
desarrollo de (* — 2y 4- 3z) 3 . 



Coeficientes del desarrollo de la potencia de un binomio 


305 


Los coeficientes priinero y ultimo del desarrollo de (a + b) n , para n 
entero positivo, son la unidad. Por el Teorema 11, los coeficientes de 
(a 4- b)° , del segundo en adelante, son 

segundo coeficiente = 1 +5=6, 
tercer coeficiente = 5 + 10 = 15, 
cuai to coeficiente = 10 + 10 = 20, 

quin to coeficiente = 10 + 5 = 15, 

sexto coeficiente =5+1=6. 

Por supuesto, el ultimo coeficiente (el septimo) es la unidad. Ade- 
mas, debido a la simetria de los coeficientes, solo es nccesario calcular 
hasta el cuaito coeficiente. 

En los diversos desarrollos de (a + b) n f obscrvamos que los coeficien¬ 
tes aumentan hasta la mitad del desarrollo y luego decrecen en orden 
inverso. De esto podemos concluir que si n es par, el desarrollo tiene un 
numero impar de terminos y el termino central es el que tiene mayor 
coeficiente; y si n es impar, el desarrollo tiene un niimero par de termi¬ 
nos, y los dos terminos centrales son los que tienen mayor coeficiente. 
Esto es consecuencia del teorema siguiente: 

Tcorcma 12. Si n es par y el valor maximo de C(n, r) se obtiene cuan - 
do r = n/2 y si n es impar se obtiene cuando r = ( n — 1) /2. 

6 r = (n + l)/2. 

demostracion. Por el teorema 8, C(n,r) es el coeficiente del termi¬ 
no de orden r + 1 del desarrollo de (a + b) n . Por tanto, C(n,r — 1) es 
el coeficiente del termino de orden r, y tenemos la razon: 

C{n,r) n\ (r— l)!(n —r + 1)! = n — r + 1 

C(n,r —1) ~~ r!(n — r)! n! r 

Ahora bien, el coeficiente C(n y r) es mayor que el que le precede 
inmediatamente C(n,r — 1) con tal que su razon sea mayor que la uni¬ 
dad, es decir, siempre que 


de donde n — r + 1 >ryr< -. 

2 

Si n es par, r = n/2 es el mayor entero menor que (n + l)/2 = 
n/2 + 1/2. 

Si n es impar, n — 1 es par, y r = (n — 1) /2 es el mayor entero me¬ 
nor que (n — l)/2 + 1 = (n + 1) /2. Pero si n es impar, tambien tene- 
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, , f 0 ( n-Y 1\ ( n— \\ 

mos r = (n T I) /2 ya que —-—J = C —-—1 por cl Coro- 

lario 3 del Teorema 5 (Art. 13.4), como se queria demostrar. 

EJERCICIOS. GRLJPO 50 


1. Demostrar el Teorema 6 (Art. 13.5) por el metodo usado cn cl Teore¬ 
ma 3 (Art. 13.3). 

2. Demostrar el Teorema 7 (Art. 13.5). 

3. Se tienen 6 tarjetas, marcadas del 1 al 6, separadas cn 2 grupos de 3 
tarjetas cada uno. Comprobar el Teorema 7 (Art. 13.5) mostrando las posibles 
distribuciones dc las tarjetas en los grupos. 

4. Hallar cl numero dc maneras en que se pueden dividir 9 objetos diferen- 
tes en grupos de 5 y 4 objetos. Comparar este resultado con el numero de mane¬ 
ras cn que se pueden dividir 10 objetos diferentes en 2 grupos igualcs. 

5. Demostrar que el numero de maneras en que se pueden dividir 2n — 1 
objetos diferentes cn grupos dc n y n — 1 objetos es igual al numero de maneras 
en que se pueden dividir 2 n objetos diferentes en 2 grupos igualcs. Comprobar 
este resultado en el ejercicio 4. 

6. Encontrar el nOmcro de maneras cn que pueden dividirse 12 objetos dife¬ 
rentes en 3 grupos de 5, 4 y 3 objetos, respectivamente. 

7. Hallar el numero de maneras cn que pueden dividirse 12 objetos diferen¬ 
tes en 3 grupos igualcs. 

8. Calcular el numero de maneras en que pueden repartirse 12 objetos dife¬ 
rentes por partes igualcs entre 3 personas. 

En cada uno de los ejercicios 9-12, desarrollar las sumas indicadas. 



13. Demostrar que la su na de una progresion geometrica de n terminos, cuyo 

w 

primer termino cs a x y cuya razon es r, puede representarse por ^ ^ 

f = l 

14. ^De cuintas maneras diferentes puede una persona invitar a almorzar a 
uno a mis de 5 amigos? 

15. Calcular el numero de lecturas diferentes que pueden obtenerse en una 
balanza utilizando en uno de los brazos una o mis de las cuatro siguientes pesas: 
y 4 Kg, y 2 Kg, 1 Kg y 2 Kg. 

16. De un grupo de 8 personas calcular el numero de diferentes comites que 
pueden formarsc contenincndo (a) una o mis personas; (b) dos o mis personas. 

17. Sin hacer el dcsarrollo directo, obtener la suma de todos los coeficientcs 
del desarrollo de (a) (a + 6) 4 ; (b) (3 a — b) 4 . 

18. Sin desarrollar dircetamcntc, hallar la suma de todos los coeficientcs del 
desarrollo de (x — 2y 4- 3z)*\ 
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19. Se tira una moncda 6 veces. Hallar el numero de maneras diferentes en 
que sc pueden obtener (a) exactamente 3 caras; (b) por lo menos 3 caras; (c) por 
lo menos 1 cara. 

20. Se tiran ocho monedas simultaneamente. Calcular el numero de mane¬ 
ras diferentes en que se pueden obtener (a) exactamente 7 sellos; (b) por lo me¬ 
nos 7 caras; (c) por lo menos 1 sello. 

21. Sin desarrollar directamcnte, obtener el mayor cocficicnte del desarrollo 
de (a -I- b) 6 . 

22. Sin desarrollar directamente, calcular los mayores coeficientes del desarro¬ 
llo de (a 4 b ) 9 . 

23. Demostrar que la suma de los coeficientes de los terminos de orden impar 
en el desarrollo de la potencia de un binomio es igual a la suma de los coeficien¬ 
tes de los terminos de orden par. 

24. En el desarrollo de (a 4 b) n , demostrar que el coeficiente del t£rmino 
central es par si n es par. 

25. Demostrar que C(n, 1) + 2C(n, 2) 4- 3C(n, 3) 4- ... + nC(n, n) ® n2" -1 . 

26. Comprobar el ejercicio 25 para n = 4. 

27. Demostrar que el termino general del desarrollo de (a + fc + c)“ es 
n! 

- a v b q c T , siendo p + q + r = n. 

plqlrl 

28. Utilizando el resultado del ejercicio 27, obtener el coeficiente de ab 2 c 3 
en el desarrollo de (a 4- b 4- c) 6 . 

29. Demostrar que el numero de maneras en que puede obtenerse la suma de 
7 puntos al tirar 2 dados es igual al coeficiente de x 7 en el desarrollo de (x + x 2 
4- x 3 + x* 4 x 5 4- x 6 ) 2 . 

30. Utilizando el metodo del ejercicio 29, calcular el numero de maneras en 
que pueden obtenerse las sumas de puntos de 2 a 12 inclusive al tirar 2 dados. 
Comprobar el resultado demostrando que la suma total es 36. 
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14.1. INTRODUCTION 

En este capitulo daremos una introduccion elemental al calculo de 
probabilidades. Esta materia es tan cxtensa y sns aplicaciones ban ad- 
quirido tal importancia qne existen tratados muy ainplios dedicados 
exclusivamente a clla. 

La teoria matematica de la probabilidad fue iniciada hace aproxima- 
damente tres siglos, estando en ese entonces relacionada unicamente con 
los juegos de azar. Posteriormente, el calculo de probabilidades ha encon- 
trado aplicaciones en una amplia variedad de campos, algunos de los 
cuales se mencionaran aqui para dar al estudiante una idea de la im- 
portancia del tema. 

Una de las primeras aplicaciones de la probabilidad fue en las cien- 
cias actuariales, que comprenden el estudio de seguros de vida, fondos 
de pensiones y problernas relacionados. Otro uso irnportante de la pro¬ 
babilidad esta en la estadistica la cual penetra en una multitud de cam¬ 
pos, tales como finanzas, economia, biologia, psicologia y las ciencias 
soeiales en general. El calculo de probabilidades tambien se einplea en la 
fisica y quimica modernas. Finalrnente se mencionara que la probabilidad 
tiene muchos usos en la ingenieria, corno por ejemplo en la teoria de 
ajuste por minimos cuadrados, en el estudio de problernas de aglomera- 
cion (problernas de trafico), en la teoria de muestreo y en el control de 
calidad de produetos manufacturados. 

Natuialmente no es posible estudiar las aplicaciones que se acaban 
de mencionar dentro de los limites de este capitulo, pero si considerare- 
mos algunos de los conceptos basicos del calculo de probabilidades y un 
buen numero de ejemplos sencillos. Mas adelante, cuando el estudiante 
haya adquirido mas conocimientos matematicos, especialmente sobre 
calculo, estara en posicion de hacer un estudio detallado de una o varias 
de las fascinantes aplicaciones de la probabilidad. 
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14.2. DEFINICIONES 


Todos estamos familiarizados con las palabras “probabilidad” y “azar” 
usadas en el lenguaje diario. Asi, por ejemplo, dcciinos que probablemen- 
te llovera a la noche o que un determinado avion probablcmente llegara 
tarde a un aeropuerto designado. Observamos que estas proposicioncs 
representan predicciones del futuro y que, como tales, adolecen de ima 
fait a de seguridad. Ademas se les puede calif icar como vagas en el sen- 
tido de que no proporcionan una medida de la probabilidad de ocurren- 
cia del suceso a que se refieren. Para nuestros propositos sera necesario 
establecer una definicion que nos permita determinar un valor numerico 
o medida de la probabilidad de ocurrencia o no ocurrencia de un suceso 
particular. Hay en uso dos definiciones de probabilidad que considera- 
remos por separado. 

Sabemos (Art. 13.2) que al tirar un dado cubico puede caer en una 
cualquiera de 6 posiciones diferentes, todas igualmente probables. La 
posicion correspond iente a 5 puntos hacia arriba es una de las 6 diferen¬ 
tes, y decimos que hay un caso favorable para que saiga el 5 entre 6 
casos posibles. Tambien decimos que la probabilidad de obtener un 5 en 
un tiro de un dado es Similarmente, si tiramos una moneda, puede 
caer en una cualquiera de 2 formas igualmente probables, cara o sello, 
resultando, por un argumento similar, que la probabilidad de obtener 
cara en un tiro de una moneda es Observese el uso del calificativo 
“igualmente probables” en ambos ejemplos. En el caso del dado esto 
significa que cualquiera de las caras tiene igual oportunidad de quedar 
hacia arriba; en el caso de la moneda tan to es de esperarse que sea la 
cara la que quede hacia arriba como que sea el sello. Basandonos en este 
razonamiento estructuramos nuestra primera definicion: 


Definicion 1. Si un suceso puede ocurrir en a formas y fallar en b 
formas, entonces el numero total de formas posibles en que puede ocurrir 
o no ocurrir es a + b. Si estas a + b formas son igualmente probables , 
la probabilidad p de que el suceso ocurra se define como el cociente 

a 


(i) 


p = 


a + b’ 

y la probabilidad q de que el suceso no ocurra se define como el cociente 


( 2 ) 


b 

a + b 


En otras palabras, la probabilidad de que ocurra un suceso se define 
como el cociente del numero de casos favorables entre el numero de ca- 
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sos posibles, siendo todos estos casos igualmente probables. En forma ana- 
loga, la probabilidad de que un suceso no ocurra se define como el co- 
cicntc del numero de casos favorables entre cl numero de casos posibles, 
siendo todos estos casos igualmente probables. 

Asi, por ejemplo, en el caso mencionado anterioiTnente acerca de la 
probabilidad de que saiga 5 en un tiro de un dado, tenemos a — \, 
b = 5, de modo que de (1) y (2) se sigue que la probabilidad de acertar 
es p = 1/(1 +5) = 1/6 y la probabilidad de fallar es q = 5/(1 +5) 
= 5 / 6 . 

La Definicion 1 es llamada a veces la definicion clasica de probabili¬ 
dad. Ya que conocemos de antemano, o suponemos que conocemos de 
antemano, el numero de casos favorables y desfavorables, la Definicion 1 
es tambien llamada definicidn dr probabilidad a priori. 

De la Definicion 1 es posible obtener una medida cuantitativa de la 
probabilidad. En una prueba, un determinado suceso foivosamente debe 
de ocurrir o no ocurrir. Esto se llama certeza y se encuentra facilmente 
que queda representada por la unidad. Asi, sumando p y q dadas por 
(1) y (2), tenemos 


(3) 


P + <1 = 


+ 


a -b b a + b 


= 1. 


De (3) obtenemos las siguientes propiedades: 

Si la probabilidad de que ocurra un suceso es p, entonces la proba¬ 
bilidad de que no ocurra es 1 — p. O sea, que de (3) obtenemos 

(4) q = \—p. 

Si la probabilidad de que un suceso no ocurra es q, entonces la pro¬ 
babilidad de que ocurra es 1 — q. O sea, que de (3) tenemos 

(5) p = \—q. 

Si hay la certcza de que un suceso ocurra, entonces su probabilidad 
es 1 y la probabilidad de que no ocurra es 0. Pues en (4) cuando 

p = 1, q = 0. 

Si se tiene la ccrtrza de que un suceso no ocurra, entonces la proba¬ 
bilidad de que no ocurra es 1, y la probabilidad de que ocurra es 0. 
Pues en (5) cuando q = 1 ? p = 0. 

Por tanto, es evidente que los valores de las probabilidades esten 
entre 0 y 1, y podemos escribir 

0<p<l, 0<<7<1, /; + <7 = 1. 

Ahora introduciremos otras definiciones. Como antes, sean a y b los 
numeros de casos favorables y dcsfavorables para la ocurrencia de un 
suceso particular. Si a > b, decimos que la probabilidad ext a a favor del 




312 


Probabilidad 


suceso como a cs a b; si a < b decimos que la probabilidad es desfavora - 
blc al suceso como b es a a; y si a = b decimos que hay igual oportunidad 
de acertar o fallar. 

Asi, por ejemplo, al tirar un dado hay cuatro formas de obtener 3 
o mas puntos; por tanto la oportunidad de obtener 3 6 mas es favorable 
como 4 es a 2 6 como 2 es a 1. Analogamente, la oportunidad de obte¬ 
ner 6 en un tiro de un dado es desfavorable como 5 es a 1. 

Volvamos ahora a la Definicion 1. Si los valores de a y b son desco- 
nocidos, la definicion no puede aplicarse. Esto ocurre en ciertos c&sos. 
Supongamos, por ejemplo, que una compama va a producir 2 000 ar¬ 
ticulos para surtir una orden y que desea saber cuantos pueden resultar 
defectuosos. Si no se tiene informacion previa acerca de este tipo de ope- 
racion de production, no se puede predecir el numero de piezas defec- 
tuosas dentro de un determinado grado de confianza. Sin embargo, supon¬ 
gamos que se han llcvado registros de la produccion anterior de 100 000 
articulos del mismo tipo y bajo las mismas condiciones esenciales, y que 
segun esos registros se obscrva que 1 000 articulos resultaron defectuosos. 
Entonces se dice que en la produccion futura de los mismos articulos, 
bajo las mismas condiciones esenciales, la probabilidad de obtener un 

1 000 

articulo defectuoso al producir cada unidad es-= 0.01. Esdecir, 

100 000 

se puede esperar que uno de cada 100 articulos producidos sea defectuoso. 
Por tanto, para la orden de 2 000 articulos se pueden esperar 2 000 X 0.01 
= 20 defectuosos. Este razonamiento conduce a la definicion siguiente: 

Definicion 2. Consideremos tin suceso que puede verificarse o fallar 
al efectuar una prueba. Si se observa que este suceso se verifica m veces 
en un total de n pruebas bajo las mismas condiciones esenciales, entonces 
la razon m/n se define como la probabilidad p de que el suceso se veri- 
fique en una cualquiera de las pruebas, y escribimos 


Observamos que la expresion “mismas condiciones esenciales” aparece 
en esta definicion y tambi£n en el ejemplo que la precede. Esto significa 
que cada prueba se lleva a cabo (dentro de lo posible) precisamente bajo 
las mismas condiciones. Asi, por ejemplo, en el caso de los articulos 
manufacturados significa que la operacion se efectua utilizando iguales 
maquinas, equijoo y operarios y reproduciendo tambien cualesquiera otras 
condiciones. Por supuesto, es dudoso que esto pueda ser realizado en la 
practica. 

En la Definicion 2, llamada la definicion de frecuencia, la probabi- 
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iidad es en realidad un numero estimado y la confianza en esta estima¬ 
tion aumenta con n, o sea cuando el numero de pruebas u observaciones 
crece. Por esta razon, si el cociente ?i/m tiende a un limite cuando n 
tiende a infinito (Ait. 10.5), este limite se define tambien coino la pro- 
babilidad de que el suceso se verifique en una cualquiera de las pruebas. 
Se dice que este es un resultado obtenido en promedio. 

Ya que la probabilidad dada por la Definition 2 se obtiene basan- 
dose en un gran numero de experimentos y obsen aciones se le llama a 
menudo probabilidad emptrica o estadislica. Ademas, para distinguirla 
de la Definition 1, se le llama tambien probabilidad a posteriori. 

De la relation (6) tenemos m = rip. Por tanto, si p es la probabilidad 
de que ocurra un suceso en una sola prueba, entonces decimos que la 
frecucncia o valor es per ado de numero de ocurrencias en n pruebas es 
igual a np. Por ejemplo, si la probabilidad de obtener cara en un tiro 
de una moneda es entonces en 100 tiros podemos esperar 100 • % = 50 
caras. Si np no es un entero, tomamos el entero mas proximo como valor 
esperado. 

Si p es la probabilidad de que una persona gane una cantidad de di- 
nero s, entonces la esperanza matematica de esa persona se define como 
ps. Por ejemplo, en una rifa de 10 boletos con un solo premio de $50, 
la probabilidad de que un boleto gane el premio es V 10 y la esperanza 
matematica para un boleto es por tanto 1 / 1 q • $ 50, o sea, $ 5. 


14.3. SUCESOS SIMPLES 

En este aitlculo consideraremos algunos de los tipos mas sencillos de 
problemas de probabilidad. Tales casos corresponden a los sucesos apro- 
piadamente llamados simples. 

Definicion. Un suceso simple es aquel cuya ocurrencia o no ocurren- 
cia no esta relacionada con ningun otro suceso. 

Por ejemplo, un suceso simple es la obtencion de un as en un tiro 
de un dado. 

nota. Muchos problemas de probabilidad estan relacionados eon monedas, 
dados y cartas. Aunque el estudiante seguramente est£ familiarizado eon el signi- 
ficado de estos terminos, los dcscribircmos brevemente para que sean entendidos 
con elaridad al usarlos en los problemas. 

Una moneda tiene dos caras distintas, dcsignadas como cara y sello. Al tirar 
una moneda siempre debe resullar hacia arriba una sola de dichas caras que se 
consideran igualmente probables. 

Un dado es un pequeno cubo en cuyas seis caras aparecen uno o mas puntos, 
el numero de puntos eorresponde a los enteros de 1 a 6 inclusive. Al tirar un dado 
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siempre resulta con una, y solo una, cara hacia arriba, sicndo dichas caras igual- 
mente probables. El numero uno recibe tambien el nombre de as. 

Una baraja ordinaria consistc de 52 cartas divididas en cuatro palos con 13 
cartas cada uno. Los nombres de los palos y sus colores, indicados entre parente- 
sis, son como sigue: bastos (negros), diamantes (rojos), corazones (rojos) y 
espadas (negras). Cada palo consiste de 9 cartas nunieradas del 2 al 10 inclusive 
mas 4 cartas llamadas as, rey, reina y sota (ordenadas por valor descendente). La 
expresion de que una carta se saca “al azar” significa que la carta se toma de 
una baraja bicn mezclada de modo que todas las cartas tengan igual oportunidad 
de ser escogidas. 

Aliora presentanios varios ejernplos tipicos. 

Ejemplo 1. Una moneda se tira 10 veces. Calcular la probabilidad 
de que aparezcan exactamente 7 caras. 

solucion. Ya que la moneda pucde aparecer en 2 formas diferentes 
en cada tiro, en 10 tiros puede aparecer en 2 10 formas (Corolario 2, 
Teorema 1, Art. 13.2). Entre 10 caras sc pueclen seleccionar 7 caras en 
C(10, 7) = 120 formas diferentes (Teorema 5, Art. 13.4). Por tanto, 
por la Definicion 1 (Art. 14.2), la probabilidad buscada es 

_ 120 _ 15 
p ~ ~2™ ~ m' 

Ejemplo 2. Calcular la probabilidad de obtener una suma de por 
lo menos 10 puntos en un tiro de 2 dados, y determinar si la probabili¬ 
dad csta a favor o en contra de que se verifique este suceso. 

solucion. Un dado puede aparecer en 6 formas diferentes; por 
tan to, 2 dados pueden aparecer en 6 • 6 = 36 formas diferentes. La suma 
10 puede obtenerse de 3 maneras: 5 + 5, 6 + 4, 4 + 6 ; la suma 11 de 
2 maneras: 6 + 5, 5 + 6 ; y la suma 12 de una manera. Por tanto, el 
numero total de casos favorables es 3 + 2 + 1 = 6 , y por la Definicion 1, 
la probabilidad buscada es p = % 6 = %. 

En este caso a = 6 yfl-f^ = 36; por tanto, b = 30. Ya que a < b, 
la probabilidad csta como 30 es a 6 6 como 5 es a 1 en contra del suceso. 

Ejemplo 3. Si se sacan 3 cartas al azar de una baraja de 52 cartas, 
calcular la probabilidad de que sean as, rey y reina. 

solucion. Se pueden seleccionar 3 cartas entre 52 cartas en C(52, 3) 
formas diferentes (Art. 13.4). Ya que hay 4 palos y en cada palo hay un 
as, un rey y una reina, resulta que estas 3 cartas pueden obtenerse en 
4 . 4.4 formas diferentes (Art. 13.2). Por tanto, por la Definicion 1, la 
probabilidad buscada es 

4 . 4.4 4 . 4 . 4 . 2•3 16 
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Ejemplo 4. De una bolsa que contiene 4 bolas blancas, 2 negras y 
3 rojas, se sacan 5 al azar. Calcular la probabilidad dc que 2 scan blan¬ 
cas 1 negra y 2 rojas. 

solucion. Del total de 4 + 2 -}- 3 = 9 tolas se pueden seleccionar 
5 bolas en (7(9, 5) formas diferentes (Art. 13.4). Entre las 4 tolas blan¬ 
cas 2 de ellas pueden seleccionarse en (7(4, 2) formas, entre las 2 bolas 
negras 1 puede seleccionarse en C(2, 1)formas y entre las 3 bolas rojas 
2 pueden seleccionarse en C(3, 2) formas. Por tantb, el total de casos 
favorables es (7(4, 2) • (7(2,1) • (7(3, 2) y por la Definition 1, la proba¬ 
bilidad buscada es 

__ C(4, 2) • (7(2,1) • (7(3, 2) _ 6 • 2 • 3 2 

P C(9, 5) ~~ 126 _ 7 ' 

Consideremos ahora un ejemplo de aplicacion de la Definicion 2 
(Art. 14.2). Las companias de seguros utilizan para calcular sus primas 
un.i tabla muy amplia de observaciones llamada tabla de mortalidad. 
Dicha tabla es un registro completo de la mortalidad que se presenta 
en un numero grande de personas, empezando las obscrvaciones cuando 
todas las personas del grupo son muy jovencs. Cada ano se registra en la 
tabla el numero de dichas personas que aun viven en ese ano. Por ejem¬ 
plo, una de estas tablas puede registrar que de 1 000 000 de personas 
que originalmente tenian un ano de edad, 941 806 aun viven a la edad 
de 24 anos y que 906 554 aun viven a la edad de 35 afios. De acuerdo 
con la Definicion 2, decimos que la probabilidad de que una persona 

906 554 

de 1 ano llegue a los 35 anos es -, o sea, aproximadamente 

1 000 000 1 

0.91 y que la probabilidad de que una persona de 24 anos llegue a los 35 
906 554 

anos es -, o sea, aproximadamente 0.96. 

941 806 1 

Ejemplo 5. Una tabla de mortalidad muestra que de 949 171 per¬ 
sonas de 21 anos, 577 882 aun viven a la edad de 65 anos. (a) Calcular 
la probabilidad de que un hombre que actualmente tiene 21 anos viva lo 
necesario para retirarse a los 65 afios. (b) De un grupo de 2 000 hombres 
que actualmente tienen 21 anos, calcular el numero que puede esperarse 
que vivan para retirarse a la edad de 65 anos. 

solucion. (a) Por la Definicion 2, la probabilidad de llegar a los 65 
577 882 

anos es p =-— = 0.609. 

F 949 171 

(b) Para n = 2 000 y p = 0.609, el valor esperado de numero de 
ocurrencias (Art. 14.2) es — np — 2 000(0.609) = 1 218, siendo este el 
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numero de hombres que puede esperarse que vivan para retirarse a los 
65 anos. 

EJERCICIOS. GRUPO 51 

En los siguientes ejercicios p y q rcpresentan, respectivamente, la probabilidad 
de ocurrencia y no ocurrencia dc un suteso. 

1. Si la probabilidad de ocurrencia de un suceso esta en su favor, demostrar 
que p > %. Si est& en su contra, demostrar que p < Vz. Si un suceso lo misino 
puede ocurrir que no ocurrir, demostrar que p — q — 

2. Demostrar que la probabilidad en favor de que ocurra un suceso es igual 
a la razon p/q y que la probabilidad en contra de un suceso es igual a la ra- 
zon q/p. 

3. La probabilidad de que un suceso ocurra es %. Calcular la probabilidad 
en favor del suceso. 

4. La probabilidad de que un evento no ocurra es Calcular la probabi¬ 
lidad en contra del suceso. 

5. La probabilidad en favor de un suceso es como 7 es a 3. Calcular la pro¬ 
babilidad de que el suceso no ocurra. 

6. La probabilidad en contra de un suceso es como 5 es a 4. Calcular la 
probabilidad de que el suceso ocurra. 

7. Calcular la probabilidad de obtener una suma de 7 puntos en un tiro de 
2 dados y hallar la probabilidad en contra del suceso. 

8. Calcular la probabilidad de obtener una suma de 7 6 menos en un tiro 
de 2 dados, y determinar la probabilidad en favor de este suceso. 

9. Una moneda se tira 4 veces. Calcular la probabilidad de obtener exacta- 
mente 3 caras. 

10. En un tiro de 4 monedas calcular la probabilidad de que (a) de obtener 
exactamente 3 caras; (b) de obtener por lo menos 3 caras. 

11. De una baraja de 52 cartas se saca una carta al azar. Calcular la pro¬ 
babilidad de que (a) sea de bastos; (b) sea de diamantes o de corazones; (c) no 
sea de espadas. 

12. Se sacan 4 cartas al azar de una baraja de 52 cartas. Calcular la proba¬ 
bilidad de qu6 scan as, rcy, reina y sota. 

13. Un bolsa contiene 7 bolas blancas y 5 bolas negras y se sacan de ella 6 
bolas al azar. ^Cu&l es la probabilidad de que 4 sean blancas y 2 sean negras? 

14. En el ejercicio 13 calcular la probabilidad de que de las 6 bolas por lo 
menos 4 sean blancas. 

15. De un grupo de 8 muchaclios y 6 muchachas se escoge un comit£ de 4 
por medio de una rifa ,:Cu&l es la probabilidad de que el comite consista de 2 
muchachos y 2 muchachas? 

16. En el ejercicio 15 calcular la probabilidad de que el comite no compren- 
da mas de 2 muchachos. 

17. L T na tabla de mortalidad muestra que de 557 882 personas de 65 anos, 
aun viven 181 765 a la edad de 80 anos. De 1 000 hombres que se retiran a la 
edad de 65 ^Cu^ntos puede esperarse que atin vivan 15 anos mas tarde? 

18. Una persona recibe un prcmio de $ 90 si obtiene 9 6 m&s puntos en un 
tiro de 2 dados. Calcular el valor de su esperanza matem£tica. 
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19. Una persona recibe un premio de $ 51 si obliene una carta de espadas 
y una de diainantes al sacar 2 cartas al azar dc una baraja de 52 cartas. Calcular 
el valor de su esperanza matem£tica. 

20. Una persona tiene en su bolsa 2 monedas de 10 centavos y 2 de cinco 
centavos y saca 2 monedas al azar para pagar 15 centavos. Calcular la probabi- 
lidad de que saque la cantidad exacta. 

21. Nueve libros diferentes estiin colocados al azar en un estante. ^Cu^l es la 
probabilidad de que 3 libros determinados esten contiguos? 

22. Nueve personas se sientan al azar en circulo. ^Cual es la probabilidad 
de que 2 personas determinadas queden contiguas? 

23. De una bolsa que contiene 6 bolas blancas, 4 negras y 2 rojas, se sacan 
6 bolas al azar. Calcular la probabilidad de que 3 sean blancas, 2 negras y 1 roja. 

24. De una bolsa que contiene 5 bolas blancas, 3 negras y 1 roja, se sacan 3 
bolas al azar. ,sCu<U es la probabilidad de que ninguna de las bolas sacadas sea 
blanca? 

25. Calcular la probabilidad de obtener una suma de 15 en un tiro de 3 dados. 

26. ^Cudl es la probabilidad de obtener una suma de por lo menos 15 en 
un tiro de 3 dados? 

27. En un tiro de 3 dados hallar la probabilidad de que aparezca el mismo 
numero en 2, y solo 2, de los dados. 

28. Se sacan 2 tarjetas al azar de un conjunto de 10 tarjetas numeradas del 
1 al 10. Calcular la probabilidad de que la suma de los numeros en las tarjetas 
sea (a) par; (b) impar. 

29. Una persona saca una tarjeta al azar de un conjunto de 10 tarjetas nu¬ 
meradas del 1 al 10, en donde el ntimero de cada tarjeta representa la cantidad 
en pesos que se obtiene como premio. Calcular el valor de la esperanza matem&ti- 
ca de esta persona. 

30. Al tirar un dado, una persona recibe una cantidad en pesos igual al nu¬ 
mero de puntos obtenido. ^Cu&l es el valor de su esperanza matematica? 

31. Una persona saca 3 monedas al azar de una bolsa que contiene 8 mone¬ 
das de 10 centavos, 4 de 25 centavos y 3 de 50 centavos. Calcular el valor de 
su esperanza matem&tica. 

32. Una moneda ha sido tirada 6 veces y han aparecido sucesivamente 6 
caras. <sCu£l es la probabilidad de que se obtenga cara en el proximo tiro? 

33. De una baraja de 52 cartas se sacan 3 cartas al azar. Calcular la proba¬ 
bilidad de que (a) todas sean de corazones; (b) todas sean del mismo palo. 

34. De una baraja de 52 cartas se sacan 3 cartas al azar. Calcular la proba¬ 
bilidad de que una sea de corazones y 2 sean de diamantes. 

35. 5 mujeres y 4 hombres se sientan al azar en una fila. ^Cual es la proba¬ 
bilidad de que hombres y mujeres oeupen lugares altemados? 

36. 4 mujeres y sus esposos se sientan al azar en una fila de 8 sillas. ^Cual 
es la probabilidad de que cada mujer quede junto a su esposo? 

37. De una baraja de 52 cartas se sacan 4 cartas al azar. Calcular la pro¬ 
babilidad de que sea una de cada palo. 

38. De una baraja de 52 cartas se sacan 5 cartas al azar. Calcular la proba¬ 
bilidad de que haya exactamente 3 reyes entre ellas. 

39. De una baraja de 52 cartas se sacan 5 cartas al azar. Calcular la proba¬ 
bilidad de que aparezean entre ellas exactamente 3 cartas de la misma deno¬ 
mination. 
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40. Un yarborough es una mano de bridge de 13 cartas ninguna de las cua- 
les es de denominacion mayor que 9. Demostrar que la probabilidad en contra 
de este suceso es como 1 827 es a uno. 


14.4. SUCESOS COMPUESTOS 

Aqui consideraremos problemas que, en general, son algo mas comple- 
jos que los del articulo anterior. Eslo es debido a que aliora estudiarcmos 
la probabilidad de sucesos compucstos , es decir, de la ocurrencia de dos o 
mas sucesos simples. Los sucesos compuestos pueden clasificarse en tres 
tipos: sucesos independientes, sucesos dependientcs y sucesos mutuamente 
excluyentes. Definiremos y analizaremos cada uno de estos tipos de su¬ 
cesos por separado. 

Definicion. Se dice que dos o mas sucesos son independientes si la 
ocurrencia de uno cualquiera de ellos no afecta la probabilidad de la ocu¬ 
rrencia de ninguno de los otros sucesos. 

Asi por ejemplo, el suceso de obtener simultaneamente un as al tirar 
un dado y cara al tirar una moneda, esta compucsto de dos sucesos inde¬ 
pendientes, pues la ocurrencia de un as en el dado no afecta la proba¬ 
bilidad de la aparicion de cara en la moneda y viceversa. 

En seguida estableceremos un teorema muy importante. 

Teorema 1. (Teorema de multiplication para sucesos independien¬ 
tes). Si pi y p 2 son las probabilidades respectivas de que se verifiquen dos 
sucesos independientes E t y E 2 , entonces P = pip 2 es la probabilidad de 
que Ei y E 2 ocurran simultane ament e o su c esiv ament e. 

demostracion. Como en la Definicion 1 (Art. 14.2), sea pi = a x f (a x 
+ b i), en donde a x es el numero de formas en que E x puede ocurrir y b x 
es el numero de formas en que puede no ocurrir, siendo todas estas for¬ 
mas igualmente probables. Analogamente, sea p 2 = a 2 /{a 2 + b 2 ), en 
donde a 2 es cl numero de formas en que E 2 puede ocurrir y b 2 es el nu¬ 
mero de formas en que puede no ocurrir. Entonces por el Teorema 1 
(Art. 13.2), el numero total de formas en que tanto E x y E 2 pueden ocu¬ 
rrir es a x a 2 , y el numero total de casos posibles es ( a x + b x ) ( a 2 + b 2 ). 
Entonces por la Definicion 1 (Art. 14.2), la probabilidad P de que tanto 
Ex como E 2 ocurran simultaneamente o sucesivamente es 

p _ a x a 2 _ a\ a 2 _ 

( fll + bx) (a 2 + b 2 ) ~ ax + b 2 ' a 2 + b 2 plp2 ’ 

como se queria demostrar. 

Corolario 1. Si pi, p 2> .. ., p n son las probabilidades respectivas de 
ocurrencia de n sucesos independientes, entonces P = p x p 2 ... p n es la 





Sucesos compuestos 319 

probabilidad de que todos estos sucesos ocurran simultaneamente o su- 
c esiv ament e. 

Corolario 2. Si p cs la probabilidad de que un succso ocurra cn una 
prueba aislada, entonccs la probabilidad de que este suceso ocurra r 
veccs en sucesion, o cn r pruebas determinadas, cs p r . 

NOTAS. 

1. Observese que tanto en el enunciado coino en la deinostracidn del Teore- 
ma 1 (apropiadamente llamado Teorema de multiplicacion) , se utilizo la palabra 
*y\ Asi, por ejemplo, se habla de la ocurrencia de los sucesos E x y E 2 . El uso 
de csta palabra es caracteristico de los problemas de sucesos independientes. 

2. Cuando se habla de sucesos independientes que ocurren en sucesion se en- 
tiende que pueden ocurrir en cualquier orden. 

Ejemplo 1. Calcular la probabilidad de obtener un dos en un tiro de 
un dado y sello en un tiro de una moneda. 

SOLUCION. La probabilidad del dos es %; la probabilidad del sello 
es y 2 . Ya que son sucesos independientes se sigue del Teorema 1 que la 
probabilidad de obtener un dos y un sello es % • % = y i2 . 

Ejemplo 2. Las probabilidades de que A y B resuelvan un determi- 
nado problema son % y % respeetivamente. Hallar la probabilidad de 
que el problema sea resuelto cuando menos por uno de los dos. 

solucion. Existen v arias formas de resolver este problema. Usaremos 
el metodo mas corto y sencillo. 

El problema quedara resuelto si A y B no fallan simultaneamente en 
la solucion. 

La probabilidad de que A falle es 1 — % = %; la probabilidad de 
que B falle es 1 — % = %. Por tanto, por cl Teorema 1, la probabilidad 
de que A y B fallen es % ‘ — Vi2- P° r tanto, la probabilidad de que 

A y B no fallen es 1 — 1 /i2 — 11 /i 2 > y esta es la probabilidad de que el 
problema sea resuelto. 

DefinicicSn. Se dice que dos o mas sucesos son dependientes si la ocu¬ 
rrencia de uno cualquiera de ellos afecta la probabilidad de la ocurren¬ 
cia de alguno de los otros sucesos. 

Asi, por ejemplo, consideremos la probabilidad de obtener 2 cartas 
de bastos al sacar sucesivamente 2 cartas de una baraja de 52 cartas. La 
probabilidad de bastos en la priinera extraccion es 1 % 2 — %. Si volvemos 
a poner la primera carta sacada, la probabilidad de bastos cn la segunda 
extraccion es de nuevo *% 2 = %• Estos dos sucesos son independientes 
y, por tanto, de acuerdo con el Teorema 1, la probabilidad de obtener 
2 cartas de bastos es % * */ 4 = 1 / 16 . 

Sin embargo, si la primera carta es de bastos y no se vuelve a poner, 
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entonces quedan 12 cartas de bastos cntrc 51 cartas, de modo qne la pro¬ 
babilidad de obtener bastos en la segunda extraccion es = %7* En 
este caso la probabilidad de la segunda extraccion depende de la primera 
extraccion. Por el mismo razonamiento ntilizado en el r leoi'ema 1 sobre 
sucesos Independientes, se pnede demostrar que la probabilidad de ocu- 
rrencia de estos dos sucesos dependientes es igual a la probabilidad de 
bastos en la primera extraccion multiplicada por la probabilidad de bas¬ 
tos en la segunda extraccion. Por tanto, la probabilidad de obtener 2 
cartas de bastos es % ‘ 4 /x 7 = Vi 7- 

A continuacion enunciamos el Tcorema de sucesos dependientes. Ya 
que la demostracion es similar a la del Teorema 1, dejamos los detalles 
al lector como un ejercicio. 

Teorema 2. (Tcorema dc multiplication para sucesos dependientes). 
Sea p x la probabilidad de un suceso E x cuya ocurrencia afecta la proba¬ 
bilidad p 2 de la ocurrencia de un segundo suceso E 2 . Entonces P = pip 2 
es la probabilidad de que E x y E 2 ocurran en el orden mcncionado. 

nota 3. En este Teorema 2, p 2 representa la probabilidad de que E 2 suceda 
despues de que E x ha sucedido. 

Ejemplo 3. Se sacan sucesivamente 2 bolas de una bolsa que con- 
tiene 4 bolas blancas y 3 negras. ^Cual es la probabilidad p de que la 
primera bola sea blanca y la segunda sea negra si (a) la primera bola 
se vuelve a poner en la bolsa despues de haberse extraido; (b) la primera 
bola no se vuelve a poner? 

solucion. (a) La probabilidad de una bola blanca en la primera 
extraccion es %. Si esta bola se vuelve a poner, entonces la probabilidad 
de una bola negra es la segunda extraccion es %. Por tanto, por el Teo¬ 
rema l, p = % • 3 A = l 2 A*- 

(b) Como antes, la probabilidad de una bola blanca en la primera 
extraccion es y 7 . Si esta bola no se vuelve a poner, entonces la probabili¬ 
dad de una bola negra en la segunda extraccion es % = Por tanto, 
por el Teorema 2, p = % ’ Vz = %• 

Dcfinicion. Se dice que dos o mas sucesos son mutuamente exclu - 
yentes cuando la ocurrencia de uno cualquiera de ellos imposibilita la 
ocurrencia de cualquier otro. 

Asi, por ejemplo, el suceso compuesto consiste en obtener ya sea un 
as o un 3 en un tiro de un dado esta formado por dos sucesos mutuamen¬ 
te excluycntes, porque si el as aparece, el 3 no puede aparecer, y vice- 
versa. Podemos calcular facilmente la probabilidad de este suceso por los 
metodos del Art. 14.3. Asi resulta que un as y un 3 pueden aparecer 
cada uno en solo una forma, teniendose asi dos casos favorables. Ya que 
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liay iina totaliclad de 6 casos posibles, la probabilidad buscada es % = 
por la Definicion 1 (Art. 14.2). Se observara que este resiiltado es la 
suma de las probabilidades individuales (con valor de % cada uno) de 
obtener un as y un 3, es decir, % + % = %. Esto es un easo particular 
del teorema siguiente: 

Teorema 3. (Teorema de adicion para sucesos mutuamente exclu- 
yentes). La probabilidad P de que ocurra uno u otro de un cierto nume- 
ro de sucesos mutuamente excluyentes, es la suma de las probabilidades 
de la ocurrencia de los sucesos sc parados. 

demostracion. Sean r sucesos mutuamente excluyentes con probabi¬ 
lidades p h p 2 , ..., pT, respectivamente. Entonces debemos demostrar que 


P — Pl + p2 . . . + pr. 


Supongamos que de un total de n formas, en las que un suceso puede 
ocurrir o no ocurrir, el primer suceso puede ocurrir en a formas, el se- 
gundo suceso en b formas,..., y el suceso de orden r en k formas, siendo 
todas estas formas igualmente probables. Ya que los sucesos son mutpa- 
mente excluyentes, todas estas formas de ocurrencia son diferentes y, por 
tanto, tenemos un total de a + b 4- ... + k formas en que uno u otro 
de los sucesos puede ocurrir. Por tanto, por la Definicion 1 (Art. 14.2) 
tenemos 


(1) 

y ademas 

( 2 ) 


a _ b k 

~ ~ > p2 3 • • . 5 pr — ~ y 

n n n 


a + b + ... + k 
n 


La igualdad (2) puede escribirse en la forma 


P = 


a b 

-4-- + . 



n n n 

= px + pt + ... +p r , [segun (1)] 
como se queria demostrar. 


nota 4. Observese que tanto en el enunciado como en la demostracion del 
Teorema 3 se utilizaron las palabras ya sea-o. Estas palabras son caracteristicas de 
los problemas de sucesos mutuamente excluyentes. 

Ejemplo 4. Una bolsa contiene 4 bolas blancas y 2 negras; una se- 
gunda lx>lsa contiene 2 lx)las blancas y 5 negras. Se selecciona al azar 
una de las bolsas y se extrae una bola. ^Cual es la probabilidad de que 
sea blanca? 

solucion. La probabilidad de seleccionar la primera bolsa es %, y 
la probabilidad de extraer de ella una bola blanca es % o sea %. Por 
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tanto, por el Teorema 2, la probabilidad de seleccionar la primera bolsa 
y extraer de ella una bola blanca es % • % = fa Analogamente, la pro¬ 
babilidad de seleccionar la segunda lx>lsa y extraer de ella una bola blan¬ 
ca es % • % = fa Ya que la bola blanca debe extraerse ya sea dc la 
primera bolsa o de la segunda, se sigue del Teorema 3 que la probabili¬ 
dad buscada cs y 3 + % = 1 %i. 

Muchos problemas de probabilidad pueden resolverse por mas de un 
metodo. En el siguiente grupo de ejercicios resulta conveniente resolver 
un determinado problema por un metodo y luego, si es posible, compro- 
bar el resultado utilizando otro metodo. Algunos problemas pueden re¬ 
solverse usando los metodos del Art. 14.3 o bien los del Art. 14.4. Por 
ejemplo, al estudiar los sucesos dependientes, encontramos que la pro¬ 
babilidad P de obtener 2 cartas de bastos en dos extracciones sucesivas 
en una baraja de 52 cartas es igual a Vit? si la primera carta no se vuel- 
ve a poner. Este resultado tambien puede obtenerse aplicando lo dicho 
en el Art. 14.3, es decir, como 

C(13,2) _ 1 
C(52, 2) 17 ’ 


EJERCICIOS. GRUPO 52 

1. Si las probabilidades de que ocurran r sucesos independientes son 

P 21 • • • > Pn respectivamente, dernostrar que la probabilidad de que r.inguno de 
ellos ocurra es 

(1—#,)d —ft) 

2. Dernostrar el Teorema 1 (Art. 14.4) usando la definition de frecuencia 
para probabilidad (Definition 2, Art. 14.2). Sugerencia: Utilizar el hecho de que 
si p es la probabilidad de ocurrencia de un suceso en una prueba aislada, entonres 
el niimero esperado de ocurrencias en n pruebas es igual a np. 

3. Establecer el Corolario l del Teorema 1 (Art. 14.4). 

4. Establecer el Corolario 2 del Teorema 1 (Art. 14.4). 

5. Establecer el Teorema 2 (Art. 14.4). 

6. Enunciar y dernostrar un corolario del Teorema 2 que sea analogo al 
Corolario 1 del Teorema 1 (Art. 14.4). 

7. Dernostrar el Teorema 3 (Art. 14.4) usando la definition de frecuencia 
para probabilidad (Definition 2, Art. 14.2). 

8. Un dado se tira dos voces. Calcular la probabilidad de obtener un as en 
el segundo tiro pero no en el primero. 

9. Un dado se tira tres veces. «:Cual es la probabilidad de obtener un as 
unicamente en el segundo tiro? 

10. Una moneda se tira 4 veces. Calcular la probabilidad de obtener cara en 
el tercer tiro 6nicamente. 

11. iCudl es la probabilidad de obtener exactamente 3 cartas en 4 tiros de 
una moneda y una suma igual a 11 en un tiro de 2 dados? 
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12. Las probabilidacles de que A y B resuelvan un cierto problenia son x k Y %, 
respectivamente. Calcular la probabilidad de que el problema sea resuelto por lo 
menos por uno de los dos. 

13. Las probabilidades de que A y B y C resuelvan un cierto problema son 

% y %, respectivamente. ,:Cual es la probabilidad de que el problema sea resuelto 
por lo menos por uno de los tres? 

14. Si A, B y C tiran a un bianco con probabilidades de acertar de %, % y %, 
respectivamente, ^cual es la probabilidad de que alguno acierte al hacer un tiro 
cada uno? 

15. Resolver el Ejemplo 2 (Art. 14.4) considerando los siguientes sucesos 
mutuamente exduyentes: Tanto A como B aciertan; A acierta y B falla; B acier- 
ta y A falla. 

16. Resolver el Ejemplo 2 (Art. 14.4), utilizando el siguiente razonamiento: 
Si A prueba primero, la probabilidad de que resuelva el problema es %; llame- 
mos a esto el suceso 1. Si A falla, la probabilidad de que B trate de resolver el 
problema es 1 — % = %, y, por tanto, la probabilidad de que B resuelva el pro¬ 
blema es Vi • % *= Vi; 1 la memos a esto el suceso 2. Para terminar, consid£rense los 
sucesos 1 y 2 como mutuamente exduyentes. 

17. Resolver el Ejemplo 2 (Art. 14.4) por el metodo del ejercicio 16, pero 
permitiendo que B pruebe primero. 

18. Resolver el ejercicio 12 por cada uno de los metodos de los ejerdcios 
15, 16 y 17. 

19. Dos bolas se extraen en sucesion de una bolsa que contiene 2 bolas blan¬ 
cas y 4 bolas negras. Calcular la probabilidad de que la primera bola sea blanca 
y la segunda sea negra si (a) la primera bola se vuelve a poner; (b) la primera 
bola no se vuelve a poner. 

20. Si en el ejerdcio 19 se extraen 2 bolas al azar, £cudl es la probabilidad 
de que las 2 sean dei mismo color? 

21. Si en el ejercicio 19 se extraen 2 bolas al azar, £cual es la probabilidad 
de que una sea blanca y la otra negra? Sumar las probabilidades obtenidas en 
los ejercicios 20 y 21 e interpretar el resultado. 

22. Una bolsa contiene 2 bolas blancas y 6 bolas negras; una segunda bolsa 
contiene 5 bolas blancas y 3 bolas negras. Si se saca una bola de cada bolsa, £cu£l 
es la probabilidad de que ambas bolas sean del mismo color? 

23. En el ejercicio 22 calcular la probabilidad de que las 2 bolas sean de 
diferente color. 

24. Si en el ejercicio 22 se selecciona al azar una de las bolsas y se extrae de 
ella una bola, t cu &l es la probabilidad de que sea blanca? 

25. En el ejercicio 24 calcular la probabilidad de que la bola extraida sea 
negra. 

26. En el ejercicio 22 se extrae una bola de la primera bolsa y se coloca 
en la segunda bolsa. Luego se extrae al azar una bola entre el nuevo contenido de 
la segunda bolsa. ^Cudl es la probabilidad de que la bola extraida sea blanca? 

27. En el ejercicio 26 calcular la probabilidad de que la bola extraida de la 
segunda bolsa sea negra. 

28. En el ejercicio 22 se extrae una bola de la segunda bolsa y se coloca en 
la primera bolsa. Luego se extrae al azar una bola del nuevo contenido de la primera 
bolsa. Calcular la probabilidad de que esta ultima bola sea (a) blanca; (b) negra. 
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29. De una baraja de 52 cartas se extraen al azar 3 cartas. Calcular la proba¬ 
bilidad de quc las 3 sean del mismo color. 

30. Se extraen sucesivainente 3 cartas de una baraja de 52 cartas, volviendo 
a poner cada carta antes de extraer la siguiente. <;Cual es la probabilidad dc que 
las 3 sean del mismo color? 

31. Una tabla de mortalidad muestra que las probabilidades de que A y B 
vivan 25 anos m£s son 0.9 y 0.8 respectivamente. Calcular la probabilidad de 
que al final de 25 anos (a) ambos est6n vivos; (b) ambos hayan muerto; (c) A 
este vivo y B haya muerto; (d) A haya muerto y B este vivo. Sumar los numeros 
obtenidos e interpretar el resultado. 

32. Las probabilidades de que A y B resuelvan un cierto problema son V 2 y % 
respectivamente. Hallar la probabilidad de que (a) ambos resuelvan el problema; 
(b) ninguno resuelva el problema; (c) A resuelva cl problema pero B no; (d) B 
resuelva el problema pero A no. Sumar estos numeros e interpretar el resultado. 

33. A, B y C compiten en 3 carreras separadas, y las probabilidades de que 
cada uno gane su carrera son V 2 , Mi y 14 respectivamente. Hallar la probabilidad 
de que (a) ninguno gane su carrera; (b) solainente uno gane su carrera; (c) so- 
lamente 2 ganen sus carreras; (d) los 3 ganen sus carreras. Sumar estos numeros 
e interpretar el resultado. 

34. Un dado tiene la forma de tetraedro regular con sus caras marcadas l, 
2, 3, 4; otro dado es un cubo ordinario con sus caras marcadas del 1 al 6 inclu¬ 
sive. Si se tiran ambos dados, £cu£l es la probabilidad de que la suma de los pun- 
tos obtenidos sea mayor que 7? 

35. Las probabi|idades de comentario favorable de un manuscrito que es revi- 
sado por 3 lectores independientes son %, % y 94, respectivamente. Calcular la 
probabilidad de que la mayoria de los comentarios sean favorables. 

36. A y B tiran un dado una sola vez cada uno, ganando el primero que 
obtenga un as. Si A tira primero, calcular las probabilidades respectivas de ganar. 

37. A y B tiran un dado altemativamente hasta que uno de ellos gane al 
obtener un as. Si A tira primero encuentre la probabilidad de que cada uno gane. 
Sugerencia: Utilizar una serie geometrica infinita (Art. 10.5). 

38. A, B y C, en ordcn, cortan una baraja de 52 cartas, es decir, cada uno 
saca una carta al azar y la vuelve a poner. Si gana el primero que obtiene una 
carta de diamantes, calcular las probabilidades respectivas de ganar. 

39. A, B y C, en ordcn, tiran una moneda hasta que uno de ellos gana al 
obtener cara. Si el premio es de $ 35, calcular las esperanzas matem&ticas res¬ 
pectivas. 

40. A y B y en orden, tiran un par de dados altemativamente hasta que gana A 
al sacar un 6 6 gana B al sacar un 7. Calcular las probabilidades respectivas de 
ganar. 


14.5 PRUEBAS REPETIDAS 

En esta seccion consideramos el problema de pruebas repetidas que 
es de importancia fundamental en el calculo de probabilidades y sus apli- 
caciones. Este problema se presenta cuando un experimento u observa¬ 
tion se repite cierto numero de veces bajo las mismas condiciones. 
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Anteriormente hemos usado la palabra prueba sin definirla formal- 
mentc (Art. 14.2). Para una mayor precision vamos a definir este ter- 
mino, asi como algunos otros que estan rclacionados con el. 

Se dice que un suceso simple interviene en una prueba si necesaria- 
mente ocurrc o deja dc ocurrir una sola vcz. 

Asi, por ejemplo, un tiro de una moneda constituye una prueba ya 
que la moneda da cara o sello una sola vcz. Observamos que una prueba 
posee esencialmente las caracteristicas de un experimento. 

Se dice que un succso simple interviene en pruebas repetidas si nece- 
sariamente bajo exactamente las mismas condiciones, ocurre o deja de 
ocurrir, cada vez, una vez. 

Asi, por ejemplo, dos o mas tiros de una moneda constituyen pruebas 
repetidas, pues en cada tiro debe obtenerse cara o sello una vez, bajo 
exactamente las mismas condiciones. 

Si un suceso ocurre en una prueba, se acostumbra decir que se acierta, 
y que la probabilidad de que el suceso ocurra es la probabilidad de 
acertar. Analogamente, si un suceso no ocurre en una prueba, se acos¬ 
tumbra decir que el suceso falla, y que la probabilidad de que el suceso 
no ocurra es la probabilidad de foliar. 

Como una introduction al teorema 4 consideremos el ejemplo si- 
guiente: 

Ejemplo 1 . Calcular la probabilidad P de obtener exactamente 3 
ases en 5 tiros de un dado. 

solucion. Cada tiro del dado es una prueba. Llamemos acertar al 
acto de obtener un as. Entonces, en una prueba, la probabilidad de acer¬ 
tar es % y la probabilidad de fallar es 1 — % = %. Entonces debemos 
determinar la probabilidad de acertar 3 veces en 5 pruebas. 

Ya que la probabiLidad de acertar en una prueba es %, la probabili¬ 
dad de 3 aciertos sera (%) s en 3 pruebas especificadas (Corolario 2, 
Teorema 1, Art. 14.4). Como se efectuan 5 pruebas, los 3 aciertos deben 
ir acompanados de 2 fallas. Ya que la probabilidad de una falla es %, la 
probabilidad de 2 fallas sera (%) 2 . Por tanto, por el teorema de multipli¬ 
cation (Teorema 1, Art. 14.4), la probabilidad de 3 aciertos y 2 fallas 
es (%) 3 (%) 2 . Pero estos 3 aciertos pueden ocurrir en 3 cualcsquiera de 
las 5 pruebas. Asi, por ejemplo, los 3 ases pueden aparecer en los 3 pri- 
meros tiros o en los tiros segundo, cuarto y quinto, etc. Es decir, podemos 
obtener los 3 ases en tantas formas diferentes como el numero de selec- 
ciones posibles de 3 objetos diferentes entre 5 objetos, o sea en C(5, 3) 
formas. Ya que estas formas diferentes son mutuamente excluyentes, se 
concluye por el teorema de adicidn (Teorema 3, Art. 14.4) que la pro- 
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babilidad buscada es la suma de C(5,3) terminos igualtes a (%) 3 (%) 2 , 
es decir 

/l\ 3 /5 \ 2 5-4 1 25 125 

P-C(5,3)(-j \ 6 / _ 1^2 '¥ 6*~3888 ' 

El ejemplo anterior es un caso particular del siguientc teorema ge¬ 
neral : 

Teorema 4. (Ley del binomio). Sean p la probabilidad de acertar y 
q = 1 — p la probabilidad de fallar de un suceso en una prueba. Enton- 
ces la probabilidad Pi de exactamente r aciertos en n pruebas repetidas 
esta dada por la formula 

(1) Pi = C(n, r) p T p n ~ r , r<n. 

demostracion. La probabilidad de que el suceso ocurra en r prue¬ 
bas especificadas en p r y la de que falle en las n — r pruebas restantes es 
q n ~ r (Corolario 2, Teorema 1, Art. 14.4). La probabilidad de r aciertos 
especificados y las correspondientes n — r falias es entonces /? r g n-r (Teo¬ 
rema 1, Alt. 14.4). Pero los r aciertos pueden seleccionarse entre las n 
pruebas en C(n, r) formas diferentes, todas las cuales son igualmente 
probables y mutuamcnte excluyentes. Por tanto, por el Teorema 3 (Ar- 
ticulo 14.4), la probabilidad buscada Pi esta dada por la formula ( 1 ). 

nota 1. Por la rclacion (2) del Art. 13.7, vemos que P l9 tal como aparece en 
la relaci6n (1), es el termino de orden (n — r + 1) del desarrollo binomial de 
(p -b q)* m El Teorema 4 es, por tan to, conoddo con el nombre de Ley del binomio. 

Por medio del Teorema 4 se puede estableccr facilmente el teorema 
siguiente: 

Teorema 5. Sea p la probabilidad de acertar y <7 = 1 — p la proba¬ 
bilidad de fallar de un suceso en una prueba. Entonces la probabilidad 
P 2 de obtener por lo menos r aciertos en n pruebas repetidas esta dada 
por la relacidn 

r — r 

(2) Pi = C(n, r ) p n q n ~ T , r < n. 

r = n 

demostracion. Si el suceso ocurre por lo menos r veces en n pruebas, 
entonces debe ocurrir, o bien exactamente n veces, o exactamente n — 1 
veces, o exactamente n — 2 veces,..., o exactamente r veces. En otras 
palabras, tenemos los siguientes n — r -\- 1 sucesos mutuamente exclu- 


Suceso N v 

Sucede exactamente 

Probabilidad por 
el Teorema 4 

i 

n veces = n — (1) + 1 

C(n,n)p”q'‘- n = p n 

2 

n — 1 veces = n — (2) +1 

C{n,n — \)p n -'q 

3 

n — 2 veces = n — (3) 4- 1 

C(n,n — 2)p n ~ 2 q 2 

n — r + 1 

r veces = n — (n — r + 1) 4- 1 

C(n, r)p T q”~ T 
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Sum an do cstas probabilidades, por el teorema de adicion (Teorema 
3, Art 14.4) tenemos 
(3) Pz = p n + C(n,n— l)p*~ x q 

+ C(n , n — 2) P"~ 2 q 2 + ... + C{n, r)p'q*\ 
que puede escribirse inmediatamente en la forma de la relacion (2) uti- 
lizando la notacion sigma (Art. 13.6). 

NOTA 2. Por el teorema 8 del Art. 13.7, el segundo micmbro de (3) represen- 
ta los primeros n — r + 1 terminos del dcsarrollo del binomio de ( p + q) n - 

Ejemplo 2. Una moneda se tira 8 veces. ^Cual es la probabilidad de 
que \)or lo menos apare/can 6 caras? 

solucion. En un tiro la probabilidad de cara es p = %; y por tanto 
la probabilidad de sello es q = 1 — p = En este problema el numero 
de pruebas es n = 8. Entonces, de acuerdo con el 1 eorema 5, la proba¬ 
bilidad buscada P 2 es la suma de las probabilidades de obtener exacta- 
mente 8 caras, exactamente 7 caras, y exactamente 6 caras. Es decir, 

1 18-7 1 _ 37 

= 2» + 8 F + T^2 2» _ 256 

Ejemplo 3. Se extrae una carta al azar dc una baraja de 52 cartas. 
Luego la carta se vuelve a poner y la baraja se mez.cla cuidadosamentc. 
Este proceso se repite seis veces. ^Cual os la probabilidad de obtener por 
lo menos una carta de cor a zones? 


solucion. Al principio, cl estudiante se sentira inclinado a resolver 
este problema por el metodo del ejemplo anterior, es decir, a sumar las 
seis piobabilidadcs conespondientes a exactamente una carta de corazo- 
nes, exactamente 2 cartas de cora/ones,..., exactamente 6 cartas de co- 
razoncs. Pero el mismo resultado puede obtenerse con mayor facilidad si 
calculamos la probabilidad de fallar en la obtencion de cartas de corazo- 
nes en las seis pruebas y luego restainos esta probabilidad de la unidad. 

La probabilidad de obtener una carta de corazoncs en una prueba es 
i % 2 = y 4 ■ por tanto la probabilidad de fallar es 1 — Vt = %■ Entonces 
la probabilidad de fallar cn la obtencion de corazones en seis pruebas 
sucesivas es (%)°. Por tanto, la probabilidad de no fallar en la obtencion 

/ 3 \® 729 3367 

de corazones en seis pruebas sucesivas es 1 — ( — 1 = 


1 


, ., 4096 4096 

y esta es la probabilidad de obtener por lo menos una carta de corazones 
en seis pruebas. 
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nota 3. En el artlculo siguiente se verd quc la probabilidad buscada en el 
ejemplo 3 es la suma de los terminos del desarrollo de un binomio cuyo valor es 
la unidad menos uno de dichos terminos. Por tanto es mds facil obtener el resul- 
tado buscado calculando cl termino exceptuado y restandolo de la unidad. 


14.6. DESARROLLO DEL BINOMIO 


En los teoremas 4 y 5 del articulo anterior se observo que las diversas 
probabilidades que aparecen en un problema de pruebas repetidas son 
los terminos del desarrollo del binomio (p + q) n , en donde p es la proba¬ 
bilidad de acertar y q = 1 — p es la probabilidad de fallar en cada iina 
de n pruebas. Por el Teorema 8 (Art. 13.7), este desarrollo puede expre- 
sarse en la forma 


n 

(q + p)« = ^ C(n, r)q n ~ r p T , 

r=*0 

que tambien puede escribirse en la forma 

(1) (q + />)" = C(n, 0 )p°q n + C{n, 1 )pq-* + C(n, 2)/>V 2 

+ ... + C(n, n — 1) p^q + C(n, n)p n q °, 

siendo C(n, 0) = 1, C(n, 1 ) = n, ..., C(n, n) = 1 los coeficientes bi- 
nomicos ordinarios. Los terminos de este desarrollo, tornados en orden, 
representan, respectivamente, las probabilidades en n pruebas de cero 
aciertos y n fallas, 1 acierto y n — 1 fallas, 2 aciertos y n — 2 fallas,..., 
n aciertos y cero fallas. Por tanto, estos terminos representan las probabi¬ 
lidades de todos los casos posibles y, ya que los succsos son mutuamente 
excluyentcs, la suma de probabilidades debe ser igual a la unidad. Tam¬ 
bien se llega a esta misma conclusion recordando que q + p = 1 , y, por 
tanto, (q + />)« = 1 . 

En general, los terminos succsivos del desarrollo ( 1 ) aumentan hasta 
cierto valor (o posiblcmentc hasta dos valorcs iguales) y luego decrecen. 
Este es el termino maximo y tiene la propiedad de que su razon con el 
termino anterior y posterior es mayor o igual que la unidad. Ahora deter- 
minaremos este termino maximo. Concretamente, determinaremos el valor 
de r- (numero de aciertos) para el cual el termino general C(n, r) q n ~ r p r 
del desarrollo del binomio (q + p) n es un maximo. Primeramente escri- 
bimos las razones 


( 2 ) 

( 3 ) 


termino de orden r + 1 
termino de orden r 
termino de orden r + 1 
termino de orden r + 2 
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De (2) obtenemos 

_C(w, r)g»-y p w! (r — 1)! (n — r + 1)! 

C(n,r —1 )q n ~ r+1 p T ~ { q r\{n — r)! n! 

_ P n — r + 1 ^ 
q r ’ 

de donde np — pr + p > qr. 

Ya que q = 1 — n/? — pr + p> r — pr y o sea 


(4) 


np + p > r. 


De (3) tenemos 

C(n,r)g«-y g n\ (r + 1 ) !(n — r — 1 )! 

C(n,r l)q n ~~ r ~ l p r + l p r!(n — r)! n! 

q r + 1 i 

p n — r 

de donde qr + q — np — pr. 


Ya que qr = (1 — p) r, r — pr q> np — pr y o sea 

(5) r>np — q. 

Por tanto, de (4) y (5), tenemos 

( 6 ) np + p> r> np — q. 

En ( 6 ) vemos que el entero r esta comprcndido entre dos valores que 
difieren cl uno del otro cn una unidad, pues p + q = 1 . Estc resultado 
se enuncia asi: 


Teorcma 6 . Sea p la probabilidad de acertar y q = 1 — p la proba- 
bilidad de fallar de un suceso en una prueba. Entonces en n pruebas re - 
petidas y el numero de acicrtos r que tiene la mayor probabilidad de ocu - 
rrir es un entero comprendido entre np + p y np — q. 

Se acostumbra tomar como valor de r que produce la probabilidad 
maxima el numero np. En consecuencia cstablecemos la siguiente defini- 
ci 6 n motivada por cl Teorcma 6 : 

Definicion. El valor mas probable del numero de aciertos r cn n prue¬ 
bas repetidas, es el entero al que corresponde la mayor probabilidad de 
ocurrencia comparada con la de cualquier otro valor de r. Su valor es, 
aproximadamente, igual a np en donde p es la probabilidad de acertar 
en una sola prueba. 

En seguida ilustrarcmos esta teoria del desarrollo del binomio por me¬ 
dio de varios casos numericos. En nuesttro primer ejemplo, considera- 
remos, por sencillez, unicamente los cocficientes binomicos del desarrollo 
de (q + p) n . 
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Ejemplo 1. Usando el desarrollo del binomio (q + p) 8 , trazar una 
grafica en la que cada punto tenga como abscisa el orden del termino y 
como ordenada el valor del coeficiente binoinico correspondiente. 

solucion. Del Ait. 13.7, para n — 8, se obtienen inmcdiatainente los 
nueve coeficientes binomicos, que tornados en orden, son 

1, 8, 28, 56, 70, 56, 28, 8, 1. 

Como se muestra en la figura 41, las coordenadas de los puntos son 
(1, 1), 2,8), 3,28), etc. Luego se traza una curva continua que pase 
por estos puntos. Esta curva recibe el nombre de grafica dc los coeficien- 

y 



tes, aunque es solo una aproximacion, pues no existen datos para trazar 
la grafica entre los puntos mencionados. Pero conforme n f o sea el nu- 
mero de terminos, aumcnta, la grafica resultante se aproxima mas y mas 
a la forma mostrada en la figura 41. Esta forma de campana es tipica de 
las curvas de probabilidad que estudiaremos mas adelante. 

En el siguiente ejemplo numerico consideraremos la representation 
grafica de los valores de los terminos individuales, y no solamente de sus 
coeficientes binomicos, para el desarrollo de (q + p) n . 

Ejemplo 2. Calcular los valores de los terminos individuales del des- 
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arrollo del binomio (% +%) 6 , y construir una tabla con las seis siguien- 
tes columnas de valores correspondientes: 

(1) •Numero de ordcn del termino en el desarrollo. 

(2) Valor de r (numero de aciertos). 

(3) Probabilidad de exactamente r aciertos. 

(4) Probabilidad de por lo menos r aciertos. 

(5) Frecuencia simple. 

(6) Frecuencia acumulativa. 

Trazar dos curvas que tengan como abscisas comunes los valores de 
la columna (2), y como ordenadas los valores de las columnas (3) y 
(4), respectivamentc. Obtencr el valor mas probable de r y comprobarlo 
en la tabla 

solucion. La tabla 1 muestra los valores buscados. 


TABLA 1 

DESARROLLO DE (% + %) 6 

n = 6, p = % y q — 1 — p = % 



Probabilidad 

Frecuencia 


Exactamente r 

aciertos en n Por lo menos r 

pruebas = valor aciertos en n 

del tdrmino pruebas 

Simple Acumulativa 

Orden 

del 

termino 

n 

r P,=C(n,r)p r q-' P.-V' C(n,r)p r q n r 

nP 1 nP 2 


r = 0 


(i) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

1 

0 

0.004096 

1.000000 

0.024576 

6.000000 

2 

1 

0.036864 

0.995904 

0.221184 

5.975424 

3 

2 

0.138240 

0.959040 

0.829440 

5.754240 

4 

3 

0.276480 

0.820800 

1.658880 

4.924800 

5 

4 

0.311040 

0.544320 

1.866240 

3.265920 

6 

5 

0.186624 

0.233280 

1.119744 

1.399680 

7 

6 

0.046656 

0.046656 

0.279936 

0.279936 

Totales 

1.000000 


6.000000 



Las columnas (3) y (4) se obtienen de los Teoremas 4 y 5, respectL 
vamente, del Art. 14.5. Las columnas (5) y (6) dan la frecuencia o 
numero esperado de ocurrencias en n(=6) pmebas (Art. 14.2). Los 
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valores dc la columna (5) constituycn lo que se conocc como una distri¬ 
bution de frecuencias simples y los valores de la columna (6) forman una 
distribucidn de frecuencias acumulativas. Las columnas (5) y (6) se 
corresponden con las columnas (3) y (4), respectivamente, siendo (3) y 
(5) valores simples y (4) y (6) valores acumulativos. 
y 



Observese que la siima de los valores de la columna (3) es la unidad, 
o sea la certeza. Esto debe necesariamcnte ser asi, pues representa la 
suma de las probabilidades de todos los casos posibles. Una observacion 
similar es aplicable a la columna (5) en donde la suma de valores es 6, 
o sea el numero total de pruebas. 

Se llevan en la grafica los valores de la columna (2) como abscisas 
y los valores de las columnas (3) y (4) como ordenadas. Asi resultan las 
dos curvas mostradas en la figura 42 y que son ejemplos de curvas de 
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probabilidad. Observamos que la curva obtenida con los valorem simples 
tiene aproximadamcnte la foiTna de campana, tipica de las curvas de 
probabilidad. Esta curva no es simetrica como la de la figura 41, reci- 
biendo el nombre de asimetrica. Sin embargo, si p = q = y 2) la curva de 
probabilidades simples resulta simetrica. Los puntos sobre la curva acu- 
mulativa dan la probabilidad de r o mas aciertos. 

Por el Teorema 6, el valor mas probable de r esta dado por 

np + p > r > np — q. 

3 2 3 3 3 2 

Para » = 6, > = 6 's + 5 > ' > 6 's _ 5 

l l 

o sea 4 - > r > 3 -. 

5 5 

Por tan to, el valor mas probable de r es 4, y para este valor la tabla nos 
da P i = 0.31104, que es el valor maximo de la probabilidad simple. 

Tambien podemos llevar en una grafica los valores de las coluinnas 
(5) y (6), pero ya que son projx^rcionales, respectivamente, a los valo¬ 
res de las columnas (3) y (4), las curvas resultantes tendrian un aspecto 
analogo a las de la figura 42. Estas curvas recibirian los nombres res- 
pectivos de curva dc frccuencias simples y curia de frecuencias acumu- 
lativas . 

nota. Este ejemplo se ha construido para un numcro reducido de pruebas, 
que fue n = 6. Para valores de n mayores, el numero de operaciones aritm6ticas 
aumenta considerablemente, pero las curvas de probabilidad presentan las mismas 
caracteristicas b&sicas. Conforme n aumenta la grafica de las probabilidades sim¬ 
ples se acerca m&s y mas a una curva continua en forma de campana. 

Cuando los elementos de un con junto son proporcionales a los t£rminos del 
desarrollo de un binomio, se dice que forinan una distribucion binomica. Existen 
varios tipos de distribuciones, entre ellas se cuenta la distribucion normal que 
corresponde a la muy conocida curva normal de probabilidad. Estas distribuciones 
y sus curvas de frecuencias correspondientes son dc importancia fundamental en 
la ciencia llamada estadistica, pero su discusion cae fuera del campo de este libro. 


EJERCICIOS. GRUPO 53 

1. Demostrar el Teorema 5 (Art. 14.5) considerando que los sucesos ocurren 
exactamente r, r + 1, r + 2,..., n veces, y comprobar que el resultado es el mis- 
mo que el de la relacion (2), pero que la suma aparece en orden inverso. 

2. Una moneda se tira 6 veces. ^Cual es la probabilidad de obtener exacta¬ 
mente 2 caras? 

3. Un dado sc tira 6 veces. Calcular la probabilidad de obtener exactamen¬ 
te 5 ases. 

4. La probabilidad de que A gane en cierto juego es Si se juegan 7 de 
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estos jucgos, cxactamentc bajo las mismas condiciones, £cual es la probabiiidad 
de que A gane exactamcntc 4 de ellos? 

5. Se tira una moneda n veces. Demostrar que la probabiiidad de obtencr 
exactamcnte r sellos es C(n, r) 2". 

6. Sc saca una carta al azar de una baraja de 52 cartas. En seguida la carta 
se vuelve a poner y la baraja se mezcla cuidadosamentc, y de nuevo se saca una 
carta al azar y luego se vuelve a poner. Esta operation se efcctua un total de 5 
veces. £Cu£l es la probabiiidad de obtencr exactamcnte 3 espadas? 

7. De una bolsa que contienc 3 bolas blancas y 2 negras se saca una bola 
al azar. La bola se vuelve a poner, mezclando las bolas cuidadosamentc, y de 
nuevo se extrae una bola al azar. Este proceso se efectua un total de 4 veces. 
Calcular la probabiiidad de obtener (a) exactamente 2 bolas blancas; (b) exac- 
tamente 4 bolas negras. 

8. Sc efecttian 6 tiros de un par dc dados. iCu&l es la probabiiidad de ob¬ 
tener exactamente tres sietes? 

9. Un jugador de beisbol cuyo promedio de bateo es 0.300, va al bate 4 
veces en un detcrminado juego. Calcular la probabiiidad de que pegue exacta¬ 
mente 2 veces. 

10. En promedio, cicrto cstudiante resuelve correctamentc 5 dc cada 6 pro- 
blemas. <;Cu&l es la probabiiidad de que resuelva exactamente 6 problemas en un 
examen que consta de 8 problemas? 

11. Una moneda se tira 10 veces. Hallar la probabiiidad dc obtener por lo 
menos 8 caras. 

12. Un dado se tira 7 veces. Hallar la probabiiidad de obtencr por lo me¬ 
nos 5 ases. 

13. Se efectuan 5 tiros con un par de dados. Hallar la probabiiidad de ob¬ 
tener por lo menos cuatro sietes. 

14. La probabiiidad de que A gane en un cierto juego es %. ^Cudl es la 
probabiiidad de que* en una serie de 6 de estos juegos gane por lo menos en 4 
de ellos? 

15. En promedio, un tirador pega en el bianco 300 veces en 400 pruebas. 
Hallar la probabiiidad de que pegue en el bianco por lo menos 3 veces en 5 
pruebas. 

16. En la manufactura de cierto articulo se ha observado que en un volumen 
de produccion grande el 1 % de los articulos resultan defectuosos. Si se toma una 
muestra de 10 articulos, £cual cs la probabiiidad de que no mas de 2 sean de¬ 
fectuosos? 

17. La calificacion aprobatoria en un examen que consta de 10 problemas es 
70%. En promedio, cierto cstudiante resuelve correctainente 4 de cada 5 proble¬ 
mas. Calcular la probabiiidad de que apruebe el examen. 

18. Sc encuentra por observacidn que, en promedio, uno de cada 50 auto- 
moviles tiene faros delantcros defectuosos. Hallar la probabiiidad de que entre 
10 automdviles tornados al azar, por lo menos 1 pase la revision. 

19. La probabiiidad dc que un hombre de 50 anos viva 20 anos m&s cs 0.6. 
Dado un grupo de 5 hombres de 50 anos, £cu£l es la probabiiidad de que por 
lo menos 4 lleguen a los 70 anos? 

20. A y B juegan un juego en el cual la habilidad dc A cs a la habilidad de B 
como 3 es a 2. ^Cu&l es la probabiiidad de que A gane por lo menos un juego 
entre 4? 
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21. Si q es la probabilidad dc fallar en una prucba, dcmostrar que la proba- 
bilidad de acertar por lo menos una vez en n pruebas es 1 — q n . 

22. Si p es la probabilidad de acertar en una prueba, demostrar que la pro¬ 
babilidad de fallar por lo menos una vez en n pruebas es 1 — p n . 

23. Una moneda se tira 8 veces. ^Cudl es la probabilidad de obtencr un 
numero impar de caras? 

24. A tira un dado hasta que aparezca un 6. Calcular la probabilidad de que 
tenga que haccr (a) por lo menos 10 tiros; (b) exactamente 10 tiros. 

25. Una caja contiene 6 tarjetas numcradas. Se extrae una tarjeta al azar y 

luego se vuelve a poner. Se mezclan las tarjetas cuidadosamente y se extrae otra 

al azar y luego se vuelve a poncr. Esta operaci6n se efectua un total de 6 veces. 

^Cual es la probabilidad de que se hayan sacado todas las tarjetas? 

26. Una moneda se tira 8 veces. Hallar el numero m£s probable de car as y 
la probabilidad de ese numero. 

27. Una moneda se tira 10 veces. Hallar el numero mas probable de sellos y 
la probabilidad de esc numero. 

28. Un dado se tira 12 veces. Hallar el numero m&s probable de ases y la 
probabilidad de esc numero. 

29. La probabilidad de que A gane cicrto juego es Vs- Calcular el numero 
mas probable de victorias en una serie de 12 juegos y la probabilidad de ese 
numero. 

30. En cl Teorema 6 (Art. 14.6), si np + p y np — q son enteros, demostrar 
que r tiene dos valores, es decir, que existen dos terminos iguales en el desarrollo 
de ( q -f- p) n , siendo estos t£rminos mayorcs que cualquier otro t6rmino. Compro- 
bar esto en el desarrollo de (V& 4* Vs) 1 - 

31. Una moneda se tira 9 veces. Hallar la probabilidad de cualquiera de los 
dos numeros m&s probables de caras. 

32. En una prueba, sea p la probabilidad de acertar en un suceso y q la pro¬ 
babilidad de fallar. Si en n pruebas repetidas np es un entcro, demostrar que el 
numero mas probable de fallas es nq. 

33. Trazar la grafica de los coeficientes binomicos de {q + p) 10 como en el 
ejemplo 1 del Art. 14.6. 

34. Trazar la gr&fica de los coeficientes binomicos de (q + p) 15 como en el 
ejemplo 1 del Art. 14.6. 

35. Trazar las curvas de frccuencias simples y acumulativas del desarrollo 
del binomio del ejemplo 2 del Art. 14.6. 

En cada uno de los ejercicios 36-40 construir una tabla andloga a la del ejem¬ 
plo 2 del Art. 14.6, trazar los mismos tipos de curvas y hacer el mismo tipo dc 
analisis. 

36. (Vs + Vi)*- 37. (%+%)«. 38. (% + 14) 10 . 

40. (%) + %>) 15 . 


39. (% + %)•. 
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15.1 INTRODUCTION 

El tema de los determinantes ha sido amplianiente estudiado desde 
hace mucho tiempo. Aunque el concepto de determinante tuvo su origen 
en la solution de sistemas de ecuadones lineales, posteriormente ha teni- 
do muchas otras aplicaciones. Asi, por ejemplo, como se observara en 
varios ejercicios de este capitulo, las ecuaciones de ciertas curvas pueden 
escribirse en forma determinante. Tambien hay un gran numero de casos 
en los que una propiedad o relation depende del valor de un determinan¬ 
te especial. Ademas, los determinantes son utiles en el estudio de las 
matrices, las cuales, como ya se observo previamente (Art. 1.6), son 
muy importantes en las matematicas modemas y en la fisica. 

Las propiedades y el calculo de los determinantes pueden compren- 
derse con gran facilidad. Las dificultades que el estudiante puede encqn- 
trar al empezar a estudiar este tema se deben, principalmente, al hecho 
de que tiene que aprender algunas nuevas reglas de operation. Al orde- 
nar el material de este capitulo se ha tornado en cuenta este hecho. En 
consecuencia, empezaremos mostrando tanto los principios como las ope- 
raciones aplicados a los determinantes mas sencillos. 


15.2. NATURALEZA DE UN DETERMINANTE 

Es necesario que desde el principio el estudiante tenga alguna idea 
acerca de la forma y naturaleza de un determinante. Por tanto, estable- 
cemos que un determinante de orden n, designado por A w , se representa 
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por un arreglo en forma de cuadrado de n 2 cantidades llamadas elemcn - 
tos, dispuestos en n filas y n columnas y como se muestra en ( 1 ). 


ax 

b t . . . 

h 

02 

b 2 ... 

l 2 

On 

bn . . . 

In 


Se acostumbra encerrar este arreglo entre dos Hneas rectas verticales. 

Por conveniencia, se utilizan numeros para referirse a las filas o ren- 
glones y a las columnas. Asi por ejemplo, la primera fila consta de los n 
elementos a l9 b ly ..., l u la segunda de los n elementos a 2 , b 2 , ... 5 / 2 , y 
asi sucesivamente. Analogamente, la primera columna consta de los n 
elementos a ly a 2y . .., a„, la segunda de los n elementos 61 , b 2y ..., b n , 
y asi sucesivamente. Debe hacerse destacar que hasta ahora no hemos 
definido lo que es un determinante; unicamente hemos dado una descrip- 
cion de como se representa y no de su valor. Aunque en un articulo pos¬ 
terior daremos una definition precisa, aqui sera suficiente mencionar que 
el valor de un determinante es igual a una suma algebraica de terminos, 
cada uno de los cuales es el producto de n elementos, tomandose uno, y 
solo uno, de cada fila y de cada columna. 

Ya que n representa el or den de un determinante, se sigue que un 
determinante de orden 2 tiene 2 filas y 2 columnas, un determinante de 
orden 3 tiene 3 filas y 3 columnas, y asi sucesivamente. Por tanto, el 
determinante de minimo orden se obtiene para n = 1 y puede ser repre- 
sentado por |a L |. Este determinante posee solamente un elemento, una 
fila y una columna, y su valor es, por definition, el elemento mismo, es 
decir, |ai| = a x . En general, consideraremos solamente determinante de 
orden n > 2 . 

nota. El estudiantc debe cuidarse de no confundir las Hneas verticales usa- 
das como simbolo de un determinante con las Hneas verticales usadas para desig- 
nar el valor absoluto de un numero (Art. 2.4). Asi, por ejemplo, | —4| — 4, como 
valor absoluto, pero | —4| == —4 como determinante. 


15.3 DETERMINANTES DE SEGUNDO ORDEN 


Un determinante de segundo orden se representa asi: 

A 2 — # 

a> b 2 

donde los elementos ai y b 2 se dice que forman la diagonal principal. El 
valor de A 2 se define como el producto de los elementos en la diagonal 
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principal menos el producto de los elementos en la otra diagonal. Es de* 
cir, por definition, 


( 1 ) 


ci b 1 
d 2 b 2 


a!b 2 — (hbi, 


el segundo miembro de esta igualdad se llama dcsarrollo de A 2 . 
Como un ejemplo numcrico, tenemos 


2 3 
—4 1 


= 21 — (—4 • 3) = 2 + 12 = 14. 


Ahora mostraremos como los determinantes de segundo orden estan 
asociados con la solution de un sistema de dos ecuaciones lineales con 2 
incognitas. En el Art. 4.7 se establecio el Teorema 2, una parte del cual 
repetimos a continuation. 

El sistema de ecuaciones lineales 


( 2 ) 


c,x + by = Ci, 
d 2 x + b 2 y = c 2 . 


tiene la solution unica 

_ boC\ — b\C 2 _ ci\C 2 — doC\ 

X dib 2 — a 2 bi 9 ^ dib 2 — cu>bi 


solamente si d t b 2 — a 2 b v ^ 0. 

Ahora bien, debido a nuestra definition de determinantes de segundo 
orden, la solution del sistema (2) puede escribirse por medio de deter¬ 
minantes como sigue: 


(3) 



Cl 

bt 


a\ 

Cl 




c 2 

b. 

y~ 

do 

Co 


a, bi 


dl 

by 

dl 

bt 

j 

q. 2 b% 


Ch 

b 2 


do 

b 2 




# 0 . 


Observemos que los valores que forman la solution tienen el mismo de- 
nominador, el cual se llama determinante del sistemd. Ademas, el nume- 
rador para el valor de x se obtiene a partir del denominador sustituyendo 
la primera columna de coeficientes d x y d 2 por los terminos independientes 
Ci y Co, respectivamente. Analogamente, el numerador para el valor de y 
se obtiene del denominador sustituyendo la scgunda columna de coefi¬ 
cientes by y b 2 por los terminos independientes c\ y c 2 , respectivamente. 


notas. 

1. Es evidente que si uno o mas de los elementos de un determinante son in- 
tcrcambiados, el valor del determinante puede cambiar. Por tanto, al dar la sobi- 
cion usando determinantes (3), es muy importante formar las columnas de coefi¬ 
cientes en el orden correcto. Por esta raz6n, el sistema (2) debe escribirse siempre 
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de mancra que cn cada columna haya la misma incognita y quc los t^rniinos inde- 
pendientes csten cn el segundo miemhro. Si no figura nna incognita, su coeficiente 
se toma como cero. 

2. La solucion por determinantes (3) se conocc con el nonibre de regia de 
Cramer. Veremos m&s adclante que esta regia puedc aplirarse al caso general de 
un sistema de n ccuaciones lineales con n incognitas, en donde n es cualquicr nu- 
mero entero y positivo. 


Como una aplicacion de la regia de Cramer tenemos el siguiente 
ejemplo: 

Ejemplo. Resolver por determinantes el sistema 
2x + 3y + 1 = 0, 

2y—3x = 8. 

solucion. De acuerdo con la nota 1, escribiremos el sistema en la 
forma 

2x + 3y = —1, 

3x — 2y = —8. 

El siguiente paso sera calcular el detemiinante A del sistema, pues 
tendremos una solucion unica solamente si A^O. En este caso resulta 


A = 


2 

3 


3 

—2 


= 2(—2) — 3- 3 = —4 — 9 = —13. 


Y por la regia de Cramer tenemos 


—1 3 

-8 -2 _2 + 24 _ g 

A —13 


y = 


2 —1 
3 —8 


A 


—16 + 3 

-= 1 . 

—13 


Resulta ventajoso cstudiai algunas de las propiedades de los deter¬ 
minantes aplicandolas a determinantes de segundo orden. Mas adelantc 
estas propiedades se presentaran como teoreinas validos para determinan¬ 
tes de cualquier orden. 

propiedad 1. Si las filas de un detemiinante se intercambian por las 
columnas correspondientes, el valor del detemiinante no se altera. Es 
decir, si 


fli b\ 

a 2 b 2 


a x b 2 — a 2 b^ 


Q\ 

bi b 2 


a,b~ — b t a 2 . 


tambien 
















Determinantes de segundo orden 


341 


De esta propiedad se deduce que cualquier teorema de determinan- 
tes que sea valido para las filas es tambien valido para las columnas. 

propiedad 2. Si todos los elementos de una fila (o columna) son 
cero, el valor del determinante es cero. 

0 0 

Asi, £ L =0(fc 2 )—6 X (0) =0. 

b i b 2 

propiedad 3. Si dos filas (o columnas) de un determinante se inter- 
cambian, el valor del determinante cambia de signo, pero conserva su 
valor absoluto. 

b t 


Asi, si 


resulta 


a i 


— Q\b 2 — o 2 b x 


a 2 

At 


b 2 

b x 


= a 2 b x — a x b 2 = 


a i 
a 2 


b x 

b 2 


propiedad 4. Si los elementos correspondientes de dos filas (o colum¬ 
nas) de un determinante son iguales, el valor del determinante es cero. 
a x b x 

Asi = ci\b \— d x b x — 0. 

d ! b i 

propiedad 5. Si cada elemento de una fila (o columna) de un de¬ 
terminante se multiplica por el mismo numero k, el nuevo determinante 
tiene un valor igual a k veces el del determinante original. 
ka L kbi 

Asi, = ka x bn — a 2 kb x 


= k(a x b 2 — a>b x ) = k 


a x b x 
a 2 b 2 

propiedad 6. Si cada elemento de una fila (o columna) de un de¬ 
terminante es igual a la suma de dos cantidades, el determinante puede 
escribirse como la suma de dos determinantes. Esto es, 


Ya que 


a x + a x ' 
a 2 + a 2 


ai -t- a x b x 

a 2 + a 2 b 2 

b x 
b 2 


a x 

a 2 


b x 

b 2 


a x 


a 2 


b x 

b 2 


= a x b 2 + d x b 2 — a 2 b x — a 2 b x 


= ( a x b 2 — a 2 b x ) + ( a/b 2 — a 2 b x ) 


Oi 

d 2 


b x 

b 2 


+ 


a x 


(h 


b x 

b 2 


propiedad 7. Si cada elemento de cualquier fila (o columna) de un 
determinante se multiplica por el mismo numero k y el resultado se suma 
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al elemento correspondiente de otra fila (o columna), el valor del deter- 
minante no se altera. Esto es, 


a, 


a L + kb t bi 

o 2 b 2 


a 2 4* kb 2 b 2 


Ya que 


fli + kbi 

a 2 + kb 2 


b i 

b 2 


— a x b 2 + kb x b 2 — 

— o. x b 2 — CL 2 b\ — 


( a 2 bi + kbib 2 ) 
fli bi | 
a 2 b 2 


EJERCICIOS. GRUPO 54 

En cada uno de los ejercicios 1-7, hallar el valor del determinante dado. 


1. 


3 4 
5 2 



—2 1 


2 6 1 

3 1 

2. 


3. 

4. 



7 —4 


4 —2 

—3 —1 



x 2 a 


1 2 


* + 1 2 

5. 


6. 


7. 



2x a 


y 2 x 2 


2* * — 3 


En cada uno de los ejercicios 8 y 9, dcspejar x en la ecuacion dada. 

I = 0. 



3 2 



AT AT 6 

8. 


= 0. 

9. 



x — 2 x 



U + 2 


En cada uno de los ejercicios 10-15, usar determinantes para resolver el sis- 
tema dado. 

10. 2* — 3y = 5, 3x 4- 2y = 1. 11. 2x 4* 3y = 4, x—y — 7. 

12. 4x — y =* 11, y 4- 2x 1. 13. 2x 4- 3y = 6, x — y 4- 7 = 0. 

14. 3a: -f 2 y = 0, 3>> — 2x *= 0. 15. x 4* 2y « 5, 2x + 4 y « 3. 

16. Demostrar la propiedad 4 (Art. 15.3) utilizando la Propiedad 3. 

17. Utilizar la Propiedad 5 (Art. 15.3) para demostrar que si todos los ele- 
mentos de cualquier fila (o columna) de un determinante tienen un factor co¬ 
rn un, entonces cl desarrollo del determinante tambi£n tiene esc factor. 


18. Demostrar que k 


a i *i 


ka t b j 


Gj kb t 


a i b 2 

a, b 2 


Aa 2 


<z 2 kb 2 


ka L kb 2 


a i b t 4- 


a l b t 


a, b,' 


= 


4- 


a 2 b 2 4- 6 2 ' 


a 2 b 2 


a 2 b 2 


19. Demostrar que 


20. Como ampliacion de la Propiedad 6 (Art. 15.3), demostrar que 


o, + a/ + a," b, 

°2 + °2 + a 2 b 2 


a, b, 


a 2 b 2 


< b, 
a 2 b 2 


< 6, 


‘2" b 2 


21. Demostrar la Propiedad 7 (Art. 15.3) demostrando que 


a, b t 


4- ka 2 b r 4- kb 2 

a 2 b 2 


«2 fc 2 
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22 . 

23. 


24. 


25. 


Demostrar la Propiedad 7 (Art. 15.3) utilizando las Propiedades 6, 5 y 4. 
Comprobar la Propiedad 7 (Art. 15.3) por medio de ejemplos numericos. 


Demostrar que 


Demostrar que 


que 

a x 4- o x b x 4- b x 

_ 

a \ b x 

+ 

< *, 

a 2 4- a 2 b 2 4- b 2 


a ‘2 bn 






*1 w 





+ 

a, b 2 ' 

4- 

** k 


a \ + + b x 


a, t, 



que 

a 2 + b 2 b 2 + b 2 


a 2 b 2 

4- 

a 2 b 2 


K V 

b 2 b 2 ' 


15.4. DETERMINANTES DE TERCER ORDEN 

Avanzarcmos ahora un paso mas cstudiando los determinantes de ter¬ 
cer orden, que se represen tan en la forma 




a x 

b t 

Cl 

(i) 

A 3 — 


b 2 

c 2 



a A 

b* 

Cli 


y que se definen por el desarrollo 


(2) A 3 = a t b 2 c B — a x b 3 c 2 — a 2 b x c 3 + a 3 b x c 2 + o 2 b 3 c x — a 3 b 2 c x . 

Naturalmente que el desarrollo (2) puede usarse como formula para 
calcular cualquier determinantc de tercer orden. Sin embargo, no es con- 
veniente para calcular determinantes con elementos numericos, pues al 
sustituir, se debe cuidar de identificar cada elemento con los numeros 
de su fila y su columna. Por esta razon se usan reglas que permiten obte- 
ner los terminos del desarrollo como siima algebraica de productos de 
elementos a lo largo de ciertas diagonales. Sin embargo, debido a que 
estas reglas no pueden ser usadas para determinantes cuyo orden sea ma¬ 
yor que 3, no las daremos aqui. En su lugar usaremos un metodo apli- 
cable a determinantes de cualquier orden y, ya que es el metodo mas 
conveniente, lo emplearemos de aqui en adelante. 

La idea b&sica usada en este metodo consiste en expresar el desanollo 
de un determinante dado, en funcion de determinantes de orden inferior. 
Asi, por ejemplo, podemos obtener facilmente el valor de un determinan¬ 
te de tercer orden expresandolo en funcion de determinantes de segundo 
orden, ya que estos ultimos pueden calcularse inmediatamente. Este me¬ 
todo se conoce con el nornbre de desarrollo por men ores. 

Definicion. Se llama menor de un elemento de un determinante, al 
determinante de orden inmediato inferior que se obtiene suprimiendo la 
fila y la columna a que pertenece dicho elemento. 
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Asi, por ejemplo, en A :< (1), el menor del elemento b x se obtiene su- 
primienclo la primera fila y la segunda columna, que son la fila y la 

columna a que pertenece bi. El menor es pues ° 2 


#3 **3 


, que es un deter- 

flj b x 

Q-3 b% 


, y asi 


minante de segundo orden. Analogamente, el menor de c 2 es 
sucesivamente. 

Existe otro concepto intimamente ligado al concepto de menor, que es 
el siguiente: 

Definicion. Se llama cofactor de un elemento de un determinante al 
menor de ese elemento, precedido por el signo mas o el signo rnenos, 
segun que la suina de los numeros de la fila y la columna a que pertenece 
el elemento sea par o impar respectivamente. 

Por ejemplo, para A 3 , el cofactor del elemento c x que esta en la pri- 

a 2 b 2 


jnera fila y en la tercera columna es 


63 


ya que 1+3 = 4, es un 


numero par. Analogamente, el cofactor del elemento a 2 que esta en la 


b 1 c 1 

c 3 


ya que 2 + 1 = 3, es 


segunda fila y en la primera columna es — 
un numero impar. 

Ahora enunciarcmos sin demostracion un importante teorema que uti- 
lizareinos de aqui en adelante para el c&lculo de cualquier determinante. 

Teorema. El valor de cualquier determinante de orden n es igual a 
la suma de n productos cada uno de los cuales se forma multiplicando 
cada elemento de una cualquiera de las filas (o columnas) por su cofac¬ 
tor correspondiente . 

Entonces se dice que el determinante se ha desarrollado con respecto 
a los elementos de esta fila particular (o columna). 

Es facil verificar este teorema para A 3 . Asi tenemos, desarrollando A 3 
con respecto a los elementos de la primera fila, 


A 3 = fli 


c 2 

£3 


— bv 


a 2 

&3 


+ c x 


a* 

a* 


— a\b 2 c% — a x b A c 2 — a 2 b\C A + a. A b x c 2 + a 2 b^c x — a$b 2 c 1, 
lo cual concuerda con el desarrollo (2). 

Conviene observar que el teorema afirma que este desarrollo puede 
ser hecho con respecto a los elementos de una cualquira de las filas (o co¬ 
lumnas). Asi pues, desarrollando A 3 con respecto a los eiementos de la 
segunda columna, tenemos 


a\b$c 2 + a 2 b A c Xi 


1 

II 

SO 

< 

a 2 c 2 

#3 £3 

+ b 2 

a x c x 

a 3 c 3 

— b A 

a x c x 

a 2 c 2 

— — a 2 b x c% + a A b{C 2 + a x b 2 c A 

— a A b 2 c 1 — a x i 


lo cual tambi£n coincide con el desarrollo (2). 






















Determinantes de tercer orden 


345 


A continuation aplicaremos el teorema a ejemplos num6ricos, pero 
antes conviene hacer la siguiente observation: 

nota 1 . Para lograr una escritura clara y que ocupe menos espacio, escribi- 
remos los elementos negativos de un determinante, de aqui en adelante, con el 
signo menos sobre el elemento, en lugar de escribir este signo a la izquierda del 
elemento. 


Ejemplo 1 Calcular el siguiente determinante desarroll&ndolo con 
respecto a los elementos de (a) la tercera fila; (b) la segunda columna: 


1 4 2 


A 3 — 


3 

5 


1 0 
2 3 



4 2 


1 2 


1 4 

solucion. (a) A 3 = 5 


-(-2) 


+ 3 



1 0 


3 0 


3 1 


= 10—12 + 3 + 36 = 37. 



3 0 


1 2 


1 2 

(b) A 3 — —4 


+ 1 


-(-2) 



5 3 


5 3 


3 0 


== 36 + 3 + 10—12 = 37. 


Cuando el teorema se aplica a determinantes de orden elevado, re- 
sulta evidente que el desarrollo completo requiere una cantidad conside¬ 
rable de operaciones aritmeticas. Por ello conviene hacer la observation 
de que si una fila determinada (o columna) tiene uno o mas ceros, en- 
tonces las operaciones se reducen considerablemente desarrollando con 
respecto a esa fila (o columna). Ademas, es posible hacer que aparezcan 
tales ceros, sin alterar el valor del determinante, utilizando la propiedad 
7 (Art. 15.3). Veamos una aplicacion de este proceso. 


Ejemplo 2. Calcular el siguiente determinante, transformandolo de 
manera que aparezcan tantos ceros como sea posible en una fila o en 
una columna: 


A 3 


2 1 3 
4 2 5 

3 2 7 


solucion. La Propiedad 7 (Art. 15.3) afirma que si cada elemento 
de cualquier fila (o columna) de un determinante se multiplica por el 
mismo numero k y el resultado se suma al elemento correspondiente de 
otra fila (o columna), el valor del determinante no se altera. Asi pues, 
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podernos hacer que aparezca nn cero cn la primera fila y en la primera 
columna, rnultiplicando cada eleinento de la segiinda columna por —2 y 
sumando el resultado al elemento eorrespondiente de la primera colum¬ 
na. Esto nos da 



2 — 2 1 3 


0 1 3 

II 

< 

cn 

4 + 4 2 5 

= 

8 2 5 


3 — 4 2 7 


12 7 


Aliora podernos hacer que sc anule otro elemento de la primera fila 
y la tercera columna, rnultiplicando cada elemento de la segunda colum¬ 
na por 3 y sumando el resultado al elemento eorrespondiente de la ter¬ 
cera columna. Entonces, de (3) obtenemos 



0 1 3 + 3 


0 1 0 

a 3 = 

8 2 5 — 6 

= 

8 2 I 


I 2 7 + 6 


1 2 T 


Por claridad hemos mostrado estas operaciones en dos pasos separa- 
dos, pero ya que la columna utilizada es la misma (la segunda), podernos 
obtener el resultado en un solo paso. Ademas, las operaciones aritmeti- 
cas pueden efectuarse mentalmente y escribir los resultados directamente. 
De aqui en adelante marcaremos la columna (o fila) que sirve de base 
con un asterisco. La forma mas resumida de las operaciones anteriores 
es como sigue: 





2 1 3 


0 1 0 

4 2 5 


8 2 1 

3 2 7 


1 2 i 


Desarrollando con respecto a los elementos de la primera fila, obte¬ 
nemos solamente un menor, es decir 


A 3 


8 1 
I I 


= -(-8-1) =9. 


En general, utilizando la Propiedad 7 (Art. 15.3), es posible trans- 
formar cualquier determinante dado en otro con el mismo valor pero 
que tenga elementos nulos, con excepcion de uno, en cierta fila (o co¬ 
lumna). Desarrollando este nuevo determinante con respecto a los ele¬ 
mentos de esa fila (o columna), obtenemos un solo determinante del 
orden inmediato inferior. Observese que si al usar la Propiedad 7 resul- 
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tan nulos todos los elcmcntos dc cierta fila (o columna), entonces el de- 
terminante dado es igual a cero (Propiedad 2, Art. 15.3). 

Ya que este metodo es eficiente para calcular cualquier determinante, 
y dado que sera el que usaremos de aqui en adelante, a continuaci6n lo 
enunciamos completo para facilitar consultas futuras. 


Metodo para calcular un determinante cualquiera 

1 . Se elige como base una fila (o columna) y se senala con un as- 
terisco. 

2. De acuerdo con la Propiedad 7 (Art. 15.3), se multiplica cada 
elemento de la fila base (o columna) por un numero tal que al siimar 
el resultado con el elemento correspondiente dc otra fila (o columna), se 
obtenga por lo menos un elemento igual a cero. 

3. Se repite el paso 2 tantas veces como sea necesario hasta obtener 
un determinante equivalente en el que todos los elementos de una misma 
fila (o columna), con exception de uno, sean cero. 

4. Se desarrolla el determinante obtenido en el paso 3 con respecto 
a la fila (o columna) que tiene todos sus elementos iguales a cero, con 
exception de uno de ellos, obteniendo asi un solo determinante del orden 
inmediato inferior. 

5 . Se repite el proceso anterior con el determinante obtenido en el 
paso 4. 

6 . Se continua este procedimiento hasta obtener un determinante 
de orden 2, que se calcula como ya hemos indicado. 

Veamos el metodo anterior aplicandolo a un determinante de orden 
4. Pero, antes de hacerlo, observemos la siguiente nota: 


nota 2. El hacer que se anulen algunos elementos por medio de la Propiedad 
7 es muy sencilio cuando uno de los elementos de la fila base (o columna) es 
igual a la unidad. En caso contrario, el proceso requiere el uso de fracciones, 
complic&ndose las operaciones aritmeticas. Pero en tales casos una aplicacion pre- 
liminar de la Propiedad 7 puede producir el elemento unitario requerido, tal como 
puede verse en el ejemplo siguiente. 


Ejemplo 3. Calcular el deteiminante 

2 3 5 2 
5 2 7 3 

A 4 — 

4 3 6 5 

3 2 2 4 
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solucion. Primeramente presentamos los diversos pasos necesarios 
para el calculo, y a continuacion la explicacion correspondiente. 


A 4 = 


2 3 5 2 
5 2 7 3 
4 3 6 5 


3 12 5 
5 2 7 3 

4 3 6 5 


0 10 0 

11 2 11 13 

13 3 12 20 



3 

2 2 

4 

3 

2 

2 

4 

9 2 


2 

6 



* 











11 

11 

13 


0 

11 

13 


0 

11 

13 

= — 

13 

12 

20 

= — 

1 

12 

20 

* __ 

1 

12 

20 


9 

2 

6 


7 

2 

6 


0 

82 

134 



11 

13 

_ o 

11 

13 


82 

134 

— 4 

41 

67 


= 2(737 — 533) = 408. 


kxplicacion. Ninguno de los elementos del determinante dado es 
igual a la unidad. Pero sumando la segunda fila (marcada con un aste- 
risco) a la primera, obtenemos un elemento unitario en la primera fila y 
en la segunda columna. 

Usando la Propiedad 7 con la segunda columna como columna base 
(marcada con un asterisco), obtenemos 3 elementos nulos en la primera 
fila. 

Desarrollando con respecto a los elementos de la primera fila, obte¬ 
nemos un solo determinante de orden 3. Ya que este determinante no 
tiene ningun elemento igual a la unidad, restaremos la segunda columna 
(marcada con un asterisco) de la primera columna. Esto nos produce 
un elemento unitario en la segunda fila y en la primera columna. Si aho- 
ra surnames 7 veces los elementos de la segunda fila ( marcada con un 
asterisco) a los elementos correspondientes de la tercera fila, obtenemos 
un determinante de orden 3 con dos ceros en la primera columna. 

Desarrollando este ultimo determinante de orden 3 con respecto a los 
elementos de la primera columna, resulta un solo determinante de orden 
2, el cual se calcula inmediatamente como se muestra en el ultimo paso. 

Ya que este articulo esta dedicado principalmente a los determinan¬ 
tes de orden 3, consideraremos ahora la resolucion de un sistema de 3 
ecuaciones lineales con 3 incognitas: 


a x x + b x y + C\Z = k h 
a>x + b 2 y + c 2 z = k 2 , 
a 3 x + b*y + c 3 z = k«. 


( 5 ) 
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La resolucion de este sistema puede efectuarse por el mctodo de eli- 
minacion cstudiado en el Art. 4.7, lo cual se deja como un ejereicio para 
el cstudiante. 

Por medio de determinantes la solucion puede escribirse en la forma 


( 6 ) 


k\ 

bi 

Cl 


kx 

Cl 



bi 

ki 

k2 

b 2 

C2 


a> k 2 

c± 


a 2 

b-. 

k. 

k 3 

b 3 

Cs 

- V = 

flz k 2 

Cz 

. z = 

a* 

b* 

k;t 


3 lx 3 

en donde A 3j que es el determinante del sistema (5), esta dado por 


A 3 = 


a x 


Ci 

a* 

b 2 

c 2 

a* 

b 3 

C 3 


7 ^ 0 . 


A1 calcular estos determinantes debe observarse que la solucion (6) 
obtenida por medio de determinantes es exactamente la misina que se 
obtiene por el metodo de eliminacion. Esto es el motivo que llevo a la 
definicion de A 3 tal como se ha dado al principio de este articulo. 

Conviene observer que la solucion por determinantes (6) es analoga 
a la solucion por determinantes (3) del sistema (2) de dos ecuaciones 
lineales estudiada en el Art. 15.3. Por supuesto, esta solucion constituye 
otro ejemplo de la regia de Cramer. 

Ejemplo 4. Resolver el siguiente sistema utili/ando determinantes 

3* + 2y — z = 3, 

4jc — y — 3 z — 0, 
x — 2 y —3 z = 1. 

solucion. El calculo detallado de los determinantes que aparecen 
en este problema se deja como un ejereicio para el estudiante. 

El determinante A del sistema es 


= 16^0. 


Por tanto, por la regia de Cramer, la sol'ucion es 
3 2 1 

0 1 3 

1 2 3 — 16 


16 


= -l. 
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y 


z 


3 3 1 

4 0 3 


1 1 3 

32 _ 

A 

16 

3 2 3 


4 I 0 


1 2 1 

—32 

A 

16 


2 , 


= — 2 . 


EJERCICIOS. GRL'PO 55 


En cada uno de los cjercicios 1-8, calcular el determinante dado. 

4 3 3 

2 4 3 

5 7 2 
3 2 5 

7 3 7 

15 6 8 



2 

1 

T 


3 

6 

9 


1 . 

3 

2 

5 

2. 

2 

4 

6 

3. 


4 

3 

6 


7 

9 

5 



2 

3 

4 


2 

3 

1 


4. 

4 

6 

7 

5. 

8 

4 

3 

6 . 


I 

2 

5 


2 

5 

I 



3 2 3 
6 1 5 
14 3 5 
12 5 4 


5 

2 

7 

5 

11 

5 

8 

9 

10 

5 

3 

8 

6 

3 

2 

5 


En cada uno de los ejercicios 9 y 10 despejar a en la ecuacion dada. 



2 1 1 


12 3 

9. 

6 a 3 

- 0. 10. 

2 a 6 


4 2a 


a 5 2 


En cada uno de los ejercicios 11-15, resolver el sistema dado utilizando deter- 
minantes. 


11. a 4- 2 y — z = 3, 2a — y 4- z = 7, 2a 4- y — 4z = —1. 

12. 2a + 7y — 4z = 4, a — 3y — 4z = 0, 2a + 3y 4 z — 9. 

13. 3a — y — 2z = 4, 2a 4- y 4- 4z = 2, 7a — 2y — z = 4. 

14. 2a — 3y = 13, 2y + z — 1, a — 2z « — 1. 

15. 3a — 9y + 4z = 0, 5a 4-2 y — 8z — 0, 7a — 2y — 5 z — 0. 

16. Sean Cn y Mu el cofactor y el menor, respectivamente, del elemento 
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an que est& en la fila de orden i y en la columna de orden j de un determinante. 
Demostrar que C*/ = (—1 

17. Desarrollar A 3 con respecto a los elementos de la tercera fila y compro- 
bar que el result ado concuerda con el desarrollo (2) del Art. 15.4. 

18. Comprobar, con un ejemplo, el teorema del Art. 15.4 desarrollando un 
determinante de orden 2 con respecto a los elementos de la primera columna. 

19. Resolver el ejemplo 2 (Art. 15.4) usando la primera fila como base. 

20. Por el metodo de eliminacidn, hallar la solucion del sistema (5) de 3 
ecuacioncs lineales dado en el Art. 15.4. 

21. Calcular los determinantes de la solucidn (6) del sistema (5) del Ar- 
ticulo 15.4, y comprobar que la solucion es exactamente la misma que la obtenida 
en el ejercicio 20. 

22. Comprobar la solucion del ejemplo A del Art. 15.4, caleulando todos los 
determinantes que aparecen en clla. 

En cada uno de los ejercicios 23-29, verifique la propiedad mencionada para 
el determinante general de orden 3, tal como est£ dado por la relacion (1) del 
Art. 15.4. 

23. Propiedad 1 (Art. 15.3). 24. Propiedad 2 (Art. 15.3). 

25. Propiedad 3 (Art. 15.3). 

26. Propiedad 4 (Art. 15.3). Use la Propiedad 3 (Art. 15.3). 

27. Propiedad 4 (Art. 15.3). Use las Propiedades 7 y 2 (Art. 15.3). 

28. Propiedad 5 (Art. 15.3). 

29. Propiedad 7 (Art. 15.3), demostrando que 


a l 4- kb 1 

K 

C l 


*1 

6, c, 

a 2 4- kb 2 

K 

C 2 

= 

a 2 

b., c 2 

a 2 4* kb 3 

b 3 

*3 


a 3 

^3 C 3 



a i + a i b i c i 


°l b l C 1 


v b , c i 

30. Demostrar que 

Q'l <*2 ^2 

= 

a t) b ,y C ry 

4* 

a z b z C 2 


«3 + a 3 b 3 C 3 


°3 b 3 C 3 


»3 b 3 C 3 


31. Demostrar que 


a i + a/ 4- a t " 

b i 

C l 



b x 

C 1 


a i 

b i 

C l 


< 

b i 

Cl 

«2 + + <h" 

b Z 

c 2 

— 

*2 

b.. 

C 2 

+ 


b z 

C 2 

4- 

a z" 

b z 

C 2 

°3 + a Z + a '/ 

b 3 

C 3 



K 

C 3 


< 

b 3 

C 3 


< 

b 3 

C 3 


32. En geometria analitica se demuestra que la ecuacidn de la recta que pasa 
por dos puntos dados distintos y P 2 ( x 2 >y.>) P ue de cscribirse en la forma 


x y 1 
*i Vi 1 

i x 2 y 2 i 


o. 


Comprobar este resultado demostrando (1) que las coordcnadas de cada uno de 
los puntos P x y P 2 satisfacen la ecuacion, y (2) que el desarrollo del determinante 
es una expresion lineal en las variables x y y. 
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En cada uno de los ejercicios 33 y 34, y utilizando el resultado del ejercicio 
32, obtener la ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos dados. 

33. (2,0), (0,-1). 34. (3,1), (-2,-1). 

35. En geometria analitica se demucstra que el £rea K del tri&ngulo que tie- 
ne los vertices (x v y x ), (x 2 ,y«), (* 3 ,y 3 ), est£ dada por 


K = Vi 


x i y i 
*2 

*3 y 3 


i 

i 

i 


tomdndose como valor del iirea el valor absoluto del determinante. Utilizar esta 
fdrmula para calcular el &rea del tri&ngulo cuyos vertices son (—1, 1), (3,4), 
(5,-1). 

36. Usar el resultado del ejercicio 35 para demostrar que una condicidn ne- 
cesaria y suficicnte para que tres puntos diferentes, cuyas coordenadas son (x lf *>. 
(x 2$ y 2 ), (a 3 , y 3 ), sean colineales es que 


37. Demostrar que 


38. Demostrar que 


39. Demostrar que 


X 1 

y i 

X 2 

y 2 

X 3 



1 1 1 

x y z 
a 2 y~ z 2 


{x — y)(y — z)(z — x). 


i 

1 

l 


X 

y 

z 

= 0. 

y + z 

z + X 

x 4- y 


x — y 

— Z 

2x 

2x 

2 y 

y 

— x — 

CM 

N 

2z 


2z 

z — x — y 


(x+y + z) 3 . 


40. Si « es una de las raices cubic as complejas de la unidad, hallar el valor de 


1 0 ) w 2 

0) w 2 1 
w 2 1 « 


15.5. DETERMINANTES DE CUALQUIER ORDEN 

Ahora estudiaremos los determinantes de un orden cualquiera y mos- 
traremos que tienen las mismas propiedades ya establecidas para los de- 
terminantes de orden 2 y 3. Con este motivo priineramente formularemos 
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la definicion para un determinante de un orden n cualquiera, la cual 
comprende a los determinantes de oiden 2 y 3 como casos particulares. 
Concretamente, consideremos primero el determinante de oiden 3: 



b , 


a> 

b 2 

C 2 

a -a 

b. 

Cs 


que fue definido previamente (Art. 15.4) por medio del desarrollo 

(1) A 3 = a y b,c 3 — a x b A c 2 — a 2 b 1 c J + a s b y c 2 + ajb 3 c x — a 3 b 2 c x . 

Cada termino del desarrollo es el producto de tres literales, las que acos- 
tumbraremos esc rib ir en orden alfabetico, diciendo que se trata de su 
orden natural. Por tanto, los terminos difieren unos de otros solamente 
en el orden de los subindices 1, 2, 3, los cuales pueden permutarse en 
3! = 6 formas diferentes (Corolario, Teorema 2, Art. 13.3). Los subin¬ 
dices del primer termino del desarrollo son 1, 2, 3, ordenados segun su 
magnitud; este orden se llama el orden normal. Cuando un subindice 
mayor precede a uno menor, se dice que forman una inversion. Asi, por 
ejemplo, en el termino a 3 byc 2 , con subindices en el orden 312, hay dos 
inversiones: el 3 precede al 1 y el 3 precede al 2. En el termino a 3 b 2 Ci, 
con subindices en el orden 321, hay 3 inversiones: el 3 precede al 2, el 
3 precede al 1, y el 2 precede al 1. El primer termino a x b 2 c 3 , formado 
con los elementos de la diagonal principal, no tiene inversiones. 

Con este concepto de inversion resulta ahora posible dar la siguiente 
definicion completa para un determinante de cualquier orden: 

Definicion. Un determinante de orden n 9 en donde n es cualquier 
nuinero entero y positivo, se representa con un arreglo cuadrado de n 2 
cantidadcs llamadas elementos y que estan dispuestas en n columnas y 
n filas. Su valor es la suma algebraica de todos los posibles productos 
distintos, cada uno con n factorcs, que pueden formarse al tomar un ele- 
mento, y solamente uno, de cada columna y de cada fila. Estos productos 
van precedidos de los signos mas o menos segun que presenten un nume- 
ro par o impar de inversiones. El producto formado con los elementos 
de la diagonal principal no tiene inversiones y esta precedido por el 
signo mas, llamandosele termino principal. 

NOTAS 

1. Debc observarse que el signo que precede a un termino, debido a su nfi- 
mero de inversiones, es independiente del signo del termino debido a sus factores. 
Asi, por ejemplo, si un t6rmino contiene un nfimero par de inversiones y sus 
factorcs son los elementos 3, —4, 2, el valor del termino es -f (3) (—4) (2) = —24. 

2. El estudiante podrd ahora comprobar f&cilmente que las definiciones de 
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los determinantes de ordencs 2 y 3, dadas por la relacidn (1) del Art. 15.3 y la 
relacidn (2) del Art. 15.4, respcctivamente, cstan de acucrdo con la definition 
general, para un determinante de cualquier orden, que se acaba de enunciar. 

Primeramente establccercmos los dos teoremas siguientes fundarnenta- 
les sobre inverslones. 

Teorenia 1. Si dos subindices cualcsquicra sc intercambian cn cual- 
quier termino del dcsarrollo dc un determinante y cl numero de inrersio- 
nes cambia cn un numero impar y y por tanto y cl signo del termino cambia. 

demostracion. Primeramente considcrcmos cl intcrcambio dc dos 
subindices sucesivos. En este caso cl numero dc inversioncs o aumcnta 
en 1 o disminuye en 1, lo cual es un cambio en un numero impar de 
inversiones. Por tanto, si el numero original dc inversioncs es par (un 
teKmino precedido de signo positivo), cl intcrcambio produce un numero 
impar de inversiones, o sea un termino precedi do del signo negativo, lo 
que significa que ocurre un cambio de signo. Analogamcntc, si el numero 
original de inversiones es impar (un termino prpeccdido de signo nega¬ 
tivo), el intercambio produce un numero par de inversiones o sea un 
termino precedido de signo positive, lo que de nuevo constituye un cam¬ 
bio de signo. 

Consideremos ahora el intcrcambio de dos subindices no sucesivos 
separados por k numeros. Para llevar el primer subindice a la posicion 
del segundo se requieren k + 1 intercambios de numeros sucesivos, y a 
esto deben seguir otros k intercambios de subindices sucesivos para llevar 
el segundo subindice a la posicion que tenia originalmente el primero, o 
sea un total de 2k + 1 intercambios, que es un numero impar. Pero 
segun ya se dijo, cada intercambio dc subindices sucesivos cambia cl 
numero de inversiones en 1 6 —1 y produce un cambio de signo. Por 
tanto, 2 k + 1 intercambios cambian cl numero de inversiones cn un nu¬ 
mero impar, con lo que el signo del termino cambia. 

Veamos ahora algunas de las propiedades de un determinante de 
un orden n cualquiera. Por medio de las n lctras a y b y c,..., /, lo escri- 
bimos en la forma 


dl 

by 

Cl 

... ly 

a 2 

b , 

C’i 

... i. 

a n 

bn 

Cn 

... In 


en donde la letra denota la columna y cl subindice la fila en que se en- 
cuentra cada elemento. 
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El termino principal en el desarrollo de A n es el producto a 1 b 2 Cs .../»»• 
De acuerdo con la definicion de A n , todos los terrninos del desarrollo 
pueden obtenerse a partir del termino principal pemiutando los n sub¬ 
indices 1, 2, 3Esto puede hacerse en rz! formas diferentes; por 
tanto, en el desarrollo hay n\ terrninos diferentes. Para n >2, rz! es un 
numero par. 

Consideremos ahora dos subindices cualesquiera. Entre las n\ per- 
mutaciones diferentes de los subindices, el primer subindice precede al 
segundo tantas veces como el segundo precede al primero. Pero por el 
Teorema 1, el intercambio de dos subindices cambia el signo del termi¬ 
no. En consecuencia, la mitad de los n\ terrninos estan precedidos del 
signo positivo y la otra mitad del signo negativo. Resumimos estos resul- 
tados en el teorema siguiente: 

Teorema 2. El desarrollo de un determinante de orden n consia de 
n! terrninos diferentes; la mitad de ellos estan precedidos del signo posi¬ 
tivo y la otra mitad del signo negativo . 

Las propiedades de un determinante, estudiadas para determinantes 
de orden 2, se estableceran ahora como teoremas para determinantes de 
cualquier orden. El estudiante encontrara que para fijar sus ideas es muy 
util seguir cada paso de las demostraciones aplicandolas a A 3 , o sea, al 
determinante general de orden 3. 

Teorema 3. Si las filas y las columnas correspondientcs de un deter - 
minante se intcrcambian 3 el valor del determinante no se altera . 

demostracion. Sea A n el determinante dado (2) de orden n. Al 
intercambiar las filas con las columnas correspondientes obtenemos el 
determinante 

fli a 2 ... a n 

b Y b 2 ... b n 

A n = c x c 2 ... c n 


\h k ... k 

cuyo termino principal a x b 2 c 3 ... l n es el mismo que el termino principal 
de A w . En A/, las literales denotan las filas y los subindices las columnas, 
que es lo inverso de lo que sucede en A„. Por tanto, conservando los sub¬ 
indices de a x b 2 Cz • •. l n en el orden noimal y permutando las n literales 
en til formas diferentes, obtenemos todos los terrninos del desarrollo de A n . 
Ademas, los terrninos identicos en ambos deteiminantes llevan los mis- 
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mos signos, considerando inversiones cn las literalcs y no en los subindices 
de A n '. Luego A n ' = A„, como se queria demostrar. 

Como una consecuencia inmediata de este teorema tenemos el im- 
portante corolario siguiente: 

Corolario. Cualquicr teorema de dcterminantes que sea valido para 
sus filas cs tambien valido para sus columnas. 

nota 3. A1 opcrar con dcterminantes sc observara un patron definido de sime- 
tria entre filas y columnas. 

Teorema 4. Si todos los elementos de una fila (o columna) son cero, 
cl valor del determinante es cero. 

demostracion. Este teorema se deduce inmediatamente del desarro- 
llo del determinante, pues cada termino en cl desarrollo de A„ debe con- 
tener un factor que es un elemento de una fila de ceros. Por tanto, cada 
termino es igual a cero y A„ = 0. 

Teorema 5. Si dos filas (o columnas) dc un determinante sc inter- 
cambian 9 cl valor del determinante cambia dc signo pero conserva su 
valor absoluto . 

demostracion . El intercambio de dos filas produce el intercambio 
de dos subindices en cada termino del desarrollo del determinante. En¬ 
tonces, por el Teorema 1, el signo de cada termino cambia. Por tanto, 
el valor del determinante cambia de signo sin alterarse su valor absoluto. 

Teorema 6. Si los elementos correspondientcs de dos filas (o colum¬ 
nas) de un determinante son igualcs> cl valor del determinante es cero . 

demostracion. Sea An un determinante con dos filas identicas. Si 
estas dos filas se intercambian, A„ cambia su valor a —A„ por el Teore¬ 
ma 5. Pero como el intercambio de dos filas identicas no altera el deter¬ 
minates, entonces A„ = —A„ de donde 2A n = 0 y A„ = 0. 

Teorema 7. Si cada elemento de una fila (o columna) de un deter- 
minantc sc multiplica por cl mismo numcro k, entonces el nuevo deter¬ 
minante ticne un valor igual a k veces el del determinante original. 

demostracion. Representemos el determinante original por A-, y el 
determinante resultante por A w '. Ya que cada termino del desarrollo de 
un determinante contiene un elemento de cada fila, y solamente uno, 
entonces cada termino del desarrollo de A/ es igual a k veces el termino 
correspondiente de A n . Por tanto, A/ = kA n . 

Corolario. Si todos los elementos de una fila (o columna) ticncn un 
factor comun k y entonces k cs un factor del determinante. Este factor 
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comun k puede eliminarse de cada clcmcnto dc la fila y colocarsc como 
multiplicador frentc al determinante rcsultante . 

Teorenia 8. Si cada clemcnto de una fila (o columna) de un deter¬ 
minante es igual a la suma de dos cantidadcs, el determinante puede es- 
cribirse como la suma de dos determinantes, es decir. 


a t + ai 

fc. 

... It 


ai 

b , 

... It 


a x 

fci 

... 7, 

(h "t" O-i 

b , 

... h 


a 2 

b 2 

... l 2 

+ 

a 2 

b 2 

... h 

a n 4~ a n 

bn 

. . . In 

1 

a n 

bn 

... In 


an 

bn 

... L 


demostracion. Representemos estos tres determinantes, en el orden 
en que aparecen, con A, A,„ y A,,', respectivamente. Tenemos que demos- 
trar que 

A = A* + A/. 

Vainos a suponer que es la primera columna la que cada uno de sus 
elementos es la suma de dos cantidades. La demostracion para cualquier 
otra columna (o fila) se lleva a cabo exactamente en la misma forma. 

De acuerdo con la definicion de determinante el desarrollo de A pue¬ 
de escribirse en la forma 

A = (a t + a x ')A A + ( a 2 + a,/)A 2 + ... + (a n + a n ')A n 
= (aiAx + a>A 2 + .. 4- a n A n ) + {a\Ai + a/A 2 + ... + a n 'A n ) y 
en donde A h A 2 ,..., A n son expresiones que no contienen elementos de 
la primera columna. 

Por la misma definicion de determinante y por el significado de A ly 
A 2 ,..., A n , se tiene que 

A n = a x A x 4~ a-jA-j 4~ . • • 4~ a n A n 
A n = a x A x + a/A-> 4- ... 4* anA n , 
de donde A = A„ + A/, como se queria demostrar. 

Corolario. Si cada clcmcnto de una fila (o columna) dc un deter¬ 
minante es la suma dc tres (o mas) cantidadcs , el determinante puede 
escribirse como la suma de tres (o mas) determinantes. 

A continuacion damos un tcorema que es muy util en el calculo de 
determinantes. 

Teorenia 9. Si cada elemento dc una fila (o columna) de un deter¬ 
minante sc multiplica por el mismo numero k y el resultado se suma al 
elemento correspondiente dc otra fila (o columna), el valor del determi¬ 
nante no se altera. 
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demostracion. Por conveniencia consideraremos una columna par¬ 
ticular para la demostracion del teorema. La demostracion para cualquicr 
otra columna (o fila) es exactamente la misma. Por tanto, demostrare- 
mos que 


fli + kbi 

fci 

Cl . . 

/i 



b , 

c i 

... u 

a 2 + kb 2 

b 2 

c> . . 

U 

— 

a-j 

b 2 

C'i 

... u 

a n + kb n 

bn 

Cn . . . 

In 


a n 

K 

Cn 

... In 


Por el Teorema 8 


a x + kb i 

b t 

... h 


a, fc, 

... l\ 


kb, 

b, 

... h 

fl 2 + kb 2 

b 2 

... lo 

— 

02 b 2 

... u 

4- 

kb 2 

bo 

... l 2 

a n 4" kb n 

b n 

... In 


a n b n 

... In 


kbn 

bn 

... In 


Por el Corolario del Teorema 7 


Oi 

b t 

... Zi 


by 

by . 

.. h 

a 2 

b 2 

• . • l 2 

+ k 

b 2 

bn . 

•• h 

a n 

b„ 

... In 


bn 

bn .. 

.. In 


Por el Teorema 6 



by 

. . . 

h 

(h 

b 2 


h 

a n 

bn 

. . . 

In 


Ahora estableceremos un importante teorema que fue enunciado sin 
demostracion en el Art. 15.4 y que se uso entonces para el calculo de 
determinantes. Antes de estudiar la demostracion dc este teorema, con- 
viene repasar las definiciones de mcnor y cofactor y tambien la compro- 
bacion de este teorema para A ? , como aparece en el Art. 15.4. 

Teorema 10. El valor de cualquier determinante de orden n es igual 
a la suma de n productos , cada uno de los cuales se forma multiplicando 
cada elemento de una fila (o columna) por su correspondicnte cofactor. 

demostracion. Estableceremos el teorema considerando el desarro- 
llo del determinante 


a\ b i C\ ... li 

a 2 b 2, c 2 ... lo 

a n b n c n ... / 
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con respecto a los elementos de la primera fila. La demostracion es la 
misma para cualquier otra fila (o columna). 

Vamos a demostrar que 

(3) A„ = a x A x + b x B x + c x C x + ... +Zi L x , 

en donde A x , B x , (?,,_L, son los cofactores respectivos de los elemen¬ 

tos fli, b i, c ij • • • j l\» 

La demostracion consta de dos partes en las que se demuestra: (1) 
que los terminos del desarrollo (3) incluycn todos los n! productos da¬ 
dos en la definicion A„ y (2) que cada uno de estos productos ticnc el 
signo adecuado. 

(1) El cofactor A x es un determinente de orden n — 1 y los t6rminos 
de su desarrollo constan de ( n —1)! productos, ninguno de los cuales 
contiene elementos de la primera fila o de la primera columna. Por tanto 
a x A x consta de (n — 1)! productos, cada uno de los cuales contiene un 
elemento y solamcnte uno de cada columna y de cada fila, incluyendo la 
primera fila y la primera columna. Analogamente, b x B x constan de 
(n — 1)1 productos, cada uno de los cuales contiene un elemento y sola- 
mente uno de cada columna y de cada fila, incluyendo la primera fila 
y la segunda columna. Continuando de esta manera vemos que en los n 
terminos de (3) hay un total de n(n — 1)! = n! productos, cada uno 
de los cuales contiene un elemento y solamente uno de cada columna y de 
cada fila de A„. Esto concuerda con la definicion general de determinante. 

(2) Los signos de los terminos del cofactor A x concuerdan con la 
definicion de A x y son los mismos en el desarrollo de a\A Xj pues el fac¬ 
tor a x no cambia el numero de inversiones. Tambien conviene observar 
que para a Xs o sea el elemento en la primera fila y en la primera columna, 
la suma de los numeros de orden de la fila y la columna es 1 + 1 = 2, 
o sea un numero par. 

En general considoremos el elemento de A„ que esta en la fila de 
orden i y en la columna de orden j. Este elemento puede llevarse hasta 
la posicion ocupada por el elemento a x por medio de i — 1 intercambios 
sucesivos de filas sucesivas y ;—1 intercambios de columnas sucesivas, 
o sea un total de i + j — 2 intercambios sucesivos. Por el Teorema 1, 
cada intercambio cambia el signo del termino. Por tanto, si i + j — 2 
es par, entonces i + j tambien es par y el termino queda precedido del 
signo mas; si i + j —2 es impar, entonces i + j tambien es impar, y el 
termino queda precedido del signo menos. 

Corolario. Si en el desarrollo de un determinante con respecto a los 
elementos de una fila (o columna), se sustituyen los elementos de esta 
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fila (o columna) por los elementos correspondientcs a cualquier otra fila 
(o columna), cl valor dc la expresion resultantc es ccro. 

Esto se deduce del hecho de que la expresion resultante es entonces 
el desarrollo de un determinante con dos filas identicas (o columnas) 
y, por tanto, por cl Teorema 6, es igual a cero. 

Asi, por ejemplo, en el desarrollo de A n dado por (3), si sustituimos 
los elementos de la primcra fila por los elementos de la segunda, tencmos 



a 2 

b-i 

c 2 ... l 2 

a 2 Ax + b>Bi + c 2 Ci + ... + l,L l = 

02 

b* 

C 2 ... I 2 


a n 

bn 

C n • • * In 


nota 4. En relaci6n con la demostracion del paso (2) del Teorema 10 con¬ 
vene referirse al ejercicio 16 del grupo 55, Art. 15.4. 

Con las demostraciones de los Teoremas 9 y 10 queda justificado el 
metodo para calcular cualquier determinante, dado en el Art. 15.4. 


EJERCICIOS. GRUPO 56. 


1. Demostrar que el desarrollo de un determinante de orden 2, dado por la 
relaci6n (1) del Art. 15.3, concuerda con la definicion general del Art. 15.5 para 
un determinante de cualquier orden. 

2. Demostrar que el desarrollo de un determinante de orden 3, dado por 
la relacion (2) del Art. 15.4, concucrda con la definicion general del Art. 15.5, 
para un determinante de cualquier orden. 

3. Comprobar el Teorema 2 (Art. 15.5) para determinantes de orden 2 y 3. 

4. Demostrar el Corolario del Teorema 7 (Art. 15.5). 

5. Demostrar el Corolario del Teorema 8 (Art. 15.5). 

6. Si los elementos correspondicntes de dos filas (o columnas) de un de¬ 
terminante son proporeionales, cl valor del determinante es cero. 

7. Demostrar el Teorema 4 por medio de los Teoremas 9 y 6 (Art. 15.5). 

8. Demostrar que 


a x 0 

a 2 b-2 



0 

0 

*3 

C 4 


0 

0 

0 

d 4 


= a, Vs rf 4- 


En cada uno de los ejercicios 9-17, 


calcular el determinante dado. 


5 C 10 1 


3 2 4 


1 x y 

1 l" 3 

10. 

2 1 7 

11. 

x 1 z 

4 7 3 


6 4 8 


y z 1 


9. 
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2 3 2 1 

8 2 5 4 
4 0 7 2* 
6 9 6 3 
2 3 13 


14. 


I 

1 


5 2 7 
3 1 3 


1 10 4 13 j 
3 5 \ 4 1 


16. 


6 9 2 7 2 

8 14 2 11 2 

3 5 2 5 1 

6 9 2 3 f 


1 


13. 


15. 


17. 


2 

5 

7 

4 

0 

4 

1 

1 

3 

2 

3 

2 


0 0 0 
2 0 0 
9 3 0 
6 2 4 

4 5 2 
2 1 1 

3 6 2 
1 2 1 

4 3 2 5 

0 2 11 
4 2 0 6 

17 15 

3 4 10 


En cada uno dc los ejercicios 18 y 19, comprobar la relacion dada, sin efec- 
tuar el desarrollo de los determinantes. 



3 

2 

9 

3 


3 

2 

4 

3 


3 

2 

5 

3 


9 

3 

7 

5 


9 

3 

5 

5 


9 

3 

2 

5 

18. 

7 

1 

3 

2 

+ 

7 

1 

2 

2 

— 

7 

1 

5 

2 


5 

0 

6 

1 


5 

0 

3 

1 


5 

0 

3 

1 



2 

1 

1 

1 


2 

1 

1 

1 


3 

5 

3 

10 


3 

3 

5 

10 

19. 

1 

2 

1 

4 

+ 

1 

1 

2 

4 


3 

7 

3 

13 


3 

3 

7 

13 


20. Demostrar que x 4- y 4- z es un factor del determinante 

x y z 

z x y 
y z x 

21. En geomctna analitira sc demuestra que la ecuacion de una circunferen- 

cia que pasa por tres puntos dados que no est&n en linea recta: P(x v y x ) 9 
P 2 (x 2 , y’z)> y ys)> puede escribirse en la forma 


x 2 + y 2 

X 

y 

1 

V + y . 2 

*1 

Vi 

1 

V + y 2 2 

*2 

>’2 

1 

V + J'a 2 

*3 

?3 

1 




362 


Determinantes 


Comprobar que las coordenadas dc cada uno dc los puntos P,,P 2 , y P 3 satisfa- 
ren esta ecuaci6n. 

22. Por medio del ejercicio 21, hallar la ccuacion de la circunferencia que 
pasa por los tres puntos (0,0), (3,6), (7,0). 

23. Por medio del ejercicio 21, hallar la ecuacidn de la circunferencia que 
pasa por los tres puntos (2,—2), (—1,4), (4,6). 

24. Por medio del ejercicio 21, demostrar que los cuatro puntos (—1,—1), 
(2,8), (5,7), (7,3) estin en una circunferencia. En un caso como este se dice 
que los puntos son conciclicos. 

25. En geometria analitica del cspacio se demuestra que la ecuacion de un 
piano que pasa por tres puntos dados que no cstan en linea recta: P A (a,, y u z x ), 
P 2 {x.^y. li z 2 ) J y P s (jr 8 ,y 3 , z 3 ), puede escrihirse en la forma 


X 

y 

z 

1 

* 1 

y\ 

*1 

1 

*2 

>2 

*2 

1 

*3 



l 


Comprobar que las coordenadas de cada uno de los puntos P,, P 2 y P 3 satisfacen 
esta ccuacion. 

26. Por medio del ejercicio 25 hallar la ecuacion del piano que para por los 
tres puntos (6,2,0), (4,—1,2) y (3, 4,—1). 

27. Si ninguna tercia de los cuatro puntos (# l# jq,^), (x 2 , y 2 , z 2 ), (* 3 , y 3 ,£ a ), 
( x 4 ,y 4 , z 4 ) es colineal, demostrar, por medio del ejercicio 25, que si estos puntos 
son coplanares entonces 



Vi 

*1 

1 

*2 

y 2 

Zo 

1 

*3 

y* 

*3 

1 

*4 

>4 


1 


28. Por medio del ejercicio 27, demostrar que los cuatro puntos (1,0,—4), 
(2,—1,3), (—2,3,5) y (—1,2,4) son coplanares. 

29. En geometria analitica del espacio sc demuestra que el volumen I' de un 
tetraedro, cuyos vertices son P l (x v y }i z t ), P 2 (* 2 ,y 2 , * 2 ), P 3 (* 3 ,y 3 , z s ) y 
P 4 (at 4 , y 4 , z 4 ), esta dado por la formula 


>’2 

y 3 

y* 


tomandose el valor absoluto del deteiminante como valor del volumen. Usar este 
resultado para calcular el volumen de un tetraedro cuyos vertices son (—4,6, 3), 
(8, 3, 5) > (4, 0,-1) y (5,3,9). 

30. Demostrar que si los elementos de un determinante A son polinomios en a, 
y que si A = 0 cuando x = r, entonces x — r es un factor del desarrollo de A. 
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En cada uno de los ejercicios 31-33, factorizar el determinante dado. 


31. 







1 

a 

a 2 

a 3 

1 

a 

a 2 


1 a 

a ’ 













l 

b 

6 2 

b 1 

1 

b 

b n - 

32. 

1 b 

b 3 

33. 












l 

c 

C 2 

c 3 

1 

c 

c 2 


I c 

c* 













1 

d 

d 2 

d 3 





1 

X 

x 2 — yz 


34. 

Demostrar 

que 

1 

y 

y 2 — xz 

= 0. 




1 

X 

z 2 — xy 





y 2 

+ 

z 2 xy 

xz 

35. 

Demostrar 

que 


xy 

X 2 + Z 

2 yz 




i 

xz 

yz 

x 2 4- y 


4 x 2 y 2 z 2 . 


15.6. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 

A1 llegar a este punto sera conveniente cjue el estudiante vuelva a 
leer el Art. 4.7 en el que se estudio la resolution de los sistenias de dos 
o mas ecuaciones Iineales con el mismo numero de incognitas que de 
ecuaciones, sin usar los determinantes. En este articulo estudiaremos la 
resolucion y algunas propiedades de diversos sistenias de ecuaciones linea- 
les utilizando determinantes. Empezarenios con el caso general de la 
regia de Cramer, que aplicamos previamente a los sistenias de dos y tres 
ecuaciones en los Articulos 15.3 y 15.4, respectivamente. 

Consideremos el siguiente sistema de n ecuaciones Iineales en n in- 


cognitas: 

c hx + b^y + C\Z + . . 

.. + hw = ki. 

(i) 

a 2 x + b 2 y + c 2 z + .. 

, . + l 2 W = k 2 y 


a n x + b„y + c n z + . 

• • 4" lrkf,. 


Para poder fomiar los determinantes que se precisan, se requiere es- 
cribir las ecuaciones del sistema como se indica en (1), es decir, con los 
terminos que contienen una misma incognita en cada columna y los 
terminos independientes en los segundos miembros. Cuando esto sucede 
se dice que las ecuaciones estdn ordenadas. Si en alguna de las ecuacio¬ 
nes no aparece alguna de las incognitas se deja en bianco la posicion 
correspondiente, lo que significa que el coeficiente que corresponde es cero. 
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El determinante cuyos elementos son los coeficientcs de las incdgnitas 
en (1) se llama determinante del sistema y sc representa por A, cs decir 




a x 

b x . 

.. h 

(2) 

A = 

a 2 

b 2 

. l 2 



a n 

bn •• 

.. In 


Para determinar el valor de una incognita en (1), debemos eliminar 
todas las demas. Esto puede hacerse en fonna muy sene ilia por medio 
de los cofactores. Sean A x , A 2 ,..., A n , los respectivos cofactores de 
a x , a 2 ,..., a n , que son los elementos de la primera columna de A. Multi- 
plicando ambos miembros de cada una de las ecuaciones del sistema (1) 
por A u A 2 ,..., A n , respectivamente, obtenemos 

a x A x x + b x A x y + c x A x z 4- Y. . 4- l x A x w = k x A x , 
a 2 A 2 x + b 2 A 2 y + c 2 A 2 z + # .. . + l 2 A 2 w = k 2 A 2 , 


a„A t) x 4- b tl A n y 4~ c n A n z + . .. + l n A n w = k n A n . 

Sumando miembro a miembro las ecuaciones del sistema (3), resulta 

(4) [a x A x + a 2 A 2 + ... + a n A n )x 4- (b x A x 4- b 2 A 2 4- ... 4- b n A n )y 
+ ... 4- (l x A x 4- l 2 A 2 4- ... +l n A n )w = k x A x 4- k 2 A 2 4- ... 4- k„A„. 

El coeficiente de x en (4) es el desarrollo de A con respecto a los 
elementos de la primera columna (Teorema 10, Art. 15.5). El coeficien¬ 
te de y es el coeficiente de x con los elementos de la primera columna 
sustituidos por los elementos correspondientes de la segunda columna. 
Por tanto, por el corolario del Teorema 10, Art. 15.5, el coeficiente de y 
es igual a cero. Analogamente, los coeficientes de las incognitas restan- 
tes z,...,u> de (4), son iguales a cero. El segundo miembro de (4) es 
el desarrollo de A con los elementos de su primera columna sustituidos 
por los correspondientes terminos independientes del sistema (1). Desig- 
naremos a este ultimo desarrollo por Ai, es decir, 



kx 

bx . 

.. lx 

II 

<J 

k’i 

b> . 

.. h 


k n 

b n .. 

.. In 


La ecuacion (4) puede escribirse como 
Ax = Ax 


de donde 



con la condicion A ^ 0. 
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Analogamente, es posible despejar las incognitas restantes. Por ejem- 
plo, scan Bi, B 2 ,..., B n los cofactores respectivos de b u b 2 ,..., b n , que 
son los elementos de la segunda columna de A. 

Si multiplicamos ambos miembros de cada uno de las ecuaciones del 
sistema (1) por B x , B 2 , ...,B n respectivamente y sumamos miembro a 
miembro las ecuaciones resultantes y luego aplicamos el Teorema 10, 
Art. 15.5 y su corolario, obtenemos 

A y = A 2 , 


en donde A 2 es el determinate obtenido de A sustituyendo los elementos 
de su segunda columna por los correspondientes terminos independientes 
del sistema (1). 


Por tanto, 



con la condition A^O. 


Ag 

Analogamente, z = —,... 

A 



A^O. 


Procediendo a la inversa, es posible demostrar, por sustitucion directa, 
que esta solucion satisface a todas las ecuaciones del sistema (1). 
Enunciamos estos resultados en el teorema siguiente: 

Teorema 11. (Regia dc Cramer). Dado un sistema de n ecuaciones 
lineales con n incognitas 

a x x + b x y + c x z + ... + l\iv = k i, 
a >x + b 2 y + c 2 z 4* ... + hw = k 2 , 


a n x + b n y + c n z + ... + l n w — k n , 

si A es el determinant del sistema y A*, i = 1,2 , y n, son los determi - 
nantes obtenidos dc A al sustituir los elementos de su columna dc orden 
i por los correspondientes terminos independientes del sistema , si A ^ 0 ; 
el sistema tiene la solucion unica 


A 2 A n 



Ejcmplo 1. Utilizando la regia de Cramer resolver el sistema 
3x + 2y + z — 2 w — 4, 

2x — y + 2z — 5w = 15, 

Ax + 2 y — w = 1, 

3* — 2 z — Aw = 1. 

solucion. El primer paso consiste en comprobar que el sistema dado 
esta ordenado. 
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El siguiente paso corresponde al calculo del determinante del sistema. 
En este caso tenemos 

3 2 12 

2 12 5 

4 2 0 1 

3 0 2 4 


A = 


= —65. 


Ya que A ^ 0, el sistema dado tiene una solucion unica, la cual, por 
la regia de Cramer, es 


* = 


tv = — = 



4 

2 1 

2 



15 

i 2 

5 



1 

2 0 

i 


Al _ 

1 

0 2 

4 

—65 

A 


—65 


—65 


3 

4 1 

2 



2 

15 2 

5 



4 

1 0 

1 


A, _ 

3 

1 

2 

4 

130 

A 


—65 


—65 


3 

2 

4 

2 



2 

1 15 

5 



4 

2 

1 

I 


a 3 _ 

3 

0 

1 

4 

—19S 

A 


—65 


" —65 


3 

2 1 

4 



2 

1 2 

15 



4 

2 0 

1 


A* _ 

3 

0 2 

1 

65 

a" " 


—65 


—65 


= i, 


= - 2 , 


= 3, 


= — 1 . 


Facilmente se comprueba que esta solucion satisface a las ecuaciones 
del sistema dado. 

De la regia de Cramer resulta evidente que si A = 0, no puede existir 
una solucion linica 

Al Av An 
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pues la division entre cero cs una operation imposible. Ademas, si escri- 
bimos la soluci6n (5) en la forma 

Ax = At, A y — A 2 ,..., A w = A,„ 

se concluye que si A = 0, entonces A* =0, i = 1, 2,.. ., n. Por tan to, 
es suficiente que uno de los detenninantes Ai sea diferente de cero, para 
que se llegue a una contiadiccion y el sistema no tiene solucion; en estc 
caso se dice que el sistema es incompatible . Sin embargo, si todos los 
dcterminantes A,, A 2 ,..., A„ son iguales a cero, puede demostrarsc que 
puede existir un numero infinito de soluciones; en este caso el sistema 
se llama dependiente. Ya hemos discutido anteriormente los sistemas in¬ 
compatibles y dependientes para dos ecuaciones con dos incognitas (Ar- 
ticulo 4.7). Pero el analisis completo del sistema general de n ecuaciones 
lineales con n incognitas para el caso en que A = 0, esta fuera del campo 
de este libro. Sin embargo, como referenda, enunciaremos las siguientes 
propiedades: 

Dado un sistema de n ecuaciones lineales con n inedgnitas, si A es el 
determinante del sistema y Ai, i = 1,2 ,,n, es el determinante obte - 
nido de A al sustituir los elementos de la columna de or den i por los co- 
rrespondientes terminos independientes que aparccen en el lado dcrecho 
del sistema: 

1. Si A^Oj el sistema tiene una solucion unica dada por la regia de 
Cramer. En este caso se dice que el sistema es compatible . 

2. Si A = 0 y Ai 0 por lo menos para una i y el sistema no tiene 
solucion y se llama incompatible. 

3. Si A = 0 y A| = 0 para todos los valores de i, entonces hay dos 
posibilidades: o el sistema no tiene solucion y es incompatible , o bien 
tiene un numero infinito de soluciones y es dependiente. 

Si en el sistema lineal (1) por lo menos uno de los terminos indepen¬ 
dientes es diferente de cero, se dice que el sistema no es homogtneo. Pero 
si todos los terminos independientes (las k) son iguales a cero, entonces 
el sistema se llama homogeneo y toma la forma 

a Y x + b x y + ... + liuu = 0, 
a>x + b/y + ... + l 2 w = 0, 


a„x + b n y 4- ... + l n w = 0. 

Resulta claro que el sistema (6) se satisface si todas las incognitas 
toman el valor cero, independientemente de que el determinante A del 
sistema sea cero o no. Ya que un sistema homogeneo siempre tiene una 
solucion formada por ceros, esta solucion recibe el nombre de solucion 
trivial. Si A 0, el sistema homogeneo tiene como unica solucion la solu- 
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cion trivial, como consecuencia de la regia de Cramer. Por tanto, para 
que un sistema homogeneo tenga otras soluciones, ademas de la solucion 
trivial, resulta que A no puede ser diferente de cero. De hecho, en tra- 
tados superiores.se demuestra el teorema siguiente: 

Teprcma 12. Un sistema lineal homogeneo de n ecuaciones con n 
incognitas tiene soluciones diferentes de la solucion trivial solamente si 
el determinante del sistema es igual a cero. 


Ejcmplo 2. Resolver el sistema homogeneo 
2x + 3y — 2 = 0 , 
x — y — 3z = 0, 
x + 3y + 2 = 0. 

solucion. Se encuentra facilmente que el determinante del sistema 
es igual a cero y, en consecuencia, existen soluciones diferentes de la 
solucion trivial. Para obtencr tales soluciones procedemos como sigue: 

Si es posible, intentamos resolver dos de las ecuaciones para dos de 
las incognitas en funcion de la tercera incognita. Asi, por ejemplo, escri- 
bimos las primeras dos ecuaciones en la forma 

2x + 3 y = 2, 
x — y = 3 2, 

y enconnamos que podemos despejar x y y en funcion de z } pues el de¬ 
terminante de este sistema es 


2 

1 


3 

i 


= —5 0. 


Asi obtcnemos x = 2z, y = — z. 

Estos valores de x y y satisfacen identicamente a la tercera ccuacion 
pues 2z — 3z + z = 0 para todo valor de z % 

Por tanto, podemos obtener tantas soluciones como queramos asig- 
nando a z valores arbitrarios y calculando los valores correspondientes 
de x y y. Por ejemplo: 


Para 2=1, x = 2z = 2 y y = —z = —1. 

Para 2 = 2, x = 4 y y = —2, etc. 

Evidentemente, todas las soluciones no nulas para x, y, z, estan en la 
razon 2:—1:1. 


Ejemplo 3. Resolver el sistema homogeneo 

x — y + 2z = 0, 
2x —2 y + 4z = 0, 
3x — 3y + 62 = 0. 
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solucion. El determinate del sistema dado es cero. Si intentamos 
aqui la obtencion de soluciones no triviaJes como se hizo en el ejemplo 
anterior, encontramos la dificultad consistente en que los menorcs de 
todos los elementos del detenninante del sistema son tambien iguales a 
cero. Sin embargo, obscrvamos que las tres ecuaciones son equivalentes, 
pues la segunda y la tercera pueden obtenerse multiplicando la primcra 
por 2 y por 3, respectivamente. Por tanto, si despejamos x de la primera 
ecuacion en terminos de y y de z, se tiene 

* = y — 2z, 

pudiendo utilizarse esta formula para obtener valores de x correspondien- 
tes a valores arbitrarios de y y de z. Asi, por ejemplo: 

Para y = 1 y z = 1, x ~ —1. 

Para y = 2 y 2 = 1, x = 0, etc. 

Hasta ahora, los sistemas lineales estudiados ban consistido de igual 
numero de ecuaciones que de incognitas. Si el numero de ecuaciones 
difiere del numero de incognitas, el problema se vuelve mas complicado 
y el analisis completo requiere estudios superiores. Sin embargo, existen 
varios casos que pueden estudiarse con los conocimientos adquiridos. 

Primeramente consideraremos un sistema en que el numero de ecua¬ 
ciones sea menor que el numero de incognitas; tales sistemas se llaman 
defectuosos. En general, un sistema defectuoso posee un numero infinito 
de soluciones. El ejemplo mas sencillo de tales sistemas lo constituye una 
sola ecuacion con dos incognitas. Por ejemplo, x + 2y = 6 tiene un nu¬ 
mero infinito de soluciones que pueden obtenerse asignando valores arbi¬ 
trarios a una de las dos incognitas y calculando el valor correspondiente 
a la otra. 

En general, en un sistema defectuoso dc n ecuaciones con m incog¬ 
nitas, en donde n < m, es posible despejai n de estas incognitas en ter- 
minos de las m — n restantes. A1 asignar valores arbitrarios a estas m — n 
incognitas, obtenemos los valores cor respondientes de las n incognitas. 

Ejemplo 4. Obtener soluciones del sistema defectuoso 

x — 2y + z = 1, 
x + y + 4z = 1. 

solucion. Aqui es posible despejar xyyen funcion de z . 

Asi obtenemos 

x = 1 — 3z, y = — z. 

Asignando valores arbitrarios a z y podemos obtener los valores corres- 
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pondientes de x y y , obteniendose asi tantas soluciones como queramos. 
Por ejemplo, 

para z = 0, x = 1 , y = 0, 

z = 1, x — —2, y — —1, etc. 

Consideremos aliora un sistema en el que el numero de ecuaciones 
sea mayor que el numero de incognitas; un sistema de este tipo recibe 
el nombrc de rcdundante. 

Supongamos que tenemos un sistema de n ecuaciones con m incogni¬ 
tas, en donde n > m. Puede ser posible resolver m de estas ecuaciones 
para las m incognitas. Si esta solucion satisface a todas las n — m ecua¬ 
ciones restantes, entonces el sistema dado es compatible, en caso contra- 
rio es incompatible. 

Un sistema redudante de interes especial es aquel en el que el numero 
de ecuaciones es una unidad mayor que el numero de incognitas. Veamos, 
por ejemplo, el siguiente sistema de tres ecuaciones con dos incognitas. 

aix + b x y = *i, 
a 2 x b 2 y = k 2 , 
a*x + b*y = k z . 

Deseamos determinar bajo que condiciones resulta compatible este 
sistema, es decir, cu£ndo existe una solucion comun. La solucidn de las 
dos primeras ecuaciones, por la regia de Cramer, es 


*1 

bi 

1 0i 



01 

bx 

k 2 

b 2 

1 02 

k 2 

A = 

02 

b 2 


A 

’ y " A 


9 


Esta solucidn debe satisfacer la tercera ecuacion, es decir, debere- 
mos tener 


0 3 


fti 

k 2 b 2 


0i 

02 


b x 

b 2 


+ b 2 


0i 

02 


k x 

k 2 


0i 

0 2 


bi 

b 2 


— ks = 0 . 


Eliminando los denominadores, resulta 


03 


ki b\ 

1 0i k\ 


ai bi 


+ b 3 

— k 3 


k 2 b 2 

| ci 2 k 2 


b% 


= 0. 


Cambiando los signos de todos los terminos, podemos escribir 


0 3 


b\ k\ 
b 2 k 2 


-bz 


0i 

02 


*1 

kt 


+ k s 


0i 

02 


b i 

b 2 


= 0. 
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JSe observa que el primer miembro es el desarrollo del siguiente de¬ 
terminante, con respecto a los elementos de la tercera fila (Tcorema 10, 
Art. 15.5): 


0i 


A3 


02 


03 


b 1 
b 2 
b s 


ki 

k 2 

k 3 


Este determinante A n se llama eliminante del sistema. 

Por tanto, una condicion necesaria para que el sistema dado sea com¬ 
patible es que A 3 =: 0. Este resultado puede extenderse a n ecuaciones 
ton n — 1 incognitas, tal como cxpresa el teorema siguiente: 

Teorema 13. Una condicion necesaria para que un sistema lineal no 
homogeneo y redundante de n ecuaciones con n — 1 incognitas sea com - 
patible es que el determinante de orden n formado con los coeficientes 
y los terminos independientes sea igual a cero. 


nota. El reciproco del teorema 13 no es nccesariamente valido, es decir, la 
condicion no es suficiente. Por ejemplo, en el sistema 


x + 2y = 5, 

2* + 4 y = 9, 

3* + 6y - 12. 

el eliminante es cero, pero el sistema no es compatible. De hecho, ningun par de 
estas tres ecuaciones forma un sistema compatible. 


Ejemplo 5. Calcular el valor de k para el cual el siguiente sistema 
redundante sea compatible, y hallar ademas la solucion del sistema: 

2 x + y + z = k, 

X - y - 2z = —2, 

3* — y + z = 2k, 
x 4- 2y + z — 1. 


solucion. Para que este sistema sea compatible debemos tener, por 
el Teorema 13, 

2 1 1 A: 

112 2 

= 0. 

3 112 k 

12 11 


El desarrollo de este determinante nos da para k el valor 3. Sustitu- 
yendo k por 3 en el sistema dado y resolviendo las primeras tres ecua- 
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cioncs, encontramos x = \ y y — —1, z = 2. Facilmentc se cncucntra que 
esta solution satisface tambien a la cuarta ecuacion. 


EJERCICIOS. GRUPO 57 


1. Comprobar los valores dados, para todos los determinantes del ejemplo 1 
(Art. 15.6) y comprobar tambiln la solucion. 


En cad# uno dc los ejercicios 2-9, resolver el sistema dado por la regia de 
Cramer y comprobar la solucion por sustitucion directa. 


2 . 

3. 

4. 

5. 

6. Ax + 2>- + 3z + w = 

2x — 3 y — w = 

3x — 2y + z + 2a; = 0, 
x 3z— 5a> = 1. 

8. x + 3y -f 2z -f u — v = 1, 
2x — 5 y — z — u -f 2v = 5, 
x -f 7y 4- z — 2v = 1, 
3x— 3y 4- 2u 4- Av = 1, 
x A- Ay — z — 2u = 5. 


2x + 2y + z = 13. 

3x 4- Ay 4- z — 7. 

2x — 3y + 9z = 2. 

, x + 9y + 5z = 2. 
x 4- 2y 4- z — 2a; = —2, 

3x— y — z + a; = 3, 

2* — y + 2z — Aw = 1, 

4x — 3 y — 2z + a? *= 3. 

9. x 4* Ay — 3z + 2u — 3v — 2, 
2x — 5 z — 3 u -f 2v = —2, 
3x 4- 2y 4- 7z -f u — 6, 
x — 3 y — 2 u 4- 3v = 1, 
2x — 5 y + 3z — v = 7, 


x -b 3y — 3x — Ay + z = 2, 

2* -h 2y — z = 2, x — 3y — 2z = 2, 

3x — Ay A- 7z = 4, x 4- 2y —• 5z = 8, 
x + 5y 4- 4z — 1, 2x — 5y 4- 3z = —3, 
3. 7. 


En cada uno de los ejercicios 10 y 11, demostrar que el sistema dado no tiene 
solucidn unica. 


10. x -f y + z + Iw = 4, 

3x -f 8y — 2z 4* w = —1, 
3x 4- 7y — z 4- 5a; = 11, 
x*f3y — z 4- a; = 3, 


11. 3 x A- y — z A- Aw — 5, 

x + y + 3z *f 5tt/ — 8, 
x — 5 y — 1 lz = —2, 
x 4- 3y 4- 5z 4- 2w = 9. 


12. Demostrar que si un sistema lineal hoinogeneo dc n ecuaciones con n 
incognitas tiene una solucion x = cc ls y— cc 2 ,..., a; *= <x ny cntonces tambien 

tiene la solucion x = k <x ±i y = k oc^ ,*<;*= fccc w , en donde k es una constante 

arbitraria. 


En cada uno de los ejercicios 13 y 14, demostrar que el sistema dado tiene 
solamente la solucion trivial. 


13. x 4- 3y + 2z 4- w = 0, 
2 x — y + 4z 4- 3w = 0, 
3x 4- 7 y + 6 z + Aw = 0, 
2x 4- 3y 4- 7z 4- 5a; = 0. 


14. 2x + Ay — z 4 3a; = 0, 
x + 6y 4* 2z — 5a; = 0, 
3x — 4z -1- 3w = 0, 
4x — 2y -I- 3z 4* w = 0. 


En cada uno de los ejercicios 15 y 16, demostrar que cl sistema dado posee 
otras soluciones aparte de la solucion trivial y hallar algunas de dichas soluciones. 


15. 2x -f- 2y + 3z — w = 0, 
x—y + 2z + a; = 0, 
3x -h 2y A- z—2w = 0, 
x + y — 3z — 2a; = 0. 


16. x — 2y 4- 2z — w = 0, 
3x + 2y + 4z 4- 2a; = 0, 
x A- 3y A- z ± 2w = 0, 
2x — )/ + z + a; = 0. 
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En cada uno de los ejercicios 17 y 18, resolver para x, y y z en terminos de w 
el sistcma defectuoso dado y obtener varias soluciones. 


17. x + y 4- z 4- w = 3, 18. 2x + 3 y — z + w= 2, 

x — 2y + 3z + 2w = —4, x + y — z 4- 2u/ = 4, 

2x — y — 2 z — 2w = 0. 3x — 2 y — 4z -f w = 6. 

19. Un grupo de 18 personas, hombrcs, mujeres y jovenes, gana en total 
$ 250 por hora. Los hombres ganan $ 20 por hora, las mujeres $ 15 por hora y 
los jdvenes $10 por hora. Hallar el numero de hombres, mujeres y jdvenes. 

En cada uno de los ejercicios 20 y 21, determinar si el sistema rcdundante 
dado es compatible o incompatible. Si es compatible, hallar la solution. 


20. 2x 4- 2y — z = —5, 21. 2x4-y — z = 7, 

x — y-h3z = 6, x — y — z = 0, 

2x —4 y + 3z = 1, x -f 2y + z= 8, 

x + y 4* z = 4. 3x — 2 y — 2z = 3^ 

22. Comprobar todos los detalles del Ejemplo 5 del Art. 15.6. 

En cada uno de los ejercicios 23 y 24, calcular el valor de k para el cual el 
sistema redundante dado es compatible, y hallar la solucion del sistema. 


23. 2x + y -f 3z = 3, 
x — y — 2z = 2k, 
x -f 2y + 2z = 4 A;, 
x + y + z = 3, 


24. 


x H- y — 3 z = k, 
3x + 3y + z — 4, 
2x — y — 4z = 4, 
x — y — 3z = — k, 


25. Por sustitucion directa, demostrar que la solucion obtenida por la regia 
de Cramer (Teorema 11) satisface la primera ecuacidn del sistema (1) del Ar- 
ticulo 15.6. 
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16.1. INTRODUCTION 

En estc capitulo consideraremos algunas dc las propiedades y usos do 
la funcion logaritmica. Sicndo estc un texto do algebra, el estudiante po- 
dra pregiintar por que incluimos el estudio de una funcion no algebraica 
(Art. 3.6). Existen varias razones para hacerlo. Como veremos, el con- 
cepto de logaritmo esta relacionado con la teoria de los exponentes 
(Art. 2.13). Ademas, los logaritmos son muy utiles para efectuar abre- 
viadamente diversas operaciones numericas que se presentan frecuente- 
mente en la resolucidn de problemas algebraicos. Finalmente, como un 
complemento, en el siguiente capitulo estudiaremos varias aplicaciones 
concretas de los logaritmos. 


16.2. LAS FUNCIONES EXPONENCIAL Y LOGARITMICA 

En lo que llevamos dado, frecuentemente hemos manejado expre- 
siones algebraicas con terminos del tipo x n , en donde x es una variable 
llamada base y n es una constante llamada exponente. Si ahora intercam- 
biamos la base y el exponente, obtenemos una expresion de la forma b x , 
en donde la base b es constante y el exponente x es variable. Dicha expre¬ 
sion se llama una funcion exponencial. 

En el Art. 2.13 vimos el significado de b x para todo valor racional 
de x. Asi, por ejemplo, por las leycs de los exponentes, 2 3 = 2* 2 * 2, 
2~ 3 = 1 /2 3 , y 2 8/a = \^2*. Pero si x es irracional b x carece aiin de signifi¬ 
cado. Por ejemplo, 2 V2 no ha sido todavia definido. A continuacion 
vamos a gcneralizar las leyes de los exponentes para dar un significado a 
b x cuando x es irracional, y, por tanto, para que b x tenga significado 
para todo valor real de x. 
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Para fijar nuestras ideas, sea el exponente x igual a V 2 , que es un 
numero irracional aproximadamente igual a 1.41421 ... En el Art. 10.5 
definimos a V 2 como el limite de la sucesion de numeros racionales 
1, 1.4, 1.41, 1.414,... Para cada uno de estos valores, b x toma un valor 
correspondiente. En tratados superiores se demuestra que si b > 0, en- 
tonces la sucesion de valores de b x tiende hacia un limite, y este limite se 
define como el valor de b^. En general, si a escualquier numero real 
( 1 ) Yrn b x = b a , b> 0. 

x-+a 

La relacion ( 1 ) significa que un pequeno cambio en x causa solamen- 
te un pequeno cambio en el valor de b x ; una funcion asi, se llama con- 

tinua. La grafica de la funcion expo- 
nencial 

(2) y = b*, b> 0, 

es una curva continua, como se mues- 
tra en la figura 43. En esta gnifica 
b > 1. Mas adelante vercmos que cxis- 
tcn dos valores particulares de la cons- 
tante b que son de especial importancia, 
p IG 43 siendo ambos mayorcs que la unidad. 

La grafica muestra las siguientes carac- 
teristicas de la funcion exponencial b x cuando b > 1 : 

(a) Ya que la grafica esta siempre encima del eje X , b x es un nu¬ 
mero positivo para todo valor real de x. 

(b) b x aumenta cuando x aumenta. Cuando x tiende a infinito, tam- 
bien b x tiende, a infinito, escribiendose 

lim b x — co. 

x-*oo 

(c) Para x < 0, b x < 1; para x = 0 ,b x — 1; para x >0, b x > 1. 

(d) Cuando x tiende a menor infinito (en la direccion negativa del 
eje X) b x tiende a cero, escribiendose 

lim b x = 0 . 

x -+—00 

Ademas conviene conocer las dos propiedades siguientes, que se de- 
muestran con metodos de matematica superior: 

(1) Si a: es cualquier numero real, racional o irracional, y b > 0 , la 
funcion exponencial b x satisface todas las leyes de los exponentes (Ar- 
ticulo 2.13). 

(2) Si b > 0, a cada valor real de x le corresponde solamente un 
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valor de y > 0 dado por la relation y = b x . En este caso sc dice que b x 
es una funcion utiiforme dr x. Este heeho tambien esta ilustrado en la 
grafica de la fignra 43. 

En la relation (2), en donde y esta expresada directamente como una 
funcion de x, es posible utilizar operaciones algebraicas para obtcner va- 
lores de y para valores particulares racionales de b y de x. Asi, por cjem- 
plo, para b = 2 y x = %,y — b x — 2 8/? = V2 3 = \^2. Si x es irrational, 
y puede obtenerse aproximadamcnte, utilizando operaciones algebraicas 
con valores racionales que tiendan hacia x, como ya se mcnciono. 

A continuation consideraremos el problema inverso de hallar x cuando 
b y y estan dados. 

Por ejemplo, vamos a estudiar el problema de hallar x en la relation 

5 = 2*. 

En este caso, podemos vcr facilmentc que x esta comprendido entre 
2 y 3, pues 2 2 = 4 y 2 3 = 8. Es evidente que el valor de x debe obtenerse 
por un proceso de aproximacion. Para poder resolver un problema como 
este, hay que considerar la funcion inversa de la funcion cxponencial (2) 
que se escribe en la forma 

(3) x = log& y, b > 0, 

y se lee “x es igual al logaritmo de y en la base b”. Ya que las dos igual- 
dades (2) y (3) representan exactamente la misma relation, rcsulta que 
un logaritmo es un exponente. De aqiu la siguiente definition: 

Definition. El logaritmo de un numero en una base dada es el expo¬ 
nente a que se debe elevar la base para obtener el numero. 

Debido a la cquivalencia de las igualdades (2) y (3), la grafica de 
la figura 43 tambien representa a la funcion logaritmica definida por la 
igualdad (3) cuando b > 1. Por tanto, en cada punto de la griifica, el 
valor de y representa un numero positivo y el valor corrcspondiente de x 
representa el logaritmo de ese numero en la base b. En consccucncia, de 
las caractcristieas de la funcion cxponencial se deducen las siguicntes 
propiedades de la funcion logaritmica: 

(a) Solamente tienen logaritmos reales los numeros positives. Los 
logaritmos de los numeros negativos no existen en el sistema de los nume- 
ios reales; en estudios superiores se demuestra que tales logaritmos son 
numeros complejos. El logaritmo de cero no esta definido. 

(b) Cuando un numero y aumenta, su logaritmo x tambien aumenta. 
Cuando y tiende a infinito, tambien x tiende a infinite, por lo que se 
puede escribir 

lim log 6 y = oo. 

y-+ oo 
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(c) Para y < 1, log& y < 0; para y = 1, log*, y = 0; para y> 1, 

logft y > 0. 

(d) Cuando y tiende a cero, su logaritmo tiende hacia menos infi¬ 
nite, escribtfndose 

lim logi, y = —oo. 

y-+ 0 


Por metodos de la matematica superior puede demostrarse que si 
b > 0, la funcidn logaritmica loga y es uniforme y continua para todos los 
valorcs positivos de y. Esto tambien sc muestra en la grafica de la fi- 
gura 43. 

Debido a que cn una relacion funcional hay la costumbre de repre- 
sentar eon x a la variable independiente y con y a la variable dependien- 

te o funcion, es usual intercambiar la x 
y y en la relacion (3) y escribir la tun- 
cion logaritmica en la forma 



(4) 


y = logfe x, b > 0, 


en donde x representa ahora a los nu- 
meros, y y a los logaritmos correspon- 
dientes. La grafica de la ecuacion (4) 
esta indicada en la figura 44, que es la 
representacion usual de la funcion loga¬ 
ritmica. Conviene notar que las graficas de las figuras 43 y 44 son identi- 
ticas en forma, y difieren solamente en sus posiciones relativas a los ejes 
de coordenadas. 


nota. Teoricamente cualquier numero real, con cxcepcion de 0 y 1, puede 
usarse como base b de un sistema de logaritmos. En efecto, ronsideremos la rela- 
cion y =» b* y su forma cquivalente x == logty para 6 = 0, para 6=1, etc. 

Si 6 = 0, y = b x = 0 para todo valor de x con excepcion de 0, en cuyo caso y 
no estd definida. Adem£s, si6=l,y=6 r =l para todo valor de x. Por tanto, 
ni 0 ni 1 pueden servir como base de un sistema de logaritmos. 

Si 6 es negativa, y = b x puede ser negativa o compieja para ciertos valores 
de x. La discusion de este caso est6 fuera del camp)o de este libro. 

Si b esta entre 0 y 1, y = b x decrece cuando x aumenta. Mientras que 
en los sistemas de logaritmos en uso, se escoge la funcion y = b x de modo 
que aumente cuando x aumenta. 

Por sencillez y para todos los usos practices, tomaremos para base 
de un sistema de logaritmos un numero positivo mayor que la unidad. 

Ejemplo. En cada una de las siguientes relaciones, hallar el valor 
de la letra especificada: 

(a) Si x — log 2 , 8, hallar x. 
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(b) Si log6 y 16 = 4, hallar b. 

(c) Si log 3 y = —2, hallar y. 

solucion. En cada caso transformamos la relacion dada a su forma 
exponencial equivalente. 

(a) De x = logo 8, tenemos la relacion exponencial 2* = 8, de don- 
de x = 3. 

(b) De logb Vie = 4, tenemos la relacidn exponencial b 4 = y l6 , de 
donde b = V&. 

(c) De log 3 y = —2, tenemos la relacion exponencial 3~ 2 = y, de 
donde y = 


EJERCICIOS. GRUPO 58 


En cada uno de los ejercicios 1-6 pasar la relacion dada a la forma logaritmica. 



4. N = b\ 5. ** = z. 6. u — v w . 

En cada uno de los ejercicios 7-12 pasar la relacion dada a la forma expo¬ 
nencial. 

7. log 10 100 - 2. 8. log 3 81 = 4. 9. log l0 0.1 = —1. 

10. log 6 a = c. 11. log g 4 — 12. log v - 1 = 0 

En cada uno de los ejercicios 13-16 hallar el logaritmo que se pide. 

13. log 10 1000. 14. log 10 0.001. 15. Iog 5 625. 16. log 0 2 0.008. 

17. Si log 6 0.01 = —2, hallar b. 18. Si log T N = 0, hallar N. 

19. Si log 4 8 — x, hallar x. 20. Si log 6 9 = —2, hallar b. 

21. Si log 4 N = 3, hallar N. 

22. Demostrar que log 6 1 = 0 y que log ft b = 1. 

23. Demostrar que log 6 b* = x y que b lotl * *= x. 

En cada uno de los ejercicios 24-26, escribir la funcion inversa de la dada. 

1 

24. y = 3“*. 25. y = 10'" 1 . 26. y = log 10 ~. 

x 

27. Demostrar que la funcion exponencial y =* b x tiene la propiedad de que 
si jc representa una sucesi6n de valores en progresion aritm£tica, los valores co- 
rrespondientes de y est&n en progresion geometrica. 

28. Trazar la grafica de la funcion exponencial y = 2*. 

29. Trazar la grdfica de la funcion exponencial y = (%)*. Comparar el re- 
sultado con la gr&fica obtenida en el ejercicio 28. 

30. Trazar la grdfica de la funcion exponencial y = 3~*. Comparar esta gra¬ 
fica con la de la figura 43. 

31. Escribir las caracteristicas de la grdfica obtenida en el ejercicio 29 y com- 
pararlas con las obtenidas para la grafica de la figura 43. 

32. Trazar la gr&fica de la funcion logaritmica y = log 2 x usando la funcion 
exponencial equivalente. 
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33. Trazar la grdfica de la funcion logaritmica y =* log^ o x usando la fun- 
cion exponencial equivalente, y comparar el resultado con el obtenido en el ejer- 
cicio 32. 

34. Escribir las caracteristicas de la funcidn logaritmica cuya grafica aparece 
en la figura 44. 

35. Escribir las caracteristicas de la grdfica obtenida en el ejercicio 33 y 
compararlas con las obtenidas en el ejercicio 34. 


16.3. PROPIEDADES FUNDAMENTALES 
DE LOS LOGARITMOS 

Hcmos visto que un logaritmo cs nn exponcntc. Por tanto, expresan- 
do las leyes dc los exponentcs on forma logaritmica, obtendrcmos lcycs 
dc los logaritmos. 

A continuacion eitablecei emo^ tcoremas fundamentals de los loga¬ 
ritmos quo son ol resultado do transformar las cuatro siguientes loyos do 
los exponontos (Art. 2.13): 

(1) b x -b>' = b x+ y. 

(2) b x -5- by = b x ~y. 

(3) (b x ) n = b nx . 

(4) "VP = b xln . 

En los tooromas quo siguon, M, N y b y son tros numeros positivos. En 
consecuoncia, podomos escribir 

(5) M = b x y N = by, 
do donde 

(6) x = log*, M y y = log^ N. 

Teorema 1. El logaritmo del producto de dos numeros positivos es 
igual a la suma de los logaritmos de dichos numeros, es decir, 

log& MN — log& M + logft N. 

demostracion. Do (5) y (1) tonomos MN = b x • b y — b x + y 
do donde, por la definicion do logaritmo y (6) 

log*, MN = x + y = logft M + log 6 N. 

Este teorema puodo extonderse inmodiatamonto al caso del produc¬ 
to do tres o mas numeros positivos. 

Teorema 2. El logaritmo del cociente de dos numeros positivos es 
igual al logaritmo del dividendo menos el logaritmo del divisor es decir, 

M 

logft — = logft M — logft N. 

N 
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M 


log& — — logft M — logft N. 
N 


dkmostracion. De (5) y (2) tenemos 
M b* _ ^ 

dc donde, por la definicion del logaritmo y (6) 

M 

logft — = x — y = logft M — log*, N. 
N 


Teorema 3. El logaritmo de la enesima potencia de un numero po • 
sitivo es igual a n veces el logaritmo del numero, es decir, 

logft M n = n logft M. 
dkmostracion. Dc (5) y (3) tenemos 

M n — (b*) n = b"* 


de donde, por la definicion de logaritmo y (6), 
logft M n — nx — n log 6 M. 


Teorema 4. El logaritmo de la raiz enesima positiva real de un nu¬ 
mero positivo es igual al resultado de dividir entre n el logaritmo del 
numero, es decir, 

loge, M I/n — - log*, M. 
n 

dkmostracion. Dc (5) y (4) tenemos 

M l/n = tfb* = b* !n 


de donde, por la definicion dc logaritmo y (6), 

1 ,/|/. x logft A/ 

logft M ljn = - =-. 

n n 

A continuacion escnbiinos las propiedades de los logaritmos que son 
consecnencia directa de la definicion de logaritmo. 


(7) 

logft 6 = 1. 

(8) 

logft 6" = n. 

(9) 

N = N. 


El logaritmo de un numero depende dc la base. El logaritmo de un 
numero positivo en cualquier base a > 0 puede expresarse en funcion de 
logaritmos en otra base b > 0 por medio del teorema siguiente: 

Teorema 5. El logaritmo dc un numero positivo N en la base a, es 
igual al logaritmo dc N en otra base b f dividido entre el logaritmo de a 
en la base b, es decir. 


log« N = 


logft N 
logft a 
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DEMOSTRACION. Sea loga N = X 

de donde N = a*. 

Tomando logaritmos en la base b tencmos, por el Teorema 3, 

log*, N = x logs a 


de donde 


x — 


logfc N 
logfefl 


, o sea, 


( 10 ) 


loga N — 


logb N_ 
logftfl * 


como se queria demostrar. 

S en (10) hacemos N = b obtenemos, por 


(7), la siguiente relacion: 


HD lo * ab= Toi^' 

NOTAS 

1. La relacion (10) del Teorema 5 para cambio de base es util cuando de- 
seamos obtener el logaritmo de un numcro en cierta base a, y la tabla de logarit¬ 
mos de que se dispone esta en la base b. 

2. En la relacidn (11), el numero log c b se llama modulo del sistema de lo¬ 
garitmos en la base a con respecto al sistema de logaritmos en la base b. 

Veremos mas adelante que los resultados de los Teoremas 1 a 4 son 
muy utiles al efectuar calculos aritmeticos que comprenden las operacio- 
nes de multiplicaci6n, division, potenciaci6n y radicacion. Pero por ahora 
solamente los usaremos para aplicarlos a expresiones exponenciales y 
logaritmicas, como se muestra en los siguientes ejemplos. 

\yX — i~~x 

Ejemplo 1 . Hallar la inversa de la funcion y = - - - , b > 0. 

solucion. Debemos despcjar x en funcion de y en la ecuacion 


b x — b~ x 



Multiplicando por 2 b x f obtenemos 

2 yb x = b 2x — 1. 

Ordenando los terminos, resulta b 2x — 2 b x — 1=0. 

Esta ultima ecuacion es de forma cuadratica (Art. 5.6), ya que si 
hacemos z — b x 3 resulta 

z 2 — 2yz—l =0. 

Por tanto, despejando z y o sea b x } aplicando la formula de la ecuacion 
cuadratica (Art. 5.4), obtenemos 

2 y ± V4/ + 4 


( 12 ) 


2 


+ i. 
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Aqui se tiene Vy 2 -f 1 > y, y ya que la funcion exponencial b x es 
siempre positiva (Art. 16.2), descartamos el signo menos en (12) y es- 
cribimos 

b x = y + -f f 

de donde se obtiene la funcion inversa buscada: 

* = logfe (y + V y 2 + 1). 

Ejcmplo 2. Hallar la funcion inversa de la funcion 

y = log b x— log d (1 + x). 

solucion. Por el Tcorema 2. la funcion dada pnede escribirse en la 
forma 


de donde 


y = logft 

by = 


1 + X 
X 


1 + x 


y quitando denominadores 
Trasponiendo terminos: 

y despejando x, x 

Ejemplo 3. Demostrar que 


b y + b y x = x. 
b y = x(l — by) 
b> 

l —b y9 


io g6 {y/T+i—Vx +1) = —log,, (V* + 2 + Vx + l). 


solucion. Ya que vamos a obtener un resultado que comprende 
Vx + 2 + Vx+l, observemos que: 

Vx + 2— Vx + 1 = (Vi + 2— V7+1) . y x + 2 + V* + 1 

V7+T + Vx + 1 

x + 2 — (x + l) __l_ 

V7+2 + Vx + l “ V7+'2 + Vx+1 ‘ 

Dc donde, log,, (Vx + 2 — V x + 1) = log,, — ■ ■ —— . 

V7 + 2 + Vx + 1 

Por el Teorcma 2, = log„ 1 — logs (VT+2 + VxT 1) 

Por la propiedad (8) para n = 0,= —log,, (VaTT" 2 + Vx +1). 


EJERCICIOS. GRUPO 59 

1. Extender el Teorcma l (Art. 16.3) al caso del producto de tres o mas 
numeros positivos. 
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2. Deniostrar quc el logaritmo de la media geometrica de dos numeros posi¬ 
tives es igual a la media aritmetica dc sus logaritmos. 

3. Obtener el rcsultado del Teorema 4 directamente del Tcorema 3 (Ar- 
ticulo 16.3). 

4. Obtener la propiedad (8) del Art. 16.3 a partir del Teorema 3 y la pro- 
piedad (7). 

5. Obtener la propiedad (7) del Art. 16.3 a partir de la propiedad (8). 

6. Obtener la propiedad (9) del Art. 16.3 por el siguiente procedimiento: 
Se hare b {ogb K *= y y se toma en ambos miembros logaritmos en base b. 

7. Si N, a y b son numeros positivos, demostrar quc log 6 N = log^ • log ft a. 

8. Demostrar quc \og b N~ n — —n \og b N. 

En cada uno de los ejercicios 9-14, expresar el logaritmo dado en funcion de 
logaritmos de expresiones m&s sencillas. 


9. 

logft 

X 3 — 1 

x* — 4 

10. 

logb 

11. 

log,, 

x(x + 2) 2 
(x — 2)* • 

12. 

log,, 

13. 

log(, 

l/ X2+1 • 

\ x 2 + 2 

14. 

logft 

En 

cada 

uno de los ejercicios 15-18, 

hallai 

15. 

log,, 

x = log ft 2+3 logft 2 - 

— log 6 4 - 

16. 

logft 

x =» V'± logft 3 + logft 4 

—% 

logft 2 


x 3 + 1 

V* 2 4* 1 


3x2 

vW 


x(x 2 — 5) 


( x 2 + 3)(x2 —3) 


17. Jog 10 x = 2 log 10 3 + 3 log 10 2 — 2. 


18. 

19. 

20 . 

En 

dada. 

21 . 

23. 

25. 

27. 


log , o X =* ¥2 log iq 16 — % log l0 8+1. 

Simplificar (a) b los *> 3 ; (b) b-'°* b 2 . 

Simplificar (a) 10* ,o *"8; ( b ) lO 3 ' 0 ** 3 . 

cada uno de los ejercicios 21-30, hallar la funcion inversa de la funcion 

*-i 

y = b*'\ 


y = 
y — 


1 


1 — 6 ' 
1 + b m 
1 — b* 


22. y = b 9 . 
oa &*—1 

24. y = 

26. y =* 


b* + 1 
b* + b a 


l°gfc 


1 


28. y — Iog 6 


x2 + 1 


29. y — log 6 


1 ± yj\—x 


1 


30. y = log 6 
3 + 2V2 


1 + V 1 + x2 

x 


log„ (3 + 2 V 2 ). 


31. Demostrar que - log,, 

2 3 — 2 V2 

32. Demostrar que 

log,, (v* + 3 + V* + 2) - —logft (\/x + 3 — Vx + 2). 

Va 2 + x 2 + a ~\/a- + x- — a 

33. Demostrar que log ft -= —log & -. 
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34. Demostrar que log ft (x ± V x 2 — 1) = ±log 5 (x + V* 2 — 1). 

35. Demostrar que log 6 (1 — V 1 — * 2 = 2 log 6 x — logj, (1 -f V1 — x 2 ). 


16.4. SISTEMAS DE LOGARITMOS 


Hemos visto anteriormente que es deseable, tanto por razones teori- 
cas coino practicas, que la base de un sistema de logaritmos sea positiva 
y mayor que la unidad. Hay en uso dos bases con estas caracteristicas; 
una de ellas es el numero 10 y la otra un numero irracional representa- 
do generalmente por la letra e y cuyo valor es, aproximadamentc, igual 
a 2.71828... 

El sistema de logaritmos de base 10 se llama sistema ordinario, co - 
mun, decimal o de Briggs, y es el usado corrientcmente para efectuar 
calculos aritmeticos. El sistema de logaritmos de base e llamado sistema 
natural o Neperiano, se le usa casi exclusivamente en el calculo diferen- 
cial e integral y en matematicas superiores. 

Mas adelante veremos que el sistema de logaritmos comunes, o sea 
de base 10, tiene ventajas bien definidas para efectuar operaciones arit- 
meticas con los numeros de nuestro sistema decimal. Sin embargo, no 
estamos en condiciones de mostrar las ventajas que la base e ofrece en 
ciertos casos, posteriormente, al estudiar calculo diferencial, el estudiante 
apreciara la conveniencia de usar logaritmos naturales cuya base e est^ 
definida por el siguiente limite: 


e = lim 
«-»00 



2.71828... 


La relacion entre los logaritmos comunes y los logaritmos naturales 
puede obtenerse por medio del Teorema 5 (Art. 16.3), en el que se de- 
mostro que para cualquier numero positivo N y para cualquier par de 
bases diferentes a y b. 


log a N 


logs N 
logs a 


Si en esta relacion hacemos a = c y b = 10, resulta 


( 1 ) 

de donde 


log* N = 


log, 0 N 
login e 


(2) logm N = logm e • log* N. 

En una tabla de logaritmos decimales se encuentra que 
logm e = 0.4343 
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sicndo su reciproco 

—i— = —-— = 2.3026. 
log to e 0.4343 

Por tanto, las relaciones (1) y (2) pueden escribirse cn las formas 
respectivas 

loge N = 2.3026 log io N, 
log 10 N = 0.4343 loge N. 

El numero logn, e — 0.4343 se llama modulo de los logaritmos comu- 
nes o decimales, con respecto a los logaritmos naturales. Esto es, por la 
relation (11) y la Nota 2 del Art. 16.3, el reciproco de log 10 c, o sea 
loge 10 = 2.3026 se llama modulo de los logaritmos naturales con respec¬ 
to a los logaritmos comunes. 

Ya que, en general, solamente usaremos las bases 10 y e 3 podemos 
omitir la escritura de dichas bases adoptando una convention sencilla. 
Asi, para el logaritmo de un numero N en la base 10, escribiremos log A 
en lugar de log 10 N. Y para el logaritmo de N en la base e, escribiremos 
In N en lugar de log f N. El termino In N se lee “logaritmo natural de N . 
Por ejemplo, la relation (2) puede escribirse asi: 

log N =■ log e • In N. 


16.5. ECUACIONES EXPONENCIALES 

Una ecuacion en que la incognita aparece como exponente se llama 
ecuacidn exponential . 2 A ‘* 1 — 8 y e x — e~ x — 1 son ejemplos de ecuacio- 
nes exponenciales. 

Para resolver una ecuacion exponential, pi imeramente, si es neccsa- 
rio, se despeja la expresion exponential. El siguiente paso consiste en to- 
mar logaiitmos en ambos miembros en una base apropiada. En este paso 
usamos el hecho de cpie si dos expresiones son iguales, tambien sus loga¬ 
ritmos son iguales ya que, como hemos visto (Art. 16.2), la funcion ex¬ 
ponential y su inversa la funcion logaritmica son unifonnes. Este proce- 
dimiento queda mejor cxplicado por medio de ejemplos, en los que es 
importante recordar que la funcion exponential es siempre positiva y 
que cstamos considerando unicamente valores reales. 

Ejemplo 1. Resolver la ecuacion 

e* — e~ x — 1. 

solucion. Multiplicando por r*, obtenemos 

e 2x — 1 = e x 
c 2 * — e x — 1—0. 
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Esta ecuacion es de segundo grado (Art. 5.6) si se considera a e* 
como incognita. Por tanto, despejando e x por medio de la formula de la 
ecuacion cuadratica, obtenemos 

, _ 1 ± V'l + 4 1 ± V5 

* 2 2 

Ya que e x es siempre positiva, descartamos el signo menos y escribimos 

v 1 + V5 


Tomando logaritmos en base e y obtenemos 

, 1 + V5 

x = In — 2 - 

que es la solucion buscada. 

Ejemplo 2. Resolver la ecuacion 

e' Ax — 2 c lx —2e x — 3 = 0. 


solucion. Si hacemos y = r x y esta ecuacion toma la forma 
(1) } ?3 — 2)> 2 — 2y — 3 = 0, 

que es una ecuacion que puede resolverse por los metodos del Capitulo 11. 
Es facil coinprobar que y = 3 es una raiz de la ecuacion (1). Separando 
esta raiz por division sintetk a, obtenemos la ecuacion reducida 

f + y + 1 = 0 , 


la cual no posee raices reales. 

Ya que e x debe ser positiva, el unico valor de y es 3. Por tanto, e x = 3 
de donde x = In 3 es la solucion buscada. 

Ejemplo 3. Despejar t en la siguiente ecuacion: 


in 


/ = —( l—e L ). 
R 


Rt 


solucion. Primeramente aislaremos la expiesion exponencial e L . 
Multiplicand© por R } tenemos 


Rt 


I R = E — Ee L 


Rt 


dc donde 


IR — E — Ee L 


y 



IR 

E 
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Tomando logaritmos en base e y resulta 

f E — IR' 


de donde 


Rt ( E — 1R\ 

-r-“(—) 

R \ E ) 


16.6. ECUACIONES LOGARITMICAS 

Una ecuacion que contiene una o mas funciones logaritmicas de una 
o mas incognitas, se llama ecuacion logaritmica. 

log (a* — 2) + log (a 4- 1) 4- 1 = log40 
y 2 In y = 3 In (a — 1)4-a 

son ejemplos de ecuaciones logaritmicas. 

Para resolver una ecuacion logaritmica con una sola incognita, se 
le transforma primeramente en una relacion que no contenga logaritmos. 
En este proceso se hace uso de la propiedad que dice: si los logaritmos 
de dos expresiones son iguales, las expresiones son tambien iguales. En 
estos problemas es importante comprobar todas las soluciones que se ob- 
tengan ya que no estamos considerando los valores de la variable que 
corresponden a logaritmos de numeros negativos. 

Ejemplo 1. Resolver la ecuacion 
(1) log (a — 2 4- log (a 4- 1) 4- 1 = log 40. 

solucion. Ya que van a usarse logaritmos en base 10, sustituiremos 
el numero 1 por log 10, escribiendo 

log (a —2) 4- log (a 4- 1) 4- log 10 = log40. 

Por el Teorema 1 (Art. 16.3), obtenemos 

log 10 (a — 2) (a 4- 1) = log 40. 

De donde 10 (a — 2) (a + 1 )= 40, 

A 2 - A — 2 = 4, 

y A 2 —A — 6 = 0. 

La resolution de esta ultima ecuacion es inmediata y se obtiene 
a = —2 y a = 3. Pero debemos rechazar la solucion —2 ya que al sus- 
tituir este valor en (1) se obtienen logaritmos de numeros negativos. La 
solucion 3 es valida ya que al sustituir en (1) obtenemos 
log 1 + log 4 4- 1 = log 40 
de donde 0 4- log 4 4- 1 = log 4 4- log 10 

log 4 4- 1 = log 4 4- 1. 


o sea 
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Consideremos ahora una eeuacion logaritmica con mas de una in¬ 
cognita. 

Ejemplo 2. Transfonnar la siguiente eeuacion en otra que no con- 
tenga logaritmos. 

2 In y = 3 In (x — 1) + x. 

solucion. Ya que la eeuacion dada comprende logaritmos natura- 
les, sustituiremos x por In e* obteniendo 

2 In y = 3 In (x — 1) + In e x . 

Luego, por las propiedades de los logaritmos (Art. 16.3), tenemos 

In f = In {x— \)*c* 

de donde y 2 = (x— 1) V*, 

que es la ecuacidn buscada. 


EJERCICIOS. GRUPO 60 


1. Si N es cualquier numero positivo, demostrar que In N — In 10 • log S. 

2. Demostrar que log e = —— y que In 10 = 2.3026. 

In 10 

3. Construir la grafica de la funcion y = e ~**. Una aproximacion aceptable 
de la forma de esta curva puede obtenerse tomando e «= 3. Esta gr&fica es otro 
ejemplo de curva de probabilidad (Art. 14.6). 

4. Resolver detalladamente el ejemplo 2 del Art. 16.5. 


En cada uno de los ejercicios 5-20, resolver la ecuacidn dada. 

5 . 3 *+i = 81 . 6 . 2*— 1 = 16. 7. 5 **+* = 25 . 

8 . 2*+ 2 = 4 ^“ 1 . 9. 5* +1 = 3 2 *. 10 . 7 * = 2 2 ** 1 . 


11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 

20 . 
21 . 


e x — e—x = 2. 12. 

e 2x — 2e x — 3 = 0. 14. 

e 2x — 2e 2x — 1 = 0 . 16. 

e 3 x — 3*2* -f 4** — 4 = 0. 18 . 

2e 4x -f e 3x 4 - e 2x + 11 ^ — 6 = 0 . 


e x 4 - e— x = 1 . 
e 2x 4 * 5 ^* 4 _ 6 = 0 . 

2e Zx — 4e~ 3x — 7 = 0 . 
* 2 * — 2e x — 5 4 - 6e~ x = 


0 . 


3*3* _ 7 * 2 * — 19** — 5 -f- 4e~ x = 0. 

En las progresiones geometricas (Art. 10.3), aparece la relation 
a n —a t r n *. Despejar n en funcion de a u a n y r. 

22. En las progresiones geometricas (Art. 10.3), aparece la relacidn 
a,(l — r«) 

s n --. Despejar n en funcidn de a iy s n y r. 

1 — r 

23. En un circuito electrico con resistencia y capacitancia en serie es vdlida la 

formula Q « CE( 1 — //CK) # Despejar t. 

24. En el interes compuesto el monto A y el capital P est&n relacionados por 
la formula A = P( 1 4 - r) n . Despejar .T en funcidn de A, P y r. 

En cada uno de los ejercicios 25-33, resolver la eeuacion dada. 


25. log x —log (x -— 2) = log 2. 26. log * 4 -log (x— l)=log 6 . 

27. In 12 — In (x-»~ 1 ) = In (r — 2). 
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28. log (a: — 2) 4 log (x— 3)=-log2. 

29. log (x -f 2 ) + log (x— l) = 1 . 

30. log ( 2 x — 3) = 1 —log (jt — 2). 

31. log (3* + 1) * 2 — log (x + 7). 

32. log(x + 1 ) + log(x — 2) = 1 —log(x —3). 

33. 2 log (x + 3) - 1 - log (x + 2) = 2. 

En cada uno dc los ejercicios 34-40, transfonnar la ecuacidn dada en otra que 
no contcnga logaritmos. 

34. log x -f logy = log 4. 35. In (x + y) 4 - In (x— y) = 0. 

36. 2 log y — x *= log x. 37. 3 In x — 2 In y * 1. 

38. log (x -f y) — log y = log 3 — log (x- — xy I- y* 2 ). 

39. 21n 2x — In (z -f 2y) = In (z — 2y). 

40. In x 4 - 2 In y — x — y *= z — 3 In z. 

16.7. TABLAS DE LOGARITMOS 

Existen tahlas de logaritmos muy cxtensas tanto para la base 10 conio 
para la base e. La construccion dc estas tablas requiere el conocimiento 
de ciertas series que se estudian en los cursos de Analisis matematico. 
Para nuestros propositos rcsulta suficiente estudiar su manejo. 

En las tablas de logaritmos naturales cada numero aparece acompa- 
nado de su logaritmo. En cambio, en las tablas de logaritmos decimales 
para cada numero se da solamente una parte del logaritmo correspon- 
diente. Por tanto, es necesario explicar la forma en que se maneja una 
tabla de logaritmos decimales. En el Apendice II hernos incluido una 
pequena tabla de logaritmos decimales que es a la que nos referiremos en 
este articulo y el siguiente. 

En principio, observemos la siguiente tabla que nos 
ser\ ira de base para explicar otra tabla mas amplia. 

Aqui estan indicadas las propiedades de los logarit¬ 
mos ya estudiadas en el Art. 16.2. Se nota, por ejemplo, 
que los logaritmos de todos los numeros positivos com- 
prenden todo cl sistema de los numeros reales, cxcluyen- 
do asi a los logaritmos de numeros negativos del sistema 
de numeros reales. 

Es evidente que las potencias enteras de 10 son los 
linieos numeros cuyos logaritmos decimales son numeros 
enteros. Por tanto, cualquier otro numero tiene como 
logaritmo a un entero mas, o menos, una fraccion de¬ 
cimal con un cierto numero de cifras exactas. Por ejemplo, el logaritmo 
de 225 es 2.3522, con 4 decimales exactas. 

Ya que el logaritmo de un numero aumenta cuando el numero au- 
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menta, resulta facil determinar cl par de entcros sucesivos cntre los quo 
esta comprendido el logaritrno dc un numero. Asi por ejemplo, para un 
numero comprendido cntre l y 10, el logaritrno esta comprendido entre 
0 y 1; para un numero entre 10 y 100, el logaritrno esta entre 1 y 2, y 
asi sucesivamente. Ademas, para un numero entre 0.1 y 1 el logaritrno 
esta comprendido entre 0 y —1; para un numero entre 0.1 y 0.01, el 
logaritrno esta comprendido entre —1 y —2 y asi sucesivamente. Sin 
embargo, la parte decimal de un logaritrno no puede determinarse por 
simple observacion, siendo precisamente esta parte decimal la que pro- 
porciona una tabla de logaritmos. 

El logaritrno de un numero entre 100 y 1000 esta comprendido entre 
2 y 3 y por consiguicnte, es igual a 2 mas una fraccion decimal. El 
logaritrno de un numero entre 0.01 y 0.001 esta comprendido entre —2 
y —3 y, por tanto, es igual a —2 menos una fraccion decimal, o bien a —3 
mas una fraccidn decimal. Se prefiere elegir tomar el logaritrno como 
—3 mas una fraccion decimal. En general, para cualquier numero, la 
parte decimal de su logaritrno se toma siempre positiva (o cero) ; como 
veremos, este convcnio tiene la gran ventaja de ampliar el uso de las 
tablas de logaritmos. 

Resumiendo, un logaritrno decimal consta de la suma de dos partes, 
una de ellas es un entero y la otra es una fraccion decimal positiva (que 
puede ser cero). El entero, que puede ser positivo, negativo o cero, se 
llama la car act eristic a y se obtiene rapidamente con la regia que dare- 
mos a continuacion. La fraccion decimal se llama mantisa y la projK>r- 
ciona una tabla de logaritmos decimales. 

La regia para obtener la caracteristica del logaritrno de un numero N 
es como sigue: 

(1) Si N ^ 1, la caracteristica de log N es una unidad menor que el 
numero de digitos de N que estan a la izquierda del punto decimal. 

(2) Si N < 1 y N esta escrito en forma decimal, la caracteristica de 
logN es negativa con un valor absoluto una unidad mayor que el nu- 
inero de ceros que aparecen inmediatamente a la derecha del punto 
decimal. 

Como ejemplos de esta regia, observemos que los logaritmos de los 
numeros 4232, 321.3, 85.72, 1.26, 0.843, 0.0436 y 0.002917 tienen las 
caracteristicas respectivas 3, 2, 1, 0, —1, -—2 y —3. 

Ahora mostraremos cual es la ventaja de usar mantisas no negativas. 
Si b es un numero positivo comprendido en el intervalo 1 < b < 10. 
cualquier numero positivo N puede escribirse en la forma 

(1) N = b • 10", 
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siendo n un numero entero, positivo, negativo o cero. Por ejemplo, 

4232 = 4.232 X 10 3 , 

1.26 = 1.26 X 10°, 

0.0436 = 4.36 X 10 2 , etc. 

Conviene observar cjue las cifras significativas de b son las mismas y 
en el mismo orden que las cifras significativas de N. 

De la relacion (1) tenemos 

(2) log N = log b + n. 

La caracteristica de log b es cero; representemos su mantisa con m, 
teniendose por tanto log b = m. Entonces la relacidn (2) puede escri- 
birse en la forma 

(3) log N = n + m y 

en donde n es la caracteristica y m es la mantisa. Observese que mien- 
tras que n varia de acuerdo con la magnitud de N, la mantisa m se con- 
serva igual que en el logaritmo de b. Dada la importancia de este resul- 
tado lo enunciamos en el teorema siguiente: 

Teorema 6. Si dos numcros positivos tiencn las mismas cifras signi¬ 
ficativas y en el mismo orden 9 pero difieren en su magnitud, sus logarit¬ 
mos respectivos tienen diferentcs car act eristic as pero exactamcntc la mis- 
ma mantisa . 

Como ejemplo tenemos 

log 1.42 = 0.1523, 

log 1420 = log (1.42) • 10 3 = (log 1.42) + 3 = 3.1523, 
log 0.142 = log (1.42) • 10- 1 = (log 1.42) — 1 = L1523, 
log 0.00142 = log (1.42) • 10- 3 = (log 1.42) — 3 = 3.1523. 

En el caso de un logaritmo con caracteristica negativa escribimos el 
signo menos sobre la caracteristica para mostrar que solamente ella es 
negativa, mientras que la mantisa es positiva. Asi, por ejemplo, ya que 
0.142 es menor que la unidad, su logaritmo es negativo como puede apre- 
ciarse escribiendo 

1.1523 = —1 + 0.1523 = —0.8477. 

Para evitar caracteristicas negativas se acostumbra sumar 10 a la ca- 
racteristica y restar 10 a la derecha de la mantisa. Asi por ejemplo, el 
logaritmo 1.1523 se suele escribir 9.1523 — 10. Sin embargo, aqui acos- 
tumbraremos usar caracteristicas negativas indidindolas por medio de 
un signo menos sobre ellas. 
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Habiendo estudiado como se determina la caracteristica solo resta 
mostrar como sc obtiene la mantisa utilizando una tabla de logaritmos, 
tal como la que damos en el Apendice II. 

Si el numero dado tiene tres cifras significativas o menos, localizamos 
las primeras dos cifras en la columna izquierda y la tercera cifra en la 
parte superior de la tabla. La mantisa buscada esta formada por el 
numero de cuatro dlgitos que esta en la fila de las primeras dos cifras y 
en la columna de la tercera cifra. Asi, por ejemplo, para el numero 142, 
las primeras dos cifras aparecen en la columna izquierda en la quinta 
fila, y la tercera cifra 2 aparece en la parte superior de la tercera colum¬ 
na. Las cifras correspondientes son 1523; por tanto, la mantisa de log 142 
es 0.1523. Como practica del uso de la tabla se recomienda que el estu- 
diante compruebe los siguientes logaritmos: log 34.5 = 1.5378, log 456 = 
2.6590, log 2.03 = 0.3075, log 0.075 = 2.8751. 

Si el numero dado tiene cuatro cifras significativas o mas, la mantisa 
de su logaritmo no aparece en la tabla pero puede obtenerse aproxima- 
damente por el metodo de interpolation lineal estudiado en el Art. 11.10. 
Este metodo se basa en el supuesto de que para un pequeno eambio en 
el numero, el eambio en su logaritmo es proporcional al eambio en el 
numero. Vamos a explicar este procedimiento por medio de un ejemplo. 

Ejemplo 1. Hallar el logaritmo de 1424. 

solucion. La caracteristica es 3. La mantisa esta comprendida entre 
la mantisa de 1420 y la mantisa de 1430. De la tabla tenemos 

mantisa de 1430 = 0.1553, 
mantisa de 1420 = 0.1523. 

La diferencia entre estas dos mantisas es 0.0030 y se llama la diferen - 
cia tabular. El aumento en el numero de 1420 a 1430 es 10 y produce un 
aumento en la mantisa de 0.0030. Por tanto, por proporciones, al aumen- 
tar el numero de 1420 a 1424, o sea a un aumento de 4, le correspondent 
un aumento en la mantisa de 4/10 X 0.0030, o sea, 0.0012. La mantisa 
buscada es 0.1523 4- 0.0012 = 0.1535, y log 1424 — 3.1535. 

Como practica conviene que el estudiante compruebe los siguientes 
logaritmos: log 5026 = 3.7012, log 0.006241 = 3.7953, log 8.325 = 
0.9204. 

Vamos ahora a considerar el problema inverso, es decir, dado el lo¬ 
garitmo de un numero, encontrar el numero que recibe el nombre de 
antilogaritmo. Si la mantisa del logaritmo dado aparece exactamente en 
la tabla, entonces las cifras significativas del antilogaritmo pueden obte¬ 
nerse inmediatamente; en caso contrario es necesaria la interpolacion. 
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Ejemplo 2. Hallar el antilogaritmo de (a) 1.9047; (b) 2.6144. 

solucion. (a) La mantisa 0.9047 apareee exactamente en la tabla 
en la fila correspondents a 80 en la columna de la izqnierda y en la 
columna encabe/ada por la tercera cifra 3. For tanto, las cifras signifi- 
cativas son 803 y el antilogaritmo buscado es 80.3. 

(b) La mantisa 0.6144 no apareee exaetamente en la tabla pero esta 
comprendida entre las mantisas consecutivas 0.6138 y 0.6149 que corres- 
ponden, respectivamcnte, a 4110 y 4120. Por tanto, tenemos 

Mantisa Numero 

0.6149 4120 

0.6138 4110 


La diferencia tabular entre las mantisas es 0.0011 y es debida a un 
cambio de 10 al pasar el numero de 4110 a 4120. Por tanto, por propor- 
eiones, un aumento en la mantisa de 0.6138 a 0.6144, o sea, de 0.0006, 
producira en el numero un aumento de 6/11 X 10 = 5 aproximadamen- 
te. En consecuencia, las cifras significativas buscadas son 4110 + 5 = 4115 
y el antilogaritmo buscado es 0.04115. 

Como praetica adicional se recomienda que el estudiante compruebe 
los siguientes resultados: antilog de 1.6791 = 0.4777; antilog de 2.8024 


= 634.4. 

Una tabla de logaritmos decimales nos permite obtener el logaritmo 
de un numero en cualquier base por medio del Teorema 5 (Art. 16.3), 


en el que se obtuvo: 

(4) 


logo N — 


log bN 
log/, a 


El metodo se explica en el ejemplo siguiente: 
Ejemplo 3. Hallar log,, 0.86. 
solucion. Por la formula (4), 


log,, 0.86 


log 0.86 
log 6 

_ —°- 065C > 
“ 0.7782 


1.9345 —1 + 0.9345 

6.7782 0.7782 

= —0.0842. 


nota. Hay tablas de logaritmos que dan las mantisas con cinco o m&s deci¬ 
males y cl Hmite dc la tabla es mas amplio que el de nuestra tabla. El uso de 
tales tablas tiene como resultado una mayor precision y mas facilidad para efec- 
tuar las operacioncs. Esas tablas generalmcnte incluyen diferencias tabulares y 
tablas de partes proporeionales para facililar la interpolacion. 
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1G.8. CALCULO LOGARITMICO 

Estudiaremos ahora las ventajas de los logaritmos decimales al efec- 
tuar operaciones aritmeticas. De acucrdo con las propiedades de los loga¬ 
ritmos establecidas on el Art. 16.3, es posible reemplazar las operaciones 
de multiplicacion, division, potenciacion y radicacion por las operaciones. 
mas simples, de suma, resta, multiplicacion y division, respectivamente. 

346 X 0.0269 

Ejemplo 1. Calcular x — - 

J 1 45.21 

solucion. Por los Teoremas 1 y 2 (Art. 16.3), podemos escribir. 

(1) log X = log 346 + log 0.0269 — log 45.21. 

Para efectuar el calculo se dispone el trabajo como se indica, usando 
los valores de los logaritmos dados por la tabla de logaritmos del Apen- 
dice II. 

log 346 = 2.5391 

+ log 0.0269 = 2.4298 

log 346 + log 0.0269 = 0.9689 

— log 45.21 = —1.6552 

log x = 1.3137 

de donde x — 0.2059, 

siendo x el antilogaritmo de log x. 

Al efectuar estas operaciones debe recordarse que la parte decimal 
del logaritmo, o sea la mantisa, es siempre positiva y que las caraeteris- 
ticas negativas llevan el signo menos en su parte superior. 

Ejemplo 2. Calcular (a) x = (0.162) 5 ; (b) f/-=0.085. 

solucion. (a) Por el Teorema 3 (Art. 16.3), 

log x = 5 log (0.162) = 5(1.2095). 

Al efectuar esta multiplicacion debe tenerse cuidado con los signos. 
La operacion es realmente como sigue: 

5(1.2095) = 5(—1 -f 0.2095) = —5 + 1.0475 = 4.0475. 

Es decir, log x = 4.0475 

de donde x = 0.0001116. 

(b) En cste problema la raiz cubica buscada es un numero ncgativo, 
pero la operacion se efectua como si todas las cantidades utilizadas fue- 
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ran positivas y lucgo se antepone cl signo adecuado al resnltado (nega- 
tivo en este caso). 

Sea y = ^ 0.085. Entonces, por cl Teorema 4 (Art. 16.3), 
logy = % log 0.085 = %(2.9294). 

La caracteristica no puede ser fraccionaria y la mantisa debe ser po¬ 
sitive Por tanto, para efectuar la division entre 3, hacemos que la carac¬ 
teristica de log 0.085 sea nn multiplo de 3 restandole 1 y luego sumando 
1 a la mantisa. La operation es como sigue: 

% (2.9294) = % (—3 + 1.9294) = —1 + 0.6431 = 1.6431 

Luego, logy = 1.6431 

de donde y = 0.4396 

y finalmente x = —0.4396. 

Algunos de los pasos en la resolution de los ejemplos 1 y 2 se han 
incluido por motivos didacticos, pero pueden excluirse en los calculos 
practicos. Asi, por ejemplo, la relation (1) en la resolucion del ejemplo 1 
puede omitirse; su significado es equivalente al del arreglo indicado para 
el trabajo logaritmico. 

Para lograr mayor rapidez y precision en estos calculos es rccomen- 
dable usar un dispositivo tabular cuyo esquema se hace antes de buscar 
en la tabla los valores de los logaritmos. Luego se escriben todos los 
logaritmos en un solo paso. El metodo se indica en el siguiente ejemplo. 

1 q 1-1 1 / 8264 X 0.311 V* 

Ejemplo 3. G,lc„l„ . = x 28 g -j • 

solucion. Sea N el numerador y D el denominador de la fraccion, 
el esquema para el calculo logaiitmiro es el siguiente: 

log 8264 = log 2.351 = 

+ log 0.311 = + log 28.6 = 

log N = log D = 

—logD = 
log N/D = ” 

log N/D = = log x 


x = 
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El siguieiltc paso consistc en hallar todos los logaritmos neccsarios y 
completar la operacion. 

log 8264 = 3.9172 log 2.351 = 0.3713 

+ log 0.311 = 1.4928 + log 28.6 = 1.4564 

log W = 3.4100 log D = 1.8277 

—logD = 1.8277 
log N/D = 1.5823 
\/ 2 log N/D = 0.79115 = log* 
x = 6.182. 

nota. Algunos autorcs usan cologaritmos para lograr una mayor uniformidad 
cn el c&Iculo logaritmico de las opcracioncs que llevan division. El cologaritmo 
de un numcro cs el logaritmo dc su rcriproco. Su uso transforma cn suma la resta 
de logaritmos. La abreviatura para cl cologaritmo cs colog, es decir, 

colog AT «* log 1 /N. 


EJERCICIOS. GRUPO 61 

En cada uno dc los ejerciciso 1-8 calcular el logaritmo que se pide. 

1. log 2 20. 2. log, 17. 3. log, 8 . 1 . 4. log 7 5. 

5. In 3. 6 . In 7. 7. In 10.3. 8 . log 4 2.31. 

9. Comprobar todas las opcracioncs del ejercicio 3 (Art. 16.8). 

10. Dcmostrar que colog N — —log N y que log N/D = log N -f- colog D. 

En cada uno de los ejercicios 11-26 calcular la exprcsion dada utilizando lo¬ 
garitmos. 


11 . 

431 X 0.4126. 

12 . 

3.063 -*■ 28.41. 

13. 

21.2 X 13.11 X 0.0061. 

14. 

85.23 X 61.4 -f- 21.36. 

15. 

7.203 X 34.2 

16. 

3.87 x 3.142 

85.11 

2.718 x 0.0116 

17. 

(4.21)’/>(0.7321). 

18. 

(21.39)Vi( 1.237). 

19. 

22.3 x 0.041 x 236.8 

20. 

181.2 X 415.3 X 62.91 

521.3 X 0.0026 

2013 x 341.9 X 85.86 

21 . 

(91.6)2 X 'f41.62 

22 . 

V 32.17 X 

V 724.1 

X'5.113 X V 86.92 

23. 

4V'39li X 3f8U 

24. 

(21.42)’/. x (1.114)*/* 

21.31 ^72.54 

(38.26 )*/* 

25. 

/ 28.96 X f25.05 \V4 

26. 

/ V62.3 X ^31.24 \>/« 

V V^8L7 X 110.1 / 

V 76.91 X V 0.0163 / 


27. Hallar el area de un triangulo cuya base y altura miden 1.683 metros 
y 0.9621 metros, rcspectivamente. 

28. Calcular el area y la longitud de la circunferencia de un circulo cuyo 
didmetro es 2.426 metros. 
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29. El area S y el volumen V de una csfera de radio r estan dados por las 
formulas S — 4Trr 2 y V = %7rr 3 . Calcular el &rea y el volumen de una esfera 
cuvo diametro cs 2.03 cm. 

30. El volumen V de un cono circular recto de radio de la base r y altura h 
csta dado por la formula V — Vtfrr-h. Calcular el volumen de un cono circular 
recto cuyo radio de la base es 0.7561 metros y cuya altura es 4.023 metros. 

31. Si «, b y c son los lados de un tri&ngulo y s — ^{a + b -I- c), el £rea K 
de un triangulo est£ dada por la formula K = Vj(j — a) (j— b)(s — c). Calcu¬ 
lar el area del triangulo etiyos lados miden 5.21, 7.03 y 10.2 metros respectivamente. 

32. Hallar el area del triangulo cuyos lados miden 11.3, 15.2 y 21.1 centi- 
inetros respectivamente. 

33. El periodo t eh segundos dc un pendulo simple esta dado por la formula 


t = 



en donde l es la longitud, en metros, del pendulo y g = 9.81 


m/scg- 


es la aceleracion debida a la gravedad. Calcular el periodo de un pendulo de 
15 cm de largo. 

34. Calcular la longitud de un pendulo cuyo periodo cs de un segundo. 


En cada uno de los ejercicios 35-40 hallar las soluciones reales que existan, 
con 4 cifras significativas. 


35. 5* r « 7*“*.. 

37. 6' = \ 

39. ir* — 4e* = 21. 


36. e' — e x = 2. 

38. e r + 10^ *— 7 = 0. 

40. e* x + 4<r x — lie" = 30. 
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17.1. INTRODUCTION 

En este capitulo consideraremos brcvemente algunas de las operacio- 
nes financieras mas comunes, con las que puedc encontrarse cn la prac- 
tica cualquier persona. Estos temas pueden, en general, dividirse en dos 
amplias clasificaciones: (1) renta que proviene de inversioncs y (2) sis- 
tcmas de pagos, generalinente de naturaleza periodica, para satisfacer 
algun objetivo futuro. En el primer tema estan incluidas las cantidadcs 
que sc oblicnen en forma de intereses y dividendos de cuentas de ahorro, 
acciones y bonos. En el segundo consideraremos los sistemas de pagos de 
igual valor y hechos a intcrvalos regulares para diversos propositos. Son 
ejcmplos de tales pagos los hechos para la amortizaddn de hipotecas, 
compras en abonos, polizas de seguros, planes de pensiones y la creacion 
de fondos especiales. 

Convienc observar que al dedicar este breve capitulo al estudio de 
algunos problemas financieros, solamentc podremos dar una breve intro- 
duccion a un tema de gran extension e importancia. Existen tratados 
dedicados exclusivamente a la teoria y aplicaciones de las mateinaticas 
financieras. Naturalmente estas cuestiones son de vital importancia en 
las instituciones financieras, companias de seguros y einpresas comerciales. 


17.2. INTERES SIMPLE 

El interes de una suma de dinero, que se llama capital, cs la cantidad 
cobrada por el uso de ese dinero. El interes es una parte fraccionaria del 
capital; cuando esta fraction se expresa como un tanto por ciento, se 
llama tasa de interis y generalinente se reficrc a un periodo de un ano. 
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Asi, por ejemplo, una tasa de 4% significa que por cada peso prestado, el 
deudor dcbe pagar 4 centavos de interes cn un ano. 

Hay dos tipos de interes, simple y compuesto. El primer tipo se es- 
tudiara en este articulo y el segundo en el siguiente. Cuando el interes 
se paga al final de un periodo especificado y se calcula sobre el capital 
original, se llama interes simple . Gencralmentc cl interes simple se usa 
para periodos relativamente cortos. Por ejemplo, podemos considerar un 
bono de $ 1000 que paga un interes semestral con tasa de 4 % anual. 
Entonces al final de un periodo de seis meses, el interes simple produ- 
cido por el bono es igual a $ 1000 X 0.02, o sea, $ 20. 

Ahora consideraremos el problema general del interes simple. 

Sean: P el capital, i la tasa de interes para cada uno de n periodos 
e / cl interes simple al final de los n periodos. Entonces 

(1) 1 = Pni. 

La suma del capital y el interes se llama monto , que representaremos 
por A. Por tan to, de (1), 

(2) A = P + Pni = P( 1 +m). 

El valor actual del monto A dado por (2), se define como la suma de 
dinero que debe invertirse en la fecha actual con una tasa i por periodo 
para que el monto sea A al final de n periodos. Evidentemente el valor 
actual de A es P y, por (2), se tiene 

(3) P = A(l + m)- 1 

Para facilitar refcrencias futuras enunciaremos estos resultados en 
forma de teorema. 

Teorema 1. Sean: P cl capital y valor actual de un monto A, I el 
interes simple al final de n periodos, e i la tasa de interes por cada pe- 
riodo. Entonces 

1 = Pni; A= P(\ + ni ); P = A(l + ni)~K 

Ejemplo 1. Si la tasa de interes anual es igual al 6%, calcular: (a) El 
interes simple y el monto de $ 500 al final de 3 meses. 

(b) El valor actual de $ 600 pagaderos dentro de 6 meses, usando 
interes simple. 

, . , 0.06 

solucion. (a) La tasa i para un periodo de 3 meses es-= 0.015. 

4 

Por tan to, para P = $500 cl interes simple es, por (1), 

1 = Pni = $ 500 X 0.015 = $ 7.50, 
y por (2), el monto es 

A = P + Pni = $500 + $7.50 = $507.50. 
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0.06 

(b) La tasa i para un periodo de 6 meses es-= 0.03. El valor 

actual es, por (3), 


A __ $600 

1 + ni 1 + 0.03 


$582.52. 


En relacion con prestamos a interes simple y por periodos cortos, los 
bancos acostumbran cargar el interes cn el momento en que hacen el 
prestamo. Esta deduction se llama dcscuento bancario. Asi, por ejemplo, 
para un prestamo de $1000 al 6%, por un periodo de 6 meses, el descuen- 
to bancario es $1000 X 0.03 = $30. La persona que recibe el prestamo 
realmente obtiene $1000 menos $30, o sea, $970 aunque al final de los 
6 meses debe devolver la cantidad de $1000. Evidentemente la tasa de 
interes es entonces mayor que 6%. Veamos un ejemplo. 

Ejemplo 2. Una persona pide un prestamo bancario de $2000 por 
3 meses y al 5%. Calcular la tasa real de interes que corresponde al des- 
cuento bancario. 


solucion. El descuento bancario es $2000 X % X 0.05 = $25. La 
persona recibe $2000 menos $25, o sea, $1975, lo que podemos conside- 
rar como el valor actual de un monto de $2000 pagaderos al final de 
3 meses. Sea r la tasa anual de interes necesaria para que $1975 produz- 
can un monto de $2000 al final de 3 meses. El interes es 1 = $25, de 
modo que por la relaci6n (1), o sea, I — Pni, tenemos 


de donde 


25 = 1975 • y 4 r 


r 


100 

1975 


5.06%. 


17.3. INTERES COMPUESTO 

El interes simple devengado al final de un periodo cspecificado, pue- 
de anadirsc al capital original para formar un nuevo capital. Entonces, 
el interes del siguiente periodo se calcula sobre cste nuevo capital. Si 
este proceso se repite por dos o mas periodos, el aumento total del capi¬ 
tal original se llama interes compuesto. La suma del capital original mas 
el interes compuesto se llama monto compuesto . El intervalo entre dos 
conversions sucesivas de interes a capital se llama periodo de interes 
o periodo de conversion o de capitalizacion. Los periodos de capitaliza¬ 
tion mas usuales son: Un ano, 6 meses y 3 meses, y se dice que se trata 
de interes compuesto: anual, semestral y trimestral, respect ivamente. 
Aunque el interes compuesto se calcula para cada periodo con una tasa 
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que corresponde al periodo, la tasa de interes, tal como se hace en el 
interes simple, se enuncia con base anual y se llama tasa nominal. 

Como un cjemplo de aplicacion de los terminos precedentes, observe- 
mos el efecto de acumular a interes cornpuesto un capital original de 
$1000 con capitalizacion trimestral y con tasa nominal de 4%. La tasa de 
interes cn cada uno de los periodos de 3 meses es cntonccs igual a \ r /c. En 
la tabla 1 se detalla la acumulacion en un periodo de un ano. 


TABLA 1 


Trimcstrc 

Capital al 
principle del 
periodo 

Interes por periodo 

Interes coni- 
puesto al final 
del periodo 

Mon to coni- 
puesto al fi¬ 
nal del pe¬ 
riodo 

Primcro 

1000.00 

1000 X 0.01 = 10.00 

10.00 

1010.00 

Segundo 

1010.00 

1010 x 0.01 = 10.10 

20.10 

1020.10 

Tercero 

1020.10 

1020.10 X 0.01 - 10.20 

30.30 

1030.30 

Cuarto 

1030.30 

1030.30 X 0.01 - 10.30 

40.60 

1040.60 


Consideremos ahora el probleina general del interes cornpuesto. Sean 

r— tasa nominal (anual) de interes, 
m — ntimero de periodos de capitalizacion por ano, 
i = tasa de interes por periodo dc capitalizacion — r/m, 
n = numero total de periodos de capitalizacion. 

P — capital original, 

A„ = rnonto cornpuesto al final de n periodos. 

Al final del primer periodo, el interes cs Pi y el rnonto cs 

(1) Ay =P + Pi = P(1 + i). 

El capital al empezar el segundo periodo es entonces A, y el interes 
al final de ese segundo periodo cs A x i, dc rnodo que el rnonto al final 
del segundo periodo es 

Aj = A t 4- A x i = A x (\ + i) 

[De (1)] =P( 1 + t)(l + i) =•/>( 1 +i) 2 . 

Analogamente, el rnonto final del terccr periodo es 

A, = P(l 4- i)\ 

Continuando este proceso. encontramos que el rnonto cornpuesto al 
final de n periodos es 

(2) A n = P( I + /»». 

En la relacion (2), cl capital original P es el valor actual del rnonto 
A n . De (2) tenemos: 

IS) 


P = 1 + f)-«. 
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La difercncia A„ — P es el interes compuesto total acumulado hasta 
cl final de n peiiodos; tambien se le llama dcscucnto sobrc A„. 

Rcsumimos los resultados anteriores en el teorema siguiente: 

Teorema 2. Si P es el capital original o valor actual del monto com¬ 
puesto A n al final de n period os } siendo i la tasa de interes por pcriodo, 
entonces 

A„ = P( 1 +£)": P = A n ( 1 +£)“". 

Resulta evidente, por las formulas del Teorema 2, que los problemas 
de interes compuestc pueden rcsolvcrse usando logaritmos (Art. 16.8). 
Sin embargo, tambien pueden resolverse por medio de tablas que dan 
los valores de (1 + £)" y (1 + £) - " w . 

En el Apendice II se incluyen unas pequenas tablas de estos valores. 

Ejemplo I. Calcular el monto compuesto al final de 5 afios de $1000 
invertidos a una tasa nominal de 6 r /c con capitalizacion triinestral. 

solucion. En este problema varnos a calcular A„ siendo 

0.06 

P = $1000, i =-= 0.015, n = 5 X 4 = 20. 

4 

En la Tabla 3 (Apendice II), que es una tabla para el monto com¬ 
puesto (1 + i) n de $1 al final de n periodos, encontramos que cuando 
i = 1 \( 2 ( /c y n — 20, entonces (1 + i) n = 1.3469. Por tanto, para 
P =• $1000, tenemos 

A n = P(l 4- i)” =- 1000(1 + 0.015)-° = 1000(1.3469) = $1346.90. 

La solucion por logaritmos es como sigue: 

log (1 + 0.015)-° = 20log 1.015 = 20(0.0065) = 0.1300 
Por tanto, log/1,, = log 1000 4- log (1.015) 20 

= 3 4- 0.1300 = 3.1300, 
de donde A tl = $1349. 

La discrepancia de estos dos resultados se debe a que nuestra tabla 
de logaritmos es solaruente de 4 dccinialcs. Con una tabla de logaritmos 
de seis decimales puede obtenerse tin resultado que concucrda con el de 
la tabla para t 1 ; i) w . 

Al calcular el interes compuesto al final de muchos peiiodos de capi¬ 
talization. es necesario utilizar logaritmos de 1 4- i con seis o mas de¬ 
cimals. 

Ejemplo 2. Calcular el valor actual de $4000 pagaderos dentin de 
4 anos si la tasa nominal es de 4 l /c capitalizando semestralmente. 
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solucion. En este problema debemos hallar P siendo A n = 4000, 
i = 2% y n = 4 X 2 = 8. 

En la Tabla 4 (Apendice II), para el valor actual (1 + i)~ n de $1 
pagadero al final de n periodos, encontrainos que cuando i = 2% y n = 8, 
entonces (1 + i)~* n = 0.85349. Por tanto, para A n = 4000, tenemos 

P = i4 w (l + t)“ n = 4000(1 + 0.02)-* = 4000(0.85349) = $3413.96. 

La solucion de este problema por medio de logaritmos se deja como 
un ejercicio para el estudiante. 

Si el interes compuesto se capitaliza anualrnente, entonces cl monto 
al final de 1 ano es el mismo que el que se obtiene por interes simple. 
Pero si se capitaliza mas de una vez al ano, entonces el monto al final 
del ano es mayor que el del interes simple. Por ejemplo, un peso al 6% 
de interes simple da $1.06 al final de un ano. Pero si se trata de interes 
compuesto con capitaiizacion semestral con la misma tasa nominal de 
6%, entonces se obtiene al final del ano (1 + 0.03) 2 = $1.0609. En este 
ultimo caso la tasa de interes por un ano es 6.09% y es mayor que la 
tasa nominal de 6%. Se dice que 6.09% es la tasa efectiva de interes. 

En general, la tasa de interes anual que es equivalente a una tasa 
dada para un periodo de capitaiizacion no anual, se llama tasa efectiva. 
A continuacion vamos a calcular la relacion entre tasas nominales efec- 
tivas. 

Sea r una tasa nominal para interes compuesto capitalizando n veccs 
al ano, y sea j la tasa efectiva equivalente. Entonces, por definicion de 
tasa efectiva, debe tenerse 



Este resultado nos dice: 

Tcorema 3. Si r es la tasa nominal de interes compuesto capitalizan¬ 
do n veces al aiio y j es la tasa efectiva equivalente , la relacion entre 
j y r es: 



Ejemplo 3. Calcular la tasa efectiva equivalente a una tasa nominal 
de 5% capitalizando scmcstralmente. 

solucion. Por el Teorema 3, 


— 1 = (1 + 0.025) 2 — 1. 
= 1.0506 — 1 = 0.0506 = 5.06%. 


Por la tabla 3, 
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Consideremos ahora el caso general de n capitalizaciones por ano. 
Hemos visto que conforme n aumento, la tasa efectiva tambien aumenta. 
Pudiera entonces tenerse la impresion de que si n tiende a infinite), la 
tasa efectiva tambien tiende a infinite). Sin embargo, esto no es asi, como 
vamos a ver. 

Sea r la tasa nominal de interes compuesto con n capitalizaciones por 
ano. Por el Teorema 2, el monto a n de $1 al final de un ano esta dado por 

“• = ( i+ 0 • 

Tomemos ahora el limite cuando n tiende a infinito, expresado sim- 
bolicamente por n -> oo (Art. 10.5). En este caso se dice que el interes 
es de capitalization continna o interes continuo. En los cursos de calculo 
diferencial se demuestra que 



en donde e y base del sistema de logaritmos naturales, es igual a 2.71828. .. 
(Art. 16.4). Ya que e y r son cantidades finitas, e r tambien es una canti- 
dad finita. Por tanto, sin importar que a n se le asigne un valor muy 
grande, a n sera finito y, por el Teorema 3, la tasa efectiva j = a* — 1 
tambien sera finita. Por ejemplo, para una tasa nominal r = 6%, el mon¬ 
to de $1 a} final de 1 ano, a interes continuo, tiene como valor limite 
e °* 6 = (2.71828...) 0 6 = $1.06184, y la tasa efectiva esta limitada por 
el 6.184%. 

A continuation damos la tabla 2 para hacer resaltar lo que ocurre al 
aumentar el numero de capitalizaciones por ano. 

TABI^A 2 

MONTO AL FINAL DE 1 ANO PARA $1 AL 6% AN UAL A INTERES 
COMPUESTO CON n CAPITALIZACIONES POR ANO 


n Monto 


1 

1.06000 

2 

1.06090 

3 

1.06121 

4 

1.06136 

6 

1.06152 

12 

1.06168 

24 

1.06176 

C)0 

1.06184 
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El estudio de los valores dados en csta tabla puede ayudar a corregir 
inuchas de las ideas erroneas acerca dc los efectos del interes compuesto. 


EJERCICIOS. GRUPO 62 

1. Hallar cl interes simple de $500 en 6 meses con la tasa anual dc 695- 

2. Calcular el interes simple de $000 en 10 meses al 495. 

3. Hallar el monto de $750 en 4 meses al 59r dc interes simple. 

4. Calcular el monto de $2100 en 8 meses al 3 VzV* dc interes simple. 

5. Hallar el valor actual de $1000 pagaderos en 3 meses al 495 de interes 
simple. 

6. Calcular el valor actual de $1200 pagaderos en 6 meses al 595 de inte¬ 
res simple. 

7. Con un capital de $1500 se ohtiene un monto de $1530 al final de 8 
meses. ^Cual cs la tasa de interes simple? 

8. Un prestarno de $3600 se liquida con un pago de $3654 a los 4 meses. 
Hallar la tasa de interes simple. 

9. Una persona pide un prestarno haneario de $3000 por 6 meses al 6%. 
Calcular la tasa de interes que corresponde al descuento bancario. 

10. Una persona pide un prestarno bancario de $4000 por 9 meses al 5 r /c. 
Calcular la tasa de interes que le corresponde si paga el descuento bancario y un 
cargo adicional de $10 por adelantado. 

11. Determinar cuanto tiempo se necesita para que un capital se doble si csta 
invertido al 495 de interes simple. 

12. Determinar cuanto tiempo se necesita para que un capital se doble si csta 
invertido al 5# de interes simple. 

13. Calcular la tasa necesaria para que un capital se doble en 40 anos a in- 
tcres simple. 

14. Demostrar la relacion (2) del Art. 17.3 por el metodo de induccion ma- 
tein&tica. 

15. Obtenga la relacion (2) del Art. 17.3 como termino de orden (« + 1) 
de una progresion geometrica cuyo primer termino es P y cuya raz6n es I -f 7 
(Art. 10.3). 

16. Calcular el monto compuesto al final de 4 anos de $500 invertidos con 
una tasa nominal de 595 capitalizando semestralmente. Utilizar la tabla 3 del 
Apendicc II. 

17. Resolver el ejercicio 16 usando logaritmos. 

18. Calcular el monto compuesto al final de 6 anos de $800 invertidos con 
una tasa nominal dc 895 con capitalizac ion trimcstral. 

19. Hallar cl interes compuesto total en el ejercicio 18. 

20. Resolver el ejemplo 2 del Art. 17.3 usando logaritmos. 

21. Determinar el valor actual de $5000 pagaderos dentro de 2 anos si la 
tasa nominal cs 695 capitalizando trirnestralmente. Usar la tabla 4 del Apendicc II. 

22. Resolver el ejercicio 21 usando logaritmos. 

23. Una persona invierte $2000 al 395: capitalizando semestralmente, para 
formar un fondo especial en un termino de 10 anos. Calcular el monto de este 
fondo. 

24. Una persona desca formar un fondo de $8000 para la educacion de su 
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hijo, dr modo dc podcr disponer dr el drntro dr 16 anos. ^Cuanto debcra invrrtir 
ahora, para cstc proposito, al 4 ( /t capitalizando semestralinente? 

25. ^En cuantos anos $2000 se convertiran rn $5000 si sc inviertcn ahora al 
6 r /< capitalizando anualmrnte? Resolver rl problcma por logaritmos. 

26. Resolver el cjercicio 25 usando la interpolation lineal cn la Tabla 3 del 
Apendice 11. 

27. Determinar cuanto tirmpo se requerir£ para que un capital se doble, si 
esta invertido al 5 c /< y se capitaliza semestralinente. Resolver por logaritmos. 

28. Resolver el ejercicio 27 aplicando la interpolation lineal en la 1 abla 3 
del Apendice 11. 

29. En la formula del Teorema 3 (Art. 17.3). despejar ; en funcion de r y 
r en funcion de ;. 

30. Hallar la tasa efcctiva equivalente a la tasa nominal de 6 *a con capitali¬ 
zation trimestral. 

31. Indicar en que forma puede usarse la Tabla 3 del Apendice II para calcu- 
lar (1 \- i) n para valores entcros y positivos dr n > 50. 

32. Indicar como puede usarse el teorema del binomio (Art. 7.4) para calcu- 
lar un monto compuesto. 

33. Calcular (1 1- 0.015) r * por medio del teorema del binomio y comparar 
el resultado con el valor dado en la Tabla 3 del Apendice II. 

34. Calcular la tasa nominal, capitalizando semestralmcntc equivalente a la 
tasa cfectiva de 49L Utilizar el teorema del binomio. 

35. Comprobar los valores dados en la Tabla 2 al final del Art. 17-3. 


17.4. ANUALIDADES 

Una anualiclad cs una sucesion dc pagos igualcs pcriodicos. Son ejem- 
plcs scncillos de anualidades los pagos niensuales por concepto dc renta 
y el pago de priinas dc seguros de vida. 

El termino anualidad parecc implicar que los pagos sc haccn anual- 
mente; sin embargo, cstc no cs nccesariamente cl caso. El intervalo entre 
los pagos puede ser de cualquicra siempre que en una anualidad particu¬ 
lar dicho intervalo entre pagos sea constante. El intervalo entre dos pa¬ 
gos sucesivos se llama periodo. En nuestro estudio quedara sobrentendido 
que los pagos igualcs se hacen al final de cada periodo; una sucesion dc 
pagos dc cstc tipo se llama anualidad ordinaria. El^tiempo que transcurre 
entre el principio del primer periodo y el final del ultimo sc llama termino 
de la anualidad. 

Considereinos que en una anualidad cada pago gana interes com¬ 
puesto desde el momento en que se hacc el pago hasta el final del tenni- 
no. siendo cl periodo de la anualidad igual al periodo de capitalization 
del interes compuesto. En cstc caso el monto dt una anualidad al final 
de su termino sc define como la suma de los montos compuestos dc todos 
los pagos de la anualidad acuraulados hasta el final del termino. En la 
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Tabla 3 se muestran los diversos pasos necesarios para obtener cl monto 
de una anualidad con termino de un ano, cn donde los pagos de $100 
cada uno, se hacen al final de cada trimestrc, siendo la tasa nominal 
igual a 6%, lo que significa que la tasa trimestral es de 1.5%. 


TABLA 3 


Pago al final de Monto compuesto del 

Trimestre cada trimestre pago al final del termino 


Prinicro 

$100 

100(1.015)3 = $104.57 

Segundo 

100 

100(1.015)2= 103.02 

Tercero 

100 

100(1.015) = 101.50 

Cuarto 

100 

100.00 

Monto de la anualidad = $409.09 


Es cvidente que el monto de una anualidad puede obtenerse como 
suma de una progresion geometrica. Esto tambien se apreciara en la si- 
guiente determinacion de la formula general para el monto de una anua- 
lidad ordinaria. 

Considercmos ahora una anualidad ordinaria en donde R es el pago 
hecho al final de cada uno de n periodos e i es la tasa de interes por 
periodo. Ya que el primer pago se hace al final del primer periodo, gana- 
ra interes por n — 1 periodos y, por el Teorema 2 (Art. 17.3), su monto 
al final del termino sera i?(l 4- i) n_1 . Analogamente, el segundo pago 
ganara interes por n — 2 periodos y su monto al final del tertnino sera 
•^(1 f) n 2 . Continuando de esta manera, vemos que el pago de orden 
n— 1 producira un monto de R(\ + i) y que el pago enesimo, o pago 
final, tendra como monto su propio valor, es decir R. Escribiendo estos 
montos en oroden inverso, tenemos 


R>R( 1 + 0 , ^(1 + i)\...,R( 1 + i)*-\ R( 1 4- 

que forman una progresion geometrica de n tcrminos de razon 1 4- i . 

Por definicion, la suma S de esta progresion es el monto de la anua¬ 
lidad y, por el Teorema 2 del Art. 10.3, su valor esta dado por 

5- R 1 —(H ~i) n r (1 +* )”— 1 

A R i-i(i +T) ~ R -i-• 

Para el caso particular en que R — 1 5 S se designa por el simbolo 
s^)i resultando de (1), 


( 2 ) 

y 

( 3 ) 


Jiili 


(1 + 0 "—! 


S = Rsr>\i. 
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Para facilitar la resolucion dc problcmas de anualidades se han ela- 
borado tablas de valores de s^\i. Una pequena tabla de este tipo es la 
Tabla 5 del Apendicc II. 

Consideremos ahora cl valor actual de una anualidad que se define 
como la suma de los valores actuates de todos los pagos. 

Como se hizo anteriormente, para una anualidad ordinaria, sea R 
el pago hecho al final de cada uno de n periodos y sea i la tasa de interes 
por un periodo. Por el teorema 2 (Art. 17.3), el valor actual del primer 
pago (hecho al final del primer periodo) es R(\ + i)~ l ; el valor actual 
del segundo pago (hecho al final del segundo periodo es R(1 4- z) -2 ; y 
asi sucesivamente. El valor actual del ultimo, o enesimo pago, es 
R( 14- i)~ w . El valor actual A de la anualidad es la suma de estos valo¬ 
res actuales de los pagos, es decir, 

A = R(\ 4- i)- 1 + R(\ 4- i)~ 2 + ... + R{l 4-«)-* 

que es la suma de ua progresion geometrica de n terminos de razon 
(1 4- t)” 1 . Por el Teorema 2 del Art. 10.3, 

J?( 1 4-i)“ 1 [l — (1 +£)-«] 

1 

Multiplicando el numerador y el denoominador por 1 4- i, resulta 
<*s i?[i-(1 + «•)-"] i-d + »y 

(4) A j + j_ j -« i 


Para el caso particular en que R = 1, A se designa con el simbolo 
a.^\{ de manera que, por (4), 


( 5 ) 


_ i—(i + .•)-» 

^n]t • 


(6) A = Ran li. 

Una pequena tabla de valores de a^\\ es la tabla 6 del Apendice II. 

Para facilitar las referencias futuras, resumimos los resultados anterio- 
res en el teorema siguiente: 

Teorema 4. Si S es el monto y A el valor actual de una anualidad or - 
dinaria fomiada por n pagos de valor R con i como tasa dc interes por 
periodo, entonces 

I l 

Ejemplo. Una anualidad ordinaria esta formada por el pago de 
$300 semestrales durante 5 anos, siendo la tasa nominal igual a 3%. 
Calcular (a) el monto y (b) el valor actual de esta anualidad. 
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solucion. (a) Paia esta anualidad, R = 300, cl numero dc perio- 
dos cs n = 10, y la tasa dc interes por periodo cs i = 1.5%. Para n = 10 
e t* = 1.5%, cn la Tabla 5 (Apcndice II) tenemos cl valor — 10.7027. 
Por tanto, por la formula (3) el monto buscado cs 

S = Rsj^i = 300(10.7027) = $3210.81. 

(b) Para n — 10 e i = 1.5% cn la Tabla 6 (Apendice II) tenemos 
el valor tf, 7 p — 9.2222. Por tanto, por la formula (6), el valor actual que 
se busca es 

A = Ra ,n i = 300(9.2222) =$2766.66. 

nota. Los probleinas de anualidades tambien pueden resolverse por medio de 
logaritmos o aplicando el teorema del binomio. Para lograr mayor precision, es- 
pecialmcnte en anualidades a largo plazo. cs ncccsario usar tablas extensas dc lo¬ 
garitmos. dc j^ f y 

17.5. APLICACIONES DE LAS ANUALIDADES 

En este articulo estudiaremos algunos ejemplos dc operaciones finan- 
cicras que son esencialmente probleinas de anualidades. 

Eondo de amortizacion 

Una suma dc dinero acumulada para pagar una obligacion que vcnce 
en fecha futura se llama jondo dc omortizacion. Un fondo de estc tipo 
no incluyc cl pago dc intcrcscs dc la obligacion; estos pagos se considei an 
por separado. Lin fondo dc amortizacion gcncralmcnte sc forma invirticn- 
do cantidades iguales al final dc periodos igualcs. Por tanto, su valor 
corresponde al monto ^ de una anualidad [Teareina 4 (Art. 17.4)]. 

Los fondos de amortizacion gcncralmcnte se establccen para liquidar 
una deuda que vcnce en fecha futura. Tal es cl caso, por ejemplo, dc 
redimir una emision de bonos. Sin embargo, los fondos de amortizacion 
tambien pueden crearse para otros propositos. Asi, por ejemplo, un fondo 
del tipo mencionado puede usarse para reemplazar equipos gastados u 
obsoletos; cn cstc caso sc le llama jondo dc depreciation. Notcse que un 
fondo dc depreciacion no cubic los gastos ordinaries dc mantenimiento 
dc equipo ni el interes del capital invertido. 

Ejemplo 1. La vida util dc cierto equipo industrial es de 10 anos y 
el costo neto de reemplazarlo al final de esc tiempo cs $15 000. Calcular 
las cantidades scmestrales que deben invertirsc con una tasa nominal de 
5% para crear cl fondo de depreciacion corrcspondientc. 
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solucion. En cstc problcma se trata dc hallar cl pago periodico R 
dc una anualidad cuyo monto S es $15 000 al final dc n = 20 pcriodos y 
cuya tasa de intcres por periodo cs i = 2.5%. 

Para n = 20 e i = 2.5%, la Tabla (Apendice II) nos da el valor 
JSli = 25.5447. 

Por la formula (3), Art. 17.4, S — Rs^i. Por tanto. 

S 15000 

R —-=-= $587.20 (aproximadamente). 

Sn\i 25.5447 


Amortization 


La liquidation de una deuda junto con sus intereses por medio de 
pagos iguales hechos al final de periodos iguales se llama amortization. 
Es evidente que el valor del pago debe exceder al intcres de la deuda 
en el primer periodo. Los pagos sirvcn para que la deuda decrezca de 
perodo a periodo. Como resultado, la parte de cada pago que se usa 
pat a pagar intcres sobre la deuda es dccreciente y el resto del pago que 
se aplica a la deuda misma es creciente. Esta variation en la distribu¬ 
tion de tada pago en las partes que se aplican al capital y al intcres se 
muestra en la tabla de amortization de una deuda difiere de un fondo 
de amortization en que incluyc no solo el pago de la deuda sino tambien 
el de los intereses correspondicntcs. 

Es evidente, por la definition, que la amortization de una deuda se 
lleva a cabo por medio de una anualidad. La deuda que va a amorti- 
/arse es el valor actual A de la anualidad. Si R es el pago al final de 
cada uno de los n periodos e i es la tasa de intcres por periodo, entonces 
la deuda A que va a amortizarse esta dada por la formula (4) del Ar- 
ticulo 17.4, a saber, A = Ra „|*. 

Ejemplo 2. Un prcstamo de $4000 se va a amortizar por medio de 
cinco pagos anuales iguales. Calcular el valor del pago anual si la tasa 
es 5% capitalizando anualmente. 


solucion. En este problema se nos pide que calculcmos el pago 
anual R de una anualidad tuvo valor actual es A — $4000, cuyo termino 
es 72 = 5 periodos y cuya tasa de intcres i por periodo es 5%. 

Para n = 5 e i — 5%, la Tabla 6 (Apendice II) nos da el valor 
flwli = 4.3295. Por tanto, de la formula A = Ran\i t tenemos 


A 4000 
~ 4.3295 


$923.90. 


Es conveniente observar, para cada uno de los cinco penodos anua¬ 
les, la distribution de cada pago anual cntre intcres y capital (deuda). 
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Esto se muestra en la tabla 4, quc recibe el nombre de tabla de amorti¬ 
zation. 

Los numeros en la columna (3) son el 5% de los numeros corres- 
pondientes en la columna (1). Los numeros en la columna (4) se ob- 
tienen rcstando los numeros correspondientes de la columna (3), del 
pago anual de $923.90 que aparece en la columna (2). 

TABLA 4 


Ano 

Capital al piinripio 
dc ano 

Pago anual al 
final dc ano 

Interes pagado al 
final dc ano 

Capital pagado al 
final de ano 

1 

$4000.00 

$ 923.90 

$200.00 

$ 723.90 

2 

3276.10 

923.90 

163.81 

760.09 

3 

2516.01 

923.90 

125.80 

798.10 

4 

1717.£» 

923.90 

85.90 

838.00 

5 

879.91 

923.90 

43.99 

879.91 


Totales 

4619.50 

619.50 

4000.00 


Uno de los ejemplos mas frecuentes de amortizacion es el pago de la 
hipoteca de una casa. Generalmente este pago se hace por medio de abo- 
nos mensuales iguales, cuyo valor comun es mayor que el interes de la 
hipoteca en el primer mes. La institution que hace el prestamo general¬ 
mente proporciona a la persona que lo recibe una tabla de amortizacion 
que muestra la distribution de cada grupo mensual entre interes y capital. 

Ahora deduciremos una formula muy util que nos da el tiempo nece- 
sario para amortizar una hipoteca. Para este proposito sean 


R = el pago anual, 
i = la tasa mensual de interes, 

n = numero de meses necesario para amortizar la hipoteca, 

M = valor original de la hipoteca. 

Por el teorema 4 (Art. 17.4), haciendo A = M, la formula para el 
valor actual de una anualidad es 


de donde 


y tambien 
Entonces 


_ » 1 — (1+Q - 


M = R 


Mi 


(i + {)-« = i 


Mi R — Mi 


R 


R 


(1 +*')" = 


R — Mi 


y tomando logaritmos, n log (1 + t) = log R — log (R — Mi), 













Aplicaciones de las anualidades 


413 


de donde se obtiene Ja formula buscada 

. . _ log fl —log (ft — Aft) 

1 ‘ log (1 + i) 

Ejemplo 3. Calcular el numero de meses necesario para amortizar 
una hipoteca de $1 000 por medio de pagos mensuales iguales de $10, 
cobrandose un interes anual de 6%. 

solucion. Aqui, R = 10, i = 0.005, y A/ = 1000. Sustituyendo estos 
valores en la relacidn (1), obtenemos 

log 10 — log (10 — 5) , . 

n - j^g ^ 0 0 Q 5 ) - = *39 meses (aproximadamente). 

EJERCICIOS. GRUPO 63 

1. En el Teorema 4 del Art. 17.4, demostrar que A =5(1 + i)“". Compro- 
bar esta formula con el ejemplo del articulo 17.4. 

2. Utilizando logaritmos obtener el valor del monto S en el ejemplo del 
Art. 17.4. 

3. Utilizando el teorema del binomio obtener el valor del monto S en el 
ejemplo del Art. 17.4. 

En cada uno de los ejercicios 4-7, calcular el monto y el valor actual de la 
anualidad descrita. 

4. Pagos trimestrales de $200 por 4 anos, tasa nominal de interes igual a 6%. 

5. Pages anuales de $500 por 10 anos, tasa nominal de interes igual a 4%. 

6. Pagos semestrales de $400 por 12 anos, lasa nominal de interes igual a 5 %. 

7. Pagos anuales de $300 por 6 anos, tasa nominal de interes igual a 3%. 

8. Calcular el valor de los pagos trimestrales que deben hacerse para ob¬ 
tener $2 000 al final de 5 anos, siendo la tasa nominal de interns igual a 6%. 

9. -Calcular el valor actual de la anualidad descrita en el ejercicio 8. 

10. Si una anualidad continua per tiernpo ilimitado se llama perpetuidad. 
Este hecho puede indicarsc simbolicamente escribiendo n —> oo. Usar la formula 
(4) del Art. 17.4 para demostrar que el valor actual de una perpetuidad es 
igual a Ri 1 . 

11. Usar el resultado del ejercicio 10 para hallar el valor actual de una per¬ 
petuidad de $1 000 semestrales con tasa nominal de interes de 

12. Una perpetuidad cuyo valor actual es $10 000 paga $125 trimestrales. 
Calcular la tasa nominal de interes. 

13. Una persona desea formar un fondo de $8 000, que est£ disponible den- 
tro de 15 anos para la educacidn de su hi jo. Calcular cu£nto debe depositar 
en el banco al final de cada semestre si el interes se capitaliza semestralmente y 
la tasa nominal es de 4%. 

14. Hallar el ntjmero de pagos trimestrales de $100 cada uno que deben 
hacerse para obtener la suma de $6 000 siendo la tasa nominal de interes igual 
a 6 %. 

15. Calcular el numero de pagos semestrales de $300 cada uno deben hacer- 
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se para obtener una suma cuyo valor actual es de $2 700, siendo la tasa nominal 
dc interes igual a 5 9r. 

16. Una persona posee un kqno que vence dentro de 10 anos y que paga 
dividcndos semestrales de $20 cada uno. Conforme se recibe cada dividendo, se 
le invierte con una tasa nominal de 49 f r capitalizando semestralrnente. Hallar el 
monto de esta inversion en la fecha de redencion del bono. 

17. Un bono cuyo valor de redencion al final de 10 anos es $2 000, lleva 
20 cupones, siendo el valor de cada uno $400 semestrales. Calcular el valor ac¬ 
tual, tanto de los cupones como del bono, usando una tasa nominal de 5% capi¬ 
talizando semestralrnente. 

18. Para construir una eseuela, una ciudad obtiene $200 000 por medio de 
una emision de bonos que vence en 15 anos. Calcular la cantidad que debe dcpo- 
sitarse semestralrnente en un fondo de amortizacion para redimir dicha omision, 
si el interes pagado sobre los depositos corresponde a una-tasa de 49£ capitalizan¬ 
do semestralrnente. 

19. Una compania sabe que la vida util de un camion es 8 anos, al final 
de los cuales el costo de reemplazo es $5 000. Calcular la cantidad que debe 
invertirse trimestralmente con tasa nominal de 6% para acumular el costo de 
reemplazo. 

20. Una persona acuerda pagar una deuda de $6 000 con un solo pago al 
final de 5 anos. Si utiliza un fondo de amortizacion para cste proposito, calcular 
cuanto debe invertir semestralrnente con tasa nominal de 5% capitalizando se- 
mestralmente. 

21. Si en el ejcrcicio 20 la persona debe pagar tambien un interes semestral 
con tasa nominal de 49£, ,-ciial es el pago semestral nccesario? 

22. Una persona desea amortizar una deuda de $10 000 en 4 anos, por me¬ 
dio de pagos anuales iguales. Calcular el valor del pago anual si la tasa de interes 
es 4# si se capitaliza anualrnente. 

25. Construir la tabla de amortizacion correspondicnte al ejercicio 22. 

24. Una compania pide un prestamo de $50 000 para modemizar su instala- 
cion. Para amortizar esta deuda se hacen pagos triinestrales iguales por un pe- 
riodo de 2 anos. Calcular el valor de los pagos'si la tasa anual es 6 c /r capitalizan¬ 
do trimestralmente. 

25. Construir la tabla de amortizacion correspondicnte al ejercicio 24. 

26. Una persona desea donar una beca anual de $1 000 en cada uno de los 
siguientes 10 anos. ^Cuanto debe invertir para este proposito al principio del pe- 
rtodo de 10 anos. al 5 r /< capitalizando anualrnente? 

27. Comprobar el resultado del ejemplo 3 del Art. 17.5. 

28. ^Cu&nto tiempo se necesitar& para amortizar una hipoteca de $8 000 por 
medio de pagos mensuales iguales de $50, si el interes se cobra con una tasa no¬ 
minal de 4 y± c /« ? 

29. Una persona desea amortizar una hipoteca de $10 000 por medio de 
pagos mensuales iguales por un periodo de 10 anos. Calcular el valor de cada 
pago si la tasa nominal de interes es de 69£. 

30. Una persona pide un prestamo bancario de $1 200 con tasa nominal de 
4M>9^. acordando pagar de imnediato el descuento bancario por un ano y luego 
pagar $100 mensuales en cada uno de los siguientes 12 meses. Calculat la tasa 
real de interes que se le ha cobrado. 
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Apendice I 


B. Trigonometria. 

1. Definiciones de las funciones trigonometricas. Sea 0 un Angulo tal 
que —360° ^ 6 < 360°. Para definir cste angulo y sus funciones trigonometricas 
es conveniente utilizar un sistema de coordinadas rectangulares. Las indicaciones 
siguientes son aplicables a cada una de las cuatro posiciones que se vcn en la fi- 
gura 45. 



(a) 





Si una linea recta, que originalmente coincide con el eje X , gira en el piano 
coordenado XY, alrededor del origen O, hasta llegar a una nueva posicion OA, 
sc dice que se ha gencrado el Angulo XOA = $ , que tiene el lado inicial OX y el 
lado terminal OA. Si la rotacion es un sentido contrario al giro de las maneci- 
llas de un reloj, se dice entonces que el Angulo generado es positivo; para rotacio- 
nes en el sentido que giran las manccillas de un reloj se dice entonces que el 
Angulo es negativo (Angulos senalados con Hneas punteadas en las figuras). Se 
dice que cl Angulo pertenece al mismo cuadrante en que cae su lado terminal. 

Sobrc el lado terminal OA tomese cualquier punto P distinto de O y con 
coordenadas (at, y). De P, tr&cese PB , peri^endicular al eje X. El segmento OP 
se llama radio vector , designado jx>r r, se toma siempre como positivo. En el 
tri£ngulo OPB y OB — x y PB = y tienen los signos de las coordenadas del punto P 
como se indica para cada uno de los cuatro cuadrantes. Entonces, independientc- 
mente del cuadrante en que caiga 6 , las seis funciones trigonometricas de 6 se 
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definen . tanto cn valor absoiulo como en signo. por medio de los siguienles co- 
cientes: 


seno de 0: sen 0 = — 

T 


langente de fi: tan 0 = 
secantc de B: see 0 = 


coseno de B : c os B = — 
r 

* 

cotangenie de 0: rot 0 = - 
r 


cosccante de 0: esc 0 


r 


Estas definiriones son tamhien validas para angulos positivos y negativos con 
valor absolulo mayor que 360“ 

2. IdENTIDADKS TRIGO NOMLTRICAS I-U N'DAM ENTAI- F.S 


1 

esc B —--, sec ( 

sen 6 

sen 2 B h cos 2 0=1, 


l 1 sen 0 

, cot 0 -- tan 0-j 

tan 0 cos 0 


cos 0 

1 t- tan 2 0 = sec 2 0. 


1 4- cot 2 0 = esc 2 0. 


3. Formulas df. reduccion 

sen (90° ± 0) = cos 0, cos (90 s ± 0) = qisen 0, tan (90° ± 0) = zpcot 0, 
sen (180° ± 0) = ip sen 0. cos (180° ± 0) = —cos 0, tan (180° ± 0) = ±tan 0, 

sen (270° ± 0) = - cos 0, cos (270° ± 0) = *sen 6, tan (270° ± 0) * qzcot 0, 

sen (360 c ± 0) = ±scn 0, cos (360 3 ± 0) = cos 0, tan (360° ± 0) «= ±tan 0. 


4. Medicion de angulos en radianes. Sea 0 un angulo central que inter¬ 
cepts un arco de longitud s en un circulo de radio r. Entonces la medida del 

s . 

angulo 0 en radianes se define como B — . Observese que este cociente es un nume - 

r 

ro (sin unidades) ya que s y r son longitudes. De la definicion de medida en ra- 
dianes se obtiene en seguida la telacion de conversion: 

77 radianes = 180° 


de donde 

180° 

1 radian =- 

77 


57.2958® (aproxiniadamentc), 
57° 1 7‘45" (aproximadarnente). 


l rt —- radianes = 0.017453 radianes (aproximadarnente). 

180 

5. FUNCIONES TRIGONOMF.TRICAS DE ANGUI.OS NOTABLES 


Angulo 0 en 

sen 0 

cos 0 

tan 0 

Radianes 

Or ados 

0 

0° 

0 

1 

0 

. 6 

30° 

U 


%V3 

77 

4 

45° 

V 2 V 2 

W2 

1 

77 

3 

0 

O 

VC 

%Vs 

% 

V3 

77 

2 

90° 

1 

0 
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A pend ice I 


6. Formulas para suma y resta de Angulos 

sen ( x ± y) = sen x cos ± cos x sen y, 
cos (x ± y) — cos x cos y zf. sen x sen y, 
tan x ± tan y 

tan (x ± }’) = --. 

1 zp tan x tan y 

7. Formulas para el Angulo doble 

sen 2x — 2 sen x cos x, 

cos 2x — cos 2 x — sen 2 * =1 — 2 sen 2 x = 2 cos 2 x — 1, 

0 2 tan at 

tan 2 x= — --—-— 

1 — tan- x 

8. Formulas para la mitad del Angulo 


sen 


i-*V 


!\- 


cos X 


cos 


i-*V ± 


4- cos x 


X 

tan - 

2 


Y- 


1 -('OS X 

1 + COS X 


sen x _ sen x 

1 -f cos x sen x 


C. El alfabeto griego 


A a alpha 

I t iota 

P q ro 

B ^ beta 

A x kappa 

2 a sigma 

r y gamma 

A A lambda 

T t tau 

A ft delta 

M p my 

T v ipsilon 

E e epsilon 

N v ny 

<1> 0 fi 

Z £ zeta 

S l xi 

x x ji 

H T) eta 

0 o omicron 

'F \jt psi 

© 0 theta 

II Ji pi 

Q 0 ) omega 
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Apendice II 

1. FUNCIONES TRIGONOMETRIC AS NATURALER 



Radiants 

Grados 

Seno 

Coseno 

Tangente 

Cotangente 




.0000 

0.0 

.0000 

1.0000 

.0000 

— 

90.0 

1.5708 


0087 

0.5 

.0087 

1.0000 

.0087 

114.5887 

89.5 

1.5621 


.0175 

1.0 

.0175 

.9998 

.0175 

57.2900 

89.0 

1.5533 


.0202 

1 5 

.0262 

‘.9997 

.0262 

38.1885 

88.5 

1.5446 


.0349 

2.0 

.0349 

.9094 

.0349 

28.6363 

88.0 

1.5359 


.043C> 

2.5 

.0436 

.9990 

.0437 

22.9038 

87.5 

1.5272 


.0524 

3.0 

.0523 

.9986 

.0524 

19.0811 

87.0 

1.5184 


.0011 

3.5 

.0010 

.99$1 

.0612 

16.3499 

86.5 

1.5097 


0098 

4.0 

. 0098 

.9976 

.0699 

14.3007 

86.0 

1.5010 


.0785 

4.5 

.0785 

.9969 

.0787 

12.7062 

85.5 

1.4923 


.0873 

5.0 

.0872 

.9962 

.0875 

11.4301 

85.0 

1.4835 


.0900 

5.5 

.0958 

.9954 

.0963 

10.3854 

84.5 

1.4748 


.1047 

0.0 

.1045 

.9945 

.1051 

9.5144 

84.0 

1.4661 


.1134 

0.5 

.1132 

.9936 

.1139 

8.7769 

83.5 

1.4574 


.1222 

7.0 

.1219 

.9925 

.1228 

8.1443 

83.0 

1.4486 


.1309 

7.5 

.1305 

.9914 

.1317 

7.5958 

82.5 

1.4399 


.1390 

8.0 

.1392 

.9903 

.1405 

7.1154 

82.0 

1.4312 


. 1484 

8 5 

.1478 

.9890 

.1495 

6.6912 

81.5 

1.4224 


.1571 

9.0 

.1564 

.9877 

.1584 

6.3138 

81.0 

1.4137 


.1058 

9.5 

.1650 

.9863 

.1673 

5.9758 

80.5 

1.4050 


.1745 

10.0 

.1736 

.9848 

. 1763 

5.6713 

80.0 

1.3963 


.1833 

10.5 

.1822 

.9833 

.1853 

5.3955 

79.5 

1.3875 


. 1920 

11.0 

.1908 

.9816 

.1944 

5.1446) 

79.0 

1.3788 


.2007 

11.5 

.1994 

.9799 

.2035 

4.9152 

78.5 

1.3701 


.2094 

12.0 

.2079 

.9781 

.2126 

4.7046 

78.0 

1.3614 


.2182 

12.5 

.2164 

.9763 

.2217 

4.5107 

77.5 

1.3526 


.2209 

13.0 

.2250 

.9744 

.2309 

4.3315 

77.0 

1.3439 


.2350 

13.5 

.2334 

.9724 

.2401 

4.1653 

76.5 

1.3352 


.2443 

14.0 

.2419 

.9703 

.2493 

4.0108 

76.0 

1.3265 


.2531 

14.5 

.2504 

.9681 

. 2586 

3.8667 

75.5 

1.31 i 7 


.2018 

15.0 

.2588 

.9659 

.2679 

3.7321 

75.0 

1.3090 


.2705 

15.5 

.2672 

.9636 

.2773 

3.6059 

74.5 

1.3003 


.2793 

16.0 

.2756 

.9613 

.2867 

3.4874 

74.0 

1.2915 


.2880 

10.5 

.2840 

.9588 

.2962 

3.3759 

73.5 

1.2828 


.2907 

17.0 

.2924 

.9563 

.3057 

3.2709 

73.0 

1.2741 


3054 

17.5 

.3007 

.9537 

.3153 

3.1716 

72.5 

1.2654 


. 3142 

18.0 

.3090 

.9511 

.3249 

3.0777 

72.0 

1.2566 


.3229 

18.5 

.3173 

.9483 

.3346 

2.9887 

71.5 

1.2479 


.3310 

19.0 

.3256 

.9455 

.3443 

2.9042 

71.0 

1.2392 


.3403 

19.5 

.3338 

.9426 

.3541 

2.8239 

70.5 

1.2305 


.3491 

20.0 

.3420 

.9397 

.3640 

2.7475 

70.0 

1.2217 


.3578 

20.5 

.3502 

.9367 

.3739 

2.6746 

69.5 

1.2130 


. 3005 

21.0 

.3584 

.9336 

.3839 

2.6051 

69.0 

1.2043 


.3752 

21.5 

.3665 

.9304 

.3939 

2.5386 

68.5 

1.1956 


.3S40 

22.0 

.3746 

.9272 

.4040 

2.4751 

68.0 

1.1868 


.3927 

22.5 

.3827 

.9239 

.4142 

2.4142 

67.5 

1.1781 




Coseno 

Seno 

Cotangente 

Tangente 

Grados 

Radianes 
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1. FUN CION £S TKIGONOMETRICAS NATUKALLS 


Radianes 

Grados 

Seno 

Coseno 

Tangente 

Cotangente 


.3927 

22.5 

.3827 

.9239 

.4142 

2.4142 

67.5 

.4014 

23.0 

.3907 

.9205 

.4245 

2.3559 

67.0 

.4102 

23.5 

.3987 

.9171 

.4348 

2.2998 

66.5 

.4189 

24.0 

.4007 

.9135 

.4452 

2.2460 

66.0 

.4270 

24.5 

.4147 

.9100 

.4557 

2.1943 

65.5 

.4363 

25.0 

.4220 

.9063 

.4663 

2.1445 

65.0 

.4451 

25.5 

.4305 

.9026 

.4770 

2.0905 

64.5 

.4538 

20.0 

.4384 

.8988 

.4877 

2.0503 

04.0 

.4025 

20.5 

.4462 

.8949 

.4986 

2.0057 

03.5 

.4712 

27.0 

.4540 

.8910 

.5095 

1.9626 

03.0 

.4800 

27.5 

.4617 

.8870 

.5200 

1.9210 

62.5 

.4887 

28.0 

.4095 

.8829 

.5317 

1.8807 

62.0 

.4974 

28.5 

.4772 

.8788 

.5430 

1.8418 

61.5 

.5001 

29.0 

.4848 

.8740 

.5543 

1.8040 

01.0 

.5149 

29.5 

.4924 

.8704 

.5658 

1.7075 

00.5 

.5236 

30.0 

.5000 

.8060 

.5774 

1.7321 

00.0 

.5323 

30.5 

.5075 

.8616 

.5890 

1.6977 

59.5 

.5411 

31.0 

.5150 

.8572 

.6009 

1.0043 

59.0 

.5498 

31.5 

.5225 

.8526 

.6128 

1.6319 

58.5 

.5585 

32.0 

.5299 

.8480 

.0249 

1.6003 

58.0 

.5672 

32.5 

.5373 

.8434 

.6371 

1.5097 

57.5 

.5760 

33.0 

.5446 

.8387 

.6494 

1.5399 

57.0 

.5847 

33.5 

.5519 

.8339 

.0019 

1.5108 

56.5 

.5934 

34.0 

.5592 

.8290 

.6745 

1.4826 

50.0 

.0021 

34.5 

. 5064 

.8241 

.0873 

1.4550 

55.5 

.6109 

35.0 

.5730 

.8192 

.7002 

1.4281 

55.0 

.6196 

35.5 

.5807 

.8141 

.7133 

1.4019 

54.5 

.0283 

36.0 

.5878 

.8090 

.7205 

1.3704 

54.0 

. 0370 

30.5 

.5948 

.8039 

.7400 

1.3514 

53.5 

. 6458 

37.0 

.0018 

.7986 

.7530 

1.3270 

53.0 

.0545 

37.5 

.6088 

.7934 

.7673 

1.3032 

52.5 

.0032 

38.0 

.0157 

.7880 

.7813 

1.2799 

52.0 

.0720 

38.5 

.6225 

.7820 

.7954 

1.2572 

51.5 

.0807 

39.0 

.6293 

.7771 

.8098 

1.2349 

51.0 

.0894 

39.5 

.6301 

.7716 

.8243 

1.2131 

50.5 

.6981 

40.0 

.6428 

.7600 

.8391 

1.1918 

50.0 

.7069 

40.5 

.6494 

.7004 

.8541 

1.1708 

49.5 

.7150 

41.0 

.0501 

.7547 

.8093 

1.1504 

49.0 

.7243 

41.5 

.6626 

.7490 

.8847 

1.1303 

48.5 

.7330 

42.0 

.6091 

.7431 

.9004 

1.1106 

48.0 

.7418 

42.5 

.0750 

.7373 

.9103 

1.0913 

47.5 

.7505 

43.0 

.6820 

.7314 

.9325 

1.0724 

47.0 

.7592 

43.5 

.0884 

.7254 

.9490 

1.0538 

46.5 

.7079 

44.0 

.0947 

.7193 

.9057 

1.0355 

40.0 

.7707 

44.5 

.7009 

.7133 

.9827 

1.0170 

45.5 

.7854 

45.0 

.7071 

.7071 

1.0000 

1.0000 

45.0 



Coseno 

Seno 

Cotangente 

Tangente 

Grados 


1.1781 

1.1004 
1.1606 
1.1519 
1.1432 
1.1345 

1.1257 

1.1170 

1.1083 

1.0990 

1.0908 

1.0821 

1.0734 

1.0047 

1.0559 

1.0472 

1.0385 
1.0297 
1.0210 
1.0123 
1.0030 

.9948 

.9801 

.9774 

.9087 

.9599 

.9512 

.9425 

.9338 

.9250 

.9163 

.9070 

.8988 

.8901 

.8814 

.8727 

.8039 

.8552 

.8405 

.8378 

.8290 

.8203 

.8110 

.8029 

.7941 

.7854 

Radianes 
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Apendice II 

2. LOCARITMOS DECIMALF.S 



0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

0000 

0043 

0086 

0128 

0170 

0212 

0253 

0294 

0334 

0374 

11 

0414 

0453 

0492 

.0531 

0569 

0607 

0645 

0682 

0719 

0755 

12 

0792 

0828 

0864 

0899 

0934 

0969 

1004 

1038 

1072 

1106 

13 

1139 

1173 

1206 

1239 

1271 

1303 

1335 

136)7 

1399 

1430 

14 

1461 

1492 

1523 

1553 

1584 

1614 

1044 

1673 

1703 

1732 

15 

1761 

1790 

1818 

1847 

1875 

1903 

1931 

1959 

1987 

2014 

16 

2041 

2068 

2095 

2122 

2148 

2175 

2201 

2227 

2253 

2279 

17 

2304 

2330 

2355 

2380 

2405 

2430 

2455 

2480 

2504 

2529 

18 

2553 

2577 

2601 

2C25 

2648 

2672 

2695 

2718 

2742 

2705 

19 

2788 

2810 

2833 

2856 

2878 

2900 

2923 

2945 

2967 

2989 

20 

3010 

3032 

3054 

3075 

3096 

3118 

3139 

3160 

3181 

3201 

21 

3222 

3243 

3263 

3284 

3304 

3324 

3345 

3365 

3385 

3404 

22 

3424 

3444 

3464 

3483 

3502 

3522 

3541 

3560 

3579 

3598 

23 

3617 

3636 

3655 

3674 

3692 

3711 

3729 

3747 

376>6 

3784 

24 

3802 

3820 

3838 

3856 

3874 

3892 

3909 

3927 

3945 

3962 

25 

3979 

3997 

4014 

4031 

4048 

4065 

4082 

4099 

4116 

4133 

26 

4150 

4160 

4183 

4200 

4216 

4232 

4249 

4265 

4281 

4298 

27 

4314 

4330 

4346 

4362 

4378 

4393 

4409 

4125 

4440 

4456 

28 

4472 

4487 

4502 

4518 

4533 

4548 

456>4 

4579 

4594 

4609 

29 

4624 

4639 

4654 

4669 

4683 

4698 

4713 

4728 

4742 

4757 

30 

4771 

4786 

4800 

4814 

4829 

4843 

4857 

4871 

4886 

4900 

31 

4914 

4928 

4942 

4955 

496)9 

4983 

4997 

5011 

5024 

5038 

32 

5051 

5065 

5079 

5092 

5105 

5119 

5132 

5145 

5159 

5172 

33 

5185 

5198 

5211 

5224 

5237 

5250 

5263 

5276 

5289 

5302 

34 

5315 

5328 

5340 

5353 

53G6 

5378 

5391 

5403 

5416 

5428 

35 

5441 

5453 

5465 

5478 

5490 

5502 

5514 

5527 

5539 

5551 

36 

5563 

5575 

5587 

5599 

5611 

5623 

5635 

5647 

5658 

5670 

37 

5682 

5694 

5705 

5717 

5729 

5740 

5752 

5763 

5775 

5786 

38 

5798 

5809 

5821 

5832 

58-13 

5855 

5806 

5877 

5S88 

5899 

39 

5911 

5922 

5933 

5944 

5955 

59G6 

5977 

5988 

5999 

6010 

40 

6021 

6031 

6)042 

6053 

6)064 

6075 

6085 

6096 

6107 

6117 

41 

6128 

6138 

6149 

616)0 

6170 

6180 

6191 

6201 

6212 

6222 

42 

6232 

6243 

6253 

62G3 

6274 

6284 

6294 

6304 

6314 

6325 

43 

6335 

6345 

6355 

6365 

6)375 

(‘>.385 

6395 

6405 

6*115 

6425 

44 

6435 

6444 

6)454 

6464 

6474 

6484 

6493 

6503 

6513 

6522 

45 

6532 

6542 

6551 

6561 

6571 

6580 

6590 

6599 

6609 

6618 

46 

6628 

6637 

6646 

6656 

6665 

6675 

6684 

6693 

6702 

6712 

47 

6721 

6730 

6739 

6749 

6758 

6767 

6776 

6785 

6794 

6803 

48 

6812 

6821 

6830 

6839 

6848 

6)857 

6866 

0875 

0884 

6893 

49 

6902 

6911 

6920 

6928 

6937 

6946 

6955 

69G4 

6972 

6981 

50 

6990 

6998 

7007 

7016 

7024 

7033 

7042 

7050 

7059 

7067 

51 

7076 

7084 

7093 

7101 

7110 

7118 

7126 

7135 

7143 

7152 

52 

7100 

7168 

7177 

7185 

7193 

7202 

7210 

7218 

7226 

7235 

53 

7243 

7251 

7259 

7267 

7275 

7284 

7202 

7300 

7308 

7316 

54 

7324 

7332 

7340 

7348 

7356 

7364 

7372 

7380 

7388 

7396 














Apendice II 

2. l.OGARITMOS DFCIMAl.ES 


423 



0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

55 

7404 

7412 

7419 

7427 

7435 

7443 

7451 

7459 

7406 

7474 

m 

7482 

7490 

7497 

7505 

7513 

7520 

7528 

7536 

7543 

7551 

57 

7559 

7566 

7574 

75b2 

7589 

7597 

7004 

7612 

7619 

7627 

58 

7034 

7642 

7649 

7657 

7064 

7672 

7679 

7686 

7694 

7701 

59 

7709 

771G 

7723 

7731 

7738 

7745 

7752 

770)0 

7767 

7774 

60 

7782 

7789 

7796 

7803 

7810 

7818 

7825 

7832 

7839 

7846 

61 

7853 

7800 

7868 

7875 

7882 

7889 

7896 

7903 

7910 

7917 

62 

71*24 

7931 

7938 

7945 

7952 

7959 

7906 

7973 

7980 

7987 

63 

7993 

8000 

8007 

8014 

8021 

8028 

8035 

8041 

8048 

8055 

64 

8002 

8000 

8075 

fc082 

8089 

8096 

8102 

8109 

8116 

8122 

65 

8129 

8136 

8142 

8149 

8156 

8162 

8169 

8170 

8182 

8189 

66 

8105 

8202 

8209 

8215 

8222 

8228 

8235 

8241 

8248 

8254 

67 

8201 

8267 

8274 

82H) 

8287 

8293 

8299 

8306 

8312 

8319 

6 S 

8325 

8331 

8338 

8344 

8351 

8357 

8303 

8370 

8376 

8382 

69 

8388 

8395 

8101 

8407 

8414 

8420 

8420 

8432 

8439 

8445 

70 

8451 

8457 

S463 

8470 

8476 

8482 

8488 

8494 

8500 

8506 

71 

8513 

8510 

8525 

8531 

8537 

8543 

8549 

8555 

8561 

8567 

72 

8573 

8579 

8585 

8591 

8597 

8603 

8609 

8015 

8621 

8627 

73 

8633 

8639 

8045 

8651 

8657 

8663 

8669 

8675 

8681 

8686 

74 

8692 

8698 

8704 

8710 

8716 

8722 

8727 

8733 

8739 

8745 

75 

8751 

8750 

8762 

8768 

8774 

8779 

8785 

8791 

8797 

8802 

76 

8808 

8814 

8820 

8825 

8831 

8837 

8842 

8848 

8854 

8859 

77 

8805 

8S71 

8876 

8882 

8887 

8893 

8899 

8904 

8910 

8915 

78 

8921 

8927 

8932 

8938 

8943 

8949 

8954 

890,0 

8965 

8971 

79 

8976 

8982 

8987 

8993 

8998 

9004 

9009 

9015 

9020 

9025 

80 

9031 

9036 

9042 

9047 

9053 

9058 

9063 

9069 

9074 

9079 

81 

9085 

9090 

9096 

9101 

9106 

9112 

9117 

9122 

9128 

9133 

82 

9138 

9143 

9149 

9154 

9159 

9105 

9170 

9175 

9180 

9186 

83 

9191 

9196 

9201 

9206 

9212 

9217 

9222 

9227 

9232 

9238 

84 

9243 

9248 

9253 

9258 

9263 

9269 

9274 

9279 

9284 

9289 

85 

9294 

9299 

9304 

9309 

9315 

9320 

9325 

9330 

9335 

9340 

86 

9345 

9350 

9355 

9360 

9365 

9370 

9375 

9380 

9385 

9390 

87 

9395 

9400 

9105 

9410 

9415 

9420 

9425 

9430 

9435 

9440 

88 

9145 

9450 

9455 

9460 

9405 

9469 

9474 

9479 

9484 

9489 

89 

9194 

9499 

9504 

9509 

9513 

9518 

9523 

9528 

9533 

9538 

90 

9542 

9547 

9552 

9557 

9562 

9566 

9571 

9576 

9581 

9586 

01 

9590 

9595 

9G00 

9605 

9609 

9614 

9619 

9624 

9628 

9G33 

92 

9038 

9643 

9647 

9652 

9657 

9661 

900)6 

90)71 

9675 

9680 

93 

90>85 

9()89 

9694 

9099 

9703 

9708 

9713 

9717 

9722 

9727 

94 

9731 

9736 

9741 

9745 

9750 

9754 

9759 

9763 

9768 

9773 

95 

9777 

9782 

9786 

9791 

9795 

9800 

9805 

9809 

9814 

9818 

96 

9823 

9827 

9832 

9836 

9841 

9845 

9850 

9854 

9859 

9863 

97 

9S68 

9872 

9877 

9881 

9886 

9890 

9894 

9899 

9903 

9908 

98 

9912 

9917 

9921 

9926 

9930 

9934 

9939 

9943 

9948 

9952 

99 

9956 

9961 

9965 

9909 

9974 

9978 

9983 

9987 

9991 

9996 
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A pend ice II 

3 . MONTO COMPUESTO I>E $ 1 l (1 I * f ) 


71 

i i% 

2% 

Ol C7 
+ 7 /V 

3% 

4% 

6% 

6% 

1 

1.0150 

1.0200 

1.0250 

1.0300 

1.0400 

1.0500 

1.0600 

2 

1.0302 

1.0404 

1.0506 

1 . 00)09 

1.0816 

1.1025 

1.1236 

3 

1.0457 

1.0612 

1.0769 

1.0927 

1.1249 

1.1576 

1.1910 

4 

1.0614 

1.0824 

1.1038 

1.1255 

1.1699 

1.2155 

1.2625 

5 

1.0773 

1.1041 

1.1314 

1.1593 

1.2167 

1.2763 

1.3382 

6 

1.0934 

1.1262 

1.1597 

1.1941 

1.2653 

1.3401 

1.4185 

7 

1.1098 

1.1487 

1.1887 

1.2299 

1.3159 

1.4071 

1.5036 

8 

1.1265 

1.1717 

1.2184 

1.2668 

1.3686 

1.4775 

1.5938 

9 

1.1434 

1.1951 

1.2489 

1.3048 

1.4233 

1.5513 

1.6895 

10 

1.1605 

1.2100 

1.2801 

1.3439 

1.4802 

1.6289 

1.7908 

11 

1.1779 

1.2434 

1.3121 

1.3842 

1.5395 

1.7103 

1.8983 

12 

1.1956 

1.2682 

1.3449 

1.4258 

1.6010 

1.7959 

2.0122 

13 

1.2136 

1.2936 

1.3785 

1.4685 

1.6651 

1.8856 

2.1329 

14 

1.2318 

1.3195 

1.4130 

1.5126 

1.7317 

1.9799 

2.2609 

15 

1.2502 

1.3459 

1.4483 

1.5580 

1.8009 

2.0789 

2 3966 

16 

1.2690 

1.3728 

1.4845 

1.6047 

1.8730 

2.1829 

2.5404 

17 

1.2880 

1.4002 

1.5216 

1.6528 

1.9479 

2.2920 

2.6928 

18 

1.3073 

1.4282 

1.5597 

1.7024 

2.0258 

2.4066 

2.8543 

19 

1.3270 

1.4568 

1.5987 

1.7535 

2.1068 

2.5270 

3.0256 

20 

1.3469 

1.4859 

" 1.6 386 

1.8061 

2.1911 

2.6533 

3.2071 

21 

1.3671 

1.5157 

1.6796 

1.8603 

2.2788 

2.7860 

3.3996 

22 

1.3876 

1.5460 

1.7216 

1.9161 

2.3699 

2.9253 

3.6035 

23 

1.4084 

1.5769 

1.7640 

1.9736 

2.4647 

3.0715 

3.8197 

24 

1.4295 

1.6084 

1.8087 

2.0328 

2.5633 

3.2251 

4.0489 

25 

1.4509 

1.6406 

1.8539 

2.0938 

2.6658 

3.3864 

4.2919 

26 

1.4727 

1.6734 

1.9003 

2.1566 

2.7725 

3.5557 

4.5494 

27 

1.4948 

1.7069 

1.9478 

2.2213 

2.8834 

3.7335 

4.8223 

28 

1.5172 

1.7410 

1.9965 

2.2879 

2.9987 

3.9201 

5.1117 

29 

1.5400 

1.7758 

2.0464 

2.3566 

3.1187 

4.1161 

5.4184 

30 

1.5631 

1.8114 

2.0976 

2.4273 

3.2434 

4.3219 

5.7435 

31 

1.5865 

1.8476 

2.1500 

2.5001 

3.3731 

4.5380 

6.0881 

32 

1.6103 

1.8845 

2.2038 

2.5751 

3.5081 

4.7649 

6.4534 

33 

1.6345 

1.9222 

2.2589 

2.6523 

3.6484 

5.0032 

6.8406 

34 

1.6590 

1.9607 

2.3153 

2.7319 

3.7943 

5.2533 

7.2510 

35 

1.6839 

1.9999 

2.3732 

2.8139 

3.9461 

5.5160 

7.6861 

36 

1.7091 

2.0399 

2.4325 

2.8983 

4.1039 

5.7918 

8.1473 

37 

1.7348 

2.0807 

2.4933 

2.9852 

4.2681 

6.0814 

8.6361 

38 

1.7608 

2.1223 

2.5557 

3.0748 

4.4388 

6.3855 

9.1543 

39 

1.7872 

2.1647 

2.6196 

3.1670 

4.6164 

6.7048 

9.7035 

40 

1.8140 

2.2080 

2.6851 

3.2620 

4.8010 

7.0400 

10.2857 

41 

1.8412 

2.2522 

2.7522 

3.3599 

4.9931 

7.3920 

10.9029 

42 

1.8688 

2.2972 

2.8210 

3.4607 

5.1928 

7.7616 

11.5570 

43 

1.8969 

2.3432 

2.8915 

3.5645 

5.4005 

8.1497 

12.2505 

44 

1 9253 

2.3901 

2.9638 

3.6715 

5.6165 

8.5572 

12.9855 

45 

1.9542 

2.4379 

3.0379 

3.7816 

5.8412 

8.9850 

13.7646 

46 

1.9835 

2.4866 

3.1139 

3.8950 

6.0748 

9.4343 

14.5905 

47 

2.0133 

2.5363 

3.1917 

4.0119 

6.3178 

9.9060 

15.4659 

48 

2.0435 

2.5871 

3.2715 

4.1323 

6.5705 

10.4013 

16.3939 

49 

2.0741 

2.6388 

3.3533 

4.2562 

6.8333 

10.9213 

17.3775 

50 

2.1052 

2.6916 

3.4371 

4.3839 

7.1067 

11.4674 

18.4202 
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n 

1 \ c /c 

a % 

oi c; 

“ 2 /0 

3% 

4% 

6% 

6% 

1 

.985 22 

.980 39 

.07561 

.97087 

.96154 

.95238 

.94340 

2 

.970 66 

.961 17 

.95181 

.94260 

.92456 

.90703 

.89000 

3 

.956 32 

.942 32 

.92860 

.91514 

.88900 

.86384 

.83962 

4 

.942 18 

.923 85 

.90595 

.88849 

.85480 

.82270 

.79209 

5 

.928 26 

.905 73 

.88385 

.86261 

.82193 

.78353 

.74726 

6 

.914 54 

.887 97 

.86230 

.83748 

.79031 

.74622 

.70496 

7 

.901 03 

.870 56 

.84127 

.81309 

.75992 

.71068 

.06506 

8 

.687 71 

.853 49 

.82075 

.78941 

.73069 

.67684 

.62741 

9 

.874 59 

.836 76 

.80073 

.76642 

.70259 

.(>4461 

.59190 

10 

.861 67 

.820 35 

.78120 

.74409 

.67556 

.61391 

.55839 

11 

.848 93 

.804 26 

.76214 

.72242 

.64958 

.8468 

.52679 

12 

.836 39 

.788 49 

.74356 

.70138 

.62460 

.55684 

.49697 

13 

.824 03 

.773 03 

.72542 

.68095 

.60057 

.53032 

.46884 

14 

.811 85 

.757 88 

.70773 

.66112 

.57748 

.50507 

.44230 

15 

.799 85 

.743 01 

.69047 

.64186 

.55526 

.48102 

.41727 

16 

.788 03 

.728 45 

.67362 

.62317 

.53391 

.45811 

.39365 

17 

.776 39 

.714 16 

.65720 

.60502 

.51337 

.43630 

.37136 

18 

.764 91 

.700 16 

.64117 

.58739 

.49363 

.41552 

.35034 

19 

.753 61 

.686 43 

.62553 

.57029 

.47464 

.39573 

! .33051 

20 

.742 47 

.672 97 

.61027 

.55368 

.45639 

.37689 

1 .31180 

21 

.731 50 

.659 78 

.59539 

.53755 

.43883 

.35894 

.29416 

22 

.720 69 

.646 84 

.58086) 

.52189 

.42190 

.34185 

.27751 

23 

.710 04 

.634 16 

.56670 

.50669 

.40573 

.32557 

.26180 

24 

.699 54 

.621 72 

.55288 

.49193 

.39012 

.31007 

.24698 

25 

.689 21 

.609 53 

.53939 

.47761 

.37512 

.29530 

.23300 

26 

.679 02 

.597 58 

.52623 

.46369 

.36065 

.28124 

.21981 

27 

.668 99 

.585 86 

.51340 

.45019 

.34682 

.26785 

.20737 

28 

.659 10 

.574 37 

.50088 

.43708 

.33348 

.25509 

.19563 

29 

.649 36 

.563 11 

.48866 

.42435 

.32069 

.24295 

, .18456 

30 

.639 76 

.552 07 

.47674 

.41199 

.30832 

.23138 

.17411 

31 

.630 31 

.541 25 

.46511 

.39999 

.29646 

.22036 

.16425 

32 

.620 99 

.530 63 

.45377 

.38834 

.28506 

.20987 

.15496 

33 

.611 82 

.520 23 

.44270 

.37703 

.27409 

. 19987 

.14619 

34 

.602 77 

.510 03 

.43191 

.36604 

.26355 

.19035 

.13791 | 

35 

.593 87 

.500 03 

.42137 

.35538 

.25342 

.18129 

.13011 

36 

.585 09 

.490 22 

.41109 

.34503 

.24367 

•17266 

.12274 

37 

.576 44 

.480 61 

.40107 

.33498 

.23430 

.16444 

! .11579 

38 

.567 92 

.471 19 

.39128 

.32523 

.22529 

.15661 

. .10924 

39 

.559 53 

.461 95 

.38174 

.31575 

.21662 

.14915 

.10306 

40 

.551 26 

.452 89 

.37243 

' .30656 

.20829 

.14205 

j .09722 

41 

.543 12 

.444 01 

.36335 

.29763 

.20028 

.13528 

.09172 

42 

.535 09 

.435 30 

.35448 

.28890 

.19257 

.L2884 

1 .08653 

43 

.527 18 

.426 77 

.34584 

.28054 

. 1851< 

.12270 

.08163 

44 

.519 39 

.418 40 

.33740 

.27237 

.17805 

.116)86 

1 .07701 

45 

.511 71 

,110 20 

.32917 

.26444 

.17120 

.11130 

1 .07265 

46 

.504 15 

.402 15 

.32115 

.25674 

.16461 

.10600 

: .06854 

47 

.496 70 

.394 27 

.31331 

.24926 

.15828 

.10095 

! .06*466 

48 

.489 36 

.386 54 

.30567 

.24200 

.15219 

.09614 

! .06100 

49 

.482 13 

.378 96 

.29822 

.23495 

.14634 

.09156* 

! .05755 

50 

.475 00 

.371 53 

.29094 

.22811 

.14071 

.08720 

1 .05429 
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Apendice II 

5. MONTO DE UNA ANUALIDAD DE $ 1 : 


n 

u % 

2% 

*1% 

3% 

4% 

5% 

6% 

1 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

2 

2.0150 

2.0200 

2.0250 

2.0300 

2.0400 

2.0500 

2.0600 

3 

3.0452 

3.0604 

3.0756 

3.0909 

3.1216 

3.1525 

3.1836 

4 

4.0909 

4.1216 

4.1525 

4.1836 

4.2465 

4.3101 

4.3746 

5 

5.1523 

5.2040 

5.2563 

5.3091 

5.4163 

5.5256 

5.6371 

6 

6.2296 

6.3081 

6.3877 

6.4684 

6.6330 

6.8019 

6.9753 

7 

7.3230 

7.4343 

7.5474 

7.6625 

7.8983 

8.1420 

8.3938 

8 

8.4328 

8.5830 

8.7361 

8.8923 

9.2142 

9.5491 

9.8975 

9 

9.5593 

9.7546 

9.9545 

10.1591 

10.5828 

11.0266 

11.4913 

10 

10.7027 

10.9497 

11.2034 

11.4639 

12.0061 

12.5779 

13.1808 

11 

11.8633 

12.1687 

12.4835 

12.8078 

13.4864 

14.2068 

14.9716 

12 

13.0412 

13.4121 

13.7956 

14.1920 

15.0258 

15.9171 

16.8699 

13 

14.2368 

14.6803 

15.1404 

15.6178 

16.6268 

17.7130 

18.8821 

14 

15.4504 

15.9739 

16.5190 

17.0863 

18.2919 

19.5986 

21.0151 

15 

16.6821 

17.2934 

17.9319 

18.5989 

20.0236 

21.5786 

23.2760 

16 

17.9324 

18.6393 

19.3802 

20.15(59 

21.8245 

23.6575 

25.6725 

17 

19.2014 

20.0121 

20.8647 

21.7616 

23.6975 

25.8404 

28.2129 

18 

20.4894 

21.4123 

22.3863 

23.4144 

25.6454 

28.1324 

30.9057 

19 

21.7967 

22.8406 

23.9460 

25.1169 

27.6712 

30.5390 

33.7600 

20 

23.1237 

24.2974 

25.5447 

26.8704 

29.7781 

33.0660 

36.7856 

21 

24.4705 

25.7833 

27.1833 

28.6765 

31.9692 

35.7193 

39.9927 

22 

25.8370 

27.2990 

28.8629 

30.5368 

34.2480 

38.5052 

43.3923 

23 

27.2251 

28.8450 

30.5844 

32.4529 

36.6179 

41.4305 

46.9958 

24 

28.6335 

30.4219 

32.3490 

34.4265 

39.0826 

44.5020 

50.8156 

25 

30.0630 

32.0303 

34.1578 

36.4593 

41.6459 

47.7271 

54.8645 

26 

31.5140 

33.6709 

36.0117 

38.5530 

44.3117 

51.1135 

59.1564 

27 

32.9867 

35.3443 

37.9120 

40.7096 

47.0842 

54.6691 

63.7058 

28 

34.4815 

37.0512 

39.8598 

42.9309 

49.9676 

58.4026 

68.5281 

29 

35.9987 

38.7922 

41.8563 

45.2189 

52.9663 

62.3227 

73.6398 

30 

37.5387 

40.5681 

43.9027 

47.5754 

56.0849 

66.4388 

79.0582 

31 

39.1018 

42.3794 

46.0003 

50.0027 

59.3283 

70.7608 

84.8017 

32 

40.6883 

44.2270 

48.1503 

52.5028 

62.7015 

75.2988 

90.8898 

33 

42.2986 

46.1116 

50.3540 

55.0778 

66.2095 

80.0638 

97.3432 

34 

43.9331 

48.0338 

52.6129 

57.7302 

69.8579 

85.0670 

104.1838 

35 

45.5921 

49.9945 

54.9282 

60.4621 

73.6522 

90.3203 

111.4348 

36 

47.2760 

51.9944 

57.3014 

63.2759 

77.5983 

95.8363 

119.1209 

37 

48.9851 

54.0343 

59.7339 

66.1742 

81.7022 

101.6281 

127.2681 

38 

50.7199 

56.1149 

62.2273 

69.1594 

85.9703 

107.7095 

135.9042 

39 

52.4807 

58.2372 

64.7830 

72.2342 

90.4091 

114.0950 

145.0585 

40 

54.2679 

60.4020 

67.4026 

75.4013 

95.0255 

120.7998 

154.7620 

41 

56.0819 

62.6100 

70.0876 

78.6633 

99.8265 

127.8398 

165.0477 

42 

57.9231 

64.8622 

72.8398 

82.0232 

104.8196 

135.2318 

175.9505 

43 

59.7920 

67.1595 

75.6608 

85.4839 

110.0124 

142.9933 

187.5076 

44 

61.6889 

69.5027 

78.5523 

89.0484 

115.4129 

151.1430 

199.7580 

45 

63.6142 

71.8927 

81.5161 

92.7199 

121.0294 

159.7002 

212.7435 

46 

65.5684 

74.3306 

84.5540 

96.5015 

126.8706 

168.6852 

226.5081 

47 

67.5519 

76.8172 

87.6679 

100.3965 

132.9454 

178.1194 

241.0986 

48 

69.5652 

79.3535 

90.8596 

104.4084 

139.2632 

188.0254 

256.5645 

49 

71.6087 

81.9406 

94.1311 

108.5406 

145.8337 

198.4267 

272.9584 

50 

73.6828 

84.5794 

97.4843 

112.7969 

152.6671 

209.3480 

290.3359 



























Apendice II 

6. VALOR ACTUAL DE UNA ANUALIDAD DE $ 1 : 


427 


n 

ii % 

2 % 


1 *% 

1 4 % 

5 % 

6% 

1 

.9852 

.9804 

.9756 

.9709 

.9615 

.9524 

.9434 

2 

1.9559 

1.9416 

1.9274 

1.9135 

1.8861 

1.8594 

1.8334 

3 

2.9122 

2.8839 

2.8560 

2.8286 

2.7751 

2.7232 

2.6730 

4 

3.8544 

3.8077 

3.7620 

3.7171 

3.6299 

3.5460 

3.4651 

5 

4.7826 

4.7135 

4.6458 

4.5797 

4.4518 

4.3295 

4.2124 

6 

5.6972 

5.6014 

5.5081 

5.4172 

5.2421 

5.0757 

4.9173 

7 

6.5982 

6.4720 

6.3494 

6.2303 

6.0021 

5.7864 

5.5824 

8 

7.4859 

7.3255 

7.1701 

7.0197 

6.7327 

6.4632 

6.2098 

9 

8.3605 

8.1622 

7.9709 

7.7861 

7.4353 

7.1078 

6.8017 

10 

9.2222 

8.9826 

8.7521 

8.5302 

8.1109 

7.7217 

7.3601 

n 

10.0711 

9.7866 

9.5142 

9.2526 

8.7605 

8.3064 

7.8869 

12 

10.9075 

10.5753 

10.2578 

9.9540 

9.3851 

8.8633 

8.3838 

13 

11.7315 

11.3484 

10.9832 

10.6350 

9.9856 

9.3936 

8.8527 

14 

12.5434 

12.1062 

11.6909 

11.2961 

10.5631 

9.8986 

9.2950 

15 

13.3432 

12.8493 

12.3814 

11.9379 

11.1184 

10.3797 

9.7122 

16 

14.1313 

13.5777 

13.0550 

12.5611 

11.6523 

10.8378 

10.1059 

17 

14.9076 

14.2919 

13.7122 

13.1661 

12.1657 

11.2741 

10.4773 

18 

15.6726 

14.9920 

14.3534 

13.7535 

12.6593 

11.6896 

10.8276 

19 

16.4262 

15.6785 

14.9789 

14.3238 

13 1339 

12.0853 

11.1581 

20 

17.1686 

16.3514 

15.5892 

14.8775 

13.5903 

12.4622 

11.4699 

21 

17.9001 

17.0112 

16.1845 

15.4150 

14.0292 

12.8212 

11.7641 

22 

18.6208 

17.6580 

16.7654 

15.9369 

14.4511 

13.1630 

12.0416 

23 

19.3309 

18.2922 

17.3321 

16.4436 

14.8568 

13.4886 

12.3034 

24 

20.0304 

18.9139 

17.8850 

16.9355 

15.2470 

13.7986 

12.5504 

25 

20.7196 

19.5235 

18.4244 

17.4131 

15.6221 

14.0939 

12.7834 

26 

21.3986 

20.1210 

18.9506 

17.8768 

15.9828 

14.3752 

13.0032 

27 

22.0676 

20.7069 

19.4640 

18.3270 

16.3296 

14.6430 

13.2105 

28 

22.7267 

21.2813 

19.9649 

18.7641 

16.6631 

14.8981 

13.4062 

29 

23.3761 

21.8444 

20.4535 

19.1885 

16.9837 

15.1411 

13.5907 

30 

24.0158 

22.3965 

20.9303 

19.6004 

17.2920 

15.3725 

13.7648 

31 

24.6461 

22.9377 

21.3954 

20.0004 

17.5885 

15.5928 

13.9291 

32 

25.2671 

23.4683 

21.8492 

20.3888 

17.8736 

15.8027 

14.0840 

33 

25.8790 

23.9886 

22.2919 

20.7658 

18.1476 

16.0025 

14.2302 

34 

26.4817 

24.4986 

22.7238 

21.1318 

18.4112 

16.1929 

14.3681 

35 

27.0756 

24.9986 

23.1452 

21.4872 

18.6646 

16.3742 

14.4982 

36 

27.6607 

25.4888 

23.5563 

21.8323 

18.9083 

16.5469 

14.6210 

37 

28.2371 

25.9695 

23.9573 

22.1672 

19.1426 

16.7113 

14.7368 

38 

28.8051 

26.4406 

24.3486 

22.4925 

19.3679 

16.8679 

14.8460 

39 

29.3646 

26.9026 

24.7303 

22.8082 

19.5845 

17.0170 

14.9491 

40 

29.9158 

27.3555 

25.1028 

23.1148 

19.7928 

17.1591 

15.0463 

41 

30.4590 

27.7995 

25.4661 

23.4124 

19.9931 

17.2944 

15.1380 

42 

30.9941 

28.2348 

25.8206 

23.7014 

20.1856 

17.4232 

15.2245 

43 

31.5212 

28.6616 

26.1664 

23.9819 

20.3708 

17.5459 

15.3062 

44 

32.0406 

29.0800 

26.5038 

24.2543 

20.5488 

17.6628 

15.3832 

45 

32.5523 

29.4902 

26.8330 

24.5187 

20 . 72 ( H ) 

17.7741 

15.4558 

46 

33.0565 

29.8923 

27.1542 

24.7754 

20.8847 

17.8801 

15.5244 

47 

33.5532 

30.2866 

27.4675 

25.0247 

21.0429 

17.9810 

15.5890 

48 

34.0426 

30.6731 

27.7732 

25 . 26)67 

21.1951 

18.0772 

15 . 65 ( H ) 

49 

34.5247 

31.0521 

28.0714 

25.5017 

21.3415 

18.1687 

15.7076 | 

60 

34.9997 

31.4236 

28.3623 

25.7298 

21.4822 

18.2559 

15.7619 j 




































Respuestas a los ejercicios 
de numero impar 


GRUPO 1, pp. 19-20 

1. a 3 + e 2 6 — 26 3 —2 ab-. 3. 2x- 5. 2c 2 — cd2d + c. 

7. 2* 3 — 6* 2 + 5* •— 2. 9. 3a + 6by — 5c? 2 — dy* 11. 2* 3 +7* —4. 

13. —2.v 3 + 2* 2 —* + 10. 15. —4* 2 + 13* —6. 17. 6. 19. * —2 y. 
21. —m + 9n. 23. (a) ~ 2: (b) —15. 25. -a+ 56 — 6c. 

27. 6 m — n + p. 29. 4* 2 —3. 31. 3a 3 + a 2 — a. 

GRUPO 2, pp. 28-29 

I. —16a 3 6 3 . 3. * 3 y 2 — 2*>> 3 4*}' 2 . 5. 3a 3 — a 2 6 - - 20a6 2 + 146 3 , 

7. a 3 + 86 3 , 9. —m 6 + 2 to* — 3m 4 I- 4m 3 — 3m 2 + 2m — 1. 

II. xyz + axv + axz + ay; r a-x + a-y 4- a 2 * + a 3 , 13. a 5 — 6 5 . 

15. a 4 4- 1. 

37. a 4 — 2a 3 6 + a 2 6-', 39. a 2 * 2 —* 2 ) 2 . 41. a 2 + 2ac + r 2 — b-. 

43. 12* 2 + 2* — 4. 45. 27m a — 54m 2 n 2 + 36mn 4 — 8n°. 47. * 8 —1. 

49. a 2 + 6 2 + c 2 + d" — 2a6 + 2ac — 2 ad -— 26c + 2bd — 2 cd. 

GRUPO 3, p. 37 

1. — 2x 2 yz. 3. 2a* — 46.v. 5. 2* — 3)'. 7. a — 36. 

9. m* — tn 2 n + ran• — n J . 11. x* — **)• + *V — *)' 3 ~ }'*• 

13. * 2 — 2.v.v • 2y*. 15. 2a 2 — 3a6 + 6 2 . 17. 2* —) + 2. 

19. Q ~ 2a' 4 2u 2 — a +1, ft = —6. 21. a 2 —2a6 + 6 2 . 

27. * + 2>\ 31. 2* 4-) - 2. 33. —51. 35. .*• + * —3. 

GRUPO 4, p. 44 

I. 2*>-(* 2 — 3y). 3. 26 2 (2m 4-3») 2 . 5. (* + y + a) (x + y — a). 

7. (m — n + 6)(m — n— b). 9. '.3a — 2)(2a 4 3). 

II. (4*—3) (3* — 5). 13. (2m -3n)(5m + n). 

15. (* + y— 2)(* + )• + 3). 17. (* + 3)(*— 2y). 

19. 2a 2 (2* — y) (m + 2n). 21. (2* — y) 3 . 

23. (a6 2 + 3c 2 d)(a 2 6 4 — 3ab 2 c-d + 9c*tP). 25. (1 + my) (1 4- y) (1 — y). 
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Respuestas a los ejercicios de numero impar 


27. (x 2 + l)(x 2 —x 4 l)(x 4 —x 2 + 1). 

29. (x 4* y 4“ z) (x -f y — z)(x4z— x) (y 4 z — x). 

31. (2x—l)(x 4 2)(3x —2). 33. (a 4 26) (a — b) (3a — 2b). 

35. (x 4 l)(x — 2)(x 4 3). 37. (x 4 — 16) (x 4 3). 

39. m(m — l)(2m 4 3) (m 4 n). 


GRUPO 5, pp. 49-50 

a _ x — y 


I . 


9. 


3. 


x* — xy 4 y 2 
3x2—1 

11 . -. 

X— 1 x(x 2 -1 ) 


„ x „ 3*4 3 

5. -. 7. *44-- z — 

x 2 4 1 


13. 


1—x 
3x 


x 2 —4 


. 15. 


a 4 4 a 2 4 1 


17. 0. 19. 
27. 1. 31. 
39. 

x 4 2 


0 . 

6 

7* 

41 



3 ax 

X- 1 

21. 

-, 

23. x a. 25. 


2 by 

x 4 2 

33. 

, 

35 . 37 . 2x) ' 



* 2 + y 2 

1 — 

X. 

43. x. 45. “ 


2x 2 


GRUPO 6, pp. 55-56 


3. 8. 
17. x 


1 

5. 

5 


7. 

64 


9. - 4 . 
3 


ii.l. 


13. m. 15. ma. 


19. x — 21. x 2 + at 1 . 23. x — 3x’%V» + 3.v'/*) ,2 /i • 


25. a — b. 27. m 3 — 1. 29. x‘h — x'l*y' ! * + y 1 !-. 


31. a'l> + a'l‘x'1* + V/*. 33. x*y 1 *. 35. 


x —y 


37. 2(4 — X 3 )'/*. 39. 


2xy 


x 2 (x + 2y) 


(x + y) 2 


GRUPO 7, pp. 61-62 

5. —3 b-yTPT 7. 3a*x\/$ax. 9. ^ V 6^ 11. Via. 

13. 2V3 —3V2. 15. y'6 4- y 2 . 17. 12V3~. 19. VT. 

21. V32. 23. V6 + 2 —VjVT 5- 25. ^2 — y432 — y2. 

27. 30.-12^6. 29. 9V3—llVT. 31. 2V7F. 33. 0. 

35. 6. 4 - 2Va 37. 5 4 - 2V"6. 39. 2 V3 ^ 3V2 —V30 

41. 1 — V 1 — 43 VT0-\^35 ^ \^(*+ 1) 

a 1 5 b — a 


GRUPO 8, pp. 64-65 

11. (x—2y43)(3x4y—2). 15. a{x — y);a(x— y) (* 4 y) (x 4 2y). 

21. (a) VT; (b) V'l 23. 3.7220508. 27. ■ * - + ± 

1 — a 

29. y9 + y6 + y'4. SI. 3 4- 2^5. 33. — \fab. 
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GRUPO 9, pp. 71-72 

oy _ / W _ _ 7 

1. (a) (b) r — 1/—. 3. d = V2A 5. 1; 7; 

*rr 2 r f!rh 9 

9. 4; 5; 3. 11. 3 + 2V2. 13. 0; 0; 8; 8. 15. 5 4- 2V6- 

—1 6x + 1 

17. -. 25. -. 

(x 4 h 4 l)(x 4- 1) 2x 4 3 

GRUPO 10, p. 80 

29. —1, 2. 31. 0.7, —2.7. 33. 0, 1, 2. 


GRUPO 11, p.p. 87-88 


l. 1. 3. 5. 


19. 


2rs 

r 4* s 


5. 7. 


21. y - 


7. a. 

6 — 3* 
_ 2 ' 


9. m. 

6 — 

x =- 

3 


11 . 

2 y 


25. 




31. 


b. 13. 0. 15. 5. 17. 2. 

— bx ab — ay 

23. y =-, x =--- 

a b 


9 

2 ’ 


GRUPO 12, pp. 89-90 

I. 9, 12. 3. 6, 7, 8. 5. 9, 15. 7. 50. 9. 16, 24, 32. 

II. 20 m. 13. 1% hs. 15. 24 hs. 17. 3 hs. 

19. 42 Km. 21. 15 min. 23. 2 de 609fc, 4 d.e 90%. 

25. 37.5 Kg. 27. 49Vn min. despues de las 3. 

29. A, 6 dias; B, 3 dias; C, 2 dias. 


GRUPO 13, pp. 99-100 

1. (1, 1). 3. (3, —1). 5. (0, 0). 7. No hay solucion. 

9. No hay solucion. 11. ^—2, 13. (2a, b). 15. (4,3,2). 

17. (2,3,6). 21. %. 23.72. 25. 300 Km, 50 Km/hs. 

27. a = 2, b = 3. 29. A, 3 dias; B, 4 dias; C, 5 dias. 


GRUPO 14, p. 106 

I. 1, 2. 3. 1. 5. 2,3. 7. 4,-3. 9. 5,-2. 

II. 1 ± yfi. 13. - 2 . 15. (0, —fi). 17. 2 ± 3i. 19. 3 ± i. 

a b __ 

21 -. 23. b ± Vo. 27. 15 m. por 10 m. 29. 3 hs., 6 hs. 

b a 

31. 100. 33. 3.04 segs. 35. 5 cm., 7 cm. 


GRUPO 15, pp. 111-112 

1. Reales y designates: —l; -6. 3. Complejos conjugados; 2; 3. 

5. Reales y dcsigualcs; 4; 1. 7. 4. 9. —8, 4. 11. 5. 

13. x 2 —7x4 12 = 0. 15. x 2 —2 = 0. 17. x 2 —2x—4 = 0. 
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19. (.v—2)(x —5). 21. (x + 1 -4- 2i)(*+ 1 — 2i). 23. k - 1; — 2. 

31. fl = 2, b = —1. 33. —2. 

7. 1, 1, —3 ± 2 Y 2. 

13. 3, —5. 15. 1. 17. No hay solucion. 

25. 16x 2 + 25y 2 *= 400. 

GRLPO 17, pp. 122-123 

I. min. = 3 para x — —2. 3. min. = 0 para x — 3 . 5. max. — 4 para x = 1. 

9 

7. Pos. si x < 1 y x > 4; neg. si 1 < x < 4; cero si * = 1,4; min. = —- 
5 

si x —- . 9. Pos. para toda x ^ 1; cero si x = 1; min. *= 0 para x ■* 1. 

3 1 I 

II. Pos para toda x real: min. = - si * ~ . 15. - . 

4 2 2 

17. 7 cm. cada uno. 19. 25 m. por 50 m. 25. ax 2 — 6o.v + 9<i + 5, a > 0. 


10 

25. 3. 27. 1. 29. 2,——. 


GRL1PO 16, p. 117 


1. ±1, ±4. 3. 4. 5. 4.-. 

4 

—1 ± Y' 33 

9. 2.—1, ---. 11. 5. 

4 

16 

19. 2. 21. —. 23. 1, —3. 

25 


GRUPO 18, pp. 128-129 

9 3 


1. (4,2), 3 (>.2), (4,-4). 5. 1,-1), (1,-1). 

5 -i- V"7i 5 —VTi\ / 5 — V"7i 5 + y/Ji\ 


( J 


V -H 


2 

(6\/l3 6\ 13^ /6\M3 — 6V73\ (— 6yT3 6V13^ 

V 13 ’ 13 ' V 13 - * 13 / v 13 ’ 13 / ’ 


-). 9. (1,1), (—1,-1). 


(— GV13 —6V13^ 

V 13 ’ 13 ) 

17. (4,0), (4,0), (-4,0), (-4,0). 


/V10 v'6 \ /V10 — V6 \ /—Vio V6 \ / 

« 9 . . —v. l- 2 — > tv »v 


■vio —V? 


Vio V 6 


/—V10 —v '6 


0 


21. 5. 2. 23. 15 m. por 25 m. 25. ^. 

m 
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GRUPO 19, pp. 133-134 

1 . ( 2 , 1 ), (- 2 ,- 1 ), ( 1 , 2 ), (— 1 ,— 2 )._ 

3. (2,-2), (—2,2), (0.2V2), (0,—2V2). 

/5 13\ / 5 13\ 

5. 3,5), (-3,-5),(-, t )(- ? ,- y ) 

15. (2,1), (1,2), (-1,-2), (-2,-1). 

Vl5 1 VT5 


17. (2,-1), (—1,2),Q + 


2 ’’2 


')• (f 


V15 , 1 V15 

~ 2~ 1 ’2 + 2 


VT5\ 

2 V 


19. (4,-3), (—4, 3), (—3,4), (3,-4). 21. (4,2), (—2,--l). 

23. (1,5), I 

-39 25 > 


( 1 


/I 


U’ 

6 / 

u* 

2 ) 


/ 39 25 \ 

27 - (1 * 5) -(»*»)• 29 2 ’ 2 ' 


GRUPO 21, pp. 141-142 

17. a >— 1, a# 1. 

GRUPO 22, pp. 149-150 

1 . * > 4. 3. x > 2. 5. * < —2. 

7. Pos. si —1 < x < 2;neg. si x < —1, x > 2; cero si x = —1, 2. 

1 

9. Pos. para toda x. 11. x > 3, x < —2. 13. x > —, x < —3. 

4 

15. Para toda x. 17. Para toda x. 19. Para toda x 7 ^ 4. 

21. x>7. 23. x>4, x<—4. 25. it >4, it <—4. 27. —4 < * < 0. 

29. — 5 < k < 5. 31. —2 < x < 0, x > 1. 33. 1 < * < 2, * < — 1. 

35. x < —2, 1 < x < 4. 37. x > 1. 39. —3 < x < 1. 41. — 2 < x < 1. 

5 1 1 

43. x > 4. 45. — -<x <— -,x> L 47 * x > — 2*”" 1 > JC> “' 2 * 

49. 0 < x < 1, x > 2. 

GRUPO 23, p. 152 

1. —2 < x < 2. 3. 1 < x < 3. 5. 4 < x < 6 . 7. 0 > x > —4. 

3 

13. x>3. 15. l<x<2. 17. x > —-. 

19. x > 4. 21. x> 6 , 2<x < 3. 

GRUPO 25, pp. 166-167 

1. 81a 4 — 108a 3 6 4 54a 2 6 2 — 12afc 3 + b 4 . 

3. x® + 18x 6 y + 135x 4 y 2 + 540x 3 y3 + 1215x 2 y 4 +1458xy 5 + 729y 5 . 

a 4 16 16 

5. x 8 + 4 x I3 /2 4- 6 x 5 + 4 x'h + x 2 . 7.-a 2 + 6 - 1 -. 

16 a 2 a 4 

x 2 4x 4y 2 y 4 

9.-h 6 - 1 -. 11. a® — 4a 3 + 6 — 4a ~ 3 + a~ 6 . 

y 4 y 2 x x 2 
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13. a 3 + 3a 2 b 4- 3afe 2 + fc 3 — 3a*c—6abc—3b 2 c 4- 3 ac* + 3 bc* — c*. 

28 

15. 1 28a* — 448a c 6 4 - 672a*&2 — 560a 4 fc 3 . 17. a 8 — 3 a*b + 4 d*b* -a° 6 ». 

9 

19. \2x ll l*y'h + 66 *s>— 220**/*//*. 21. 1 — * 4- at 2 — * 3 . 

1 1 1 

23. 1 4 - 2* 4- 3x2 + 4 * 3 . 25. 1 -* 2 -.v 4 -*«. 29. 1.04060401. 

2 8 16 

231 

31. 0.995. 39. 792 fhy'h. 41. — 43. —252. 

231 231 1215y 4 

45. - a«b« -47. 8 * term. -- — . 49. 5’ term. = 1820y-*V«. 

16 32 2 * 4 

GRUPO 26, pp. 174-175 

I. x = 2,y = -3. 3. * = 3, y - —1. 5. (2, -1), (—2, 1). 

7. (o, — i)(2, i). 9.4 —». 11 . — 1 + 5 i. 13.3i. 15. ai. 17.13. 

— 1 2 
19. 6 f 8 i. 21 . —4— 2 V 6 . 23. —4. 25. —«. 27. —|—£. 

5 5 

29. 1 — 2i. 31. —2 + i. 33. - + - i. 

2 2 

GRUPO 27, pp. 182-183 

II. 1 + i. 13. 5 — i. 15. —1 + i. 17. 8 + 2«. 19. 2 —3i. 

21. 1—4/. 23. —4i. 25. r = 4, e = 120°. 27. r = 2, « = 210°. 

29. r = 7, « = 180°. 31. r = 8 , » = 240°. 33. 6 i. 35. —V 3 — i. 

3 3 — 

37. - + - V 3t. 38. — 2 . 

4 4 


GRUPO 28, pp. 188-189 

1. 4V2" + 4V2iI 3. 27 i 5. 25 (cos 80° + isen80 o ). 7. —8i. 

9. —- + -i. 11 . —i. 13. —8. 15. —128 + 128V3£. 

4 4 

3 3 V~3 

17. —16— 16V3i 19. —3, - ± — i. 21. r = V2, * = 45°, 165°, 285° 

23. 1 ± «, —1 ± / 25. r = 2, e = 0°, 72°, 144°, 216°, 288°. 

27. r = V?, e = 15°, 75°, 135°, 195°, 255°, 315°. 

29. r - 2, fl = 15°, 60°, 105°, 150°, 195°, 240°, 285°, 330°. 

31. r - 1, 9 = 30°, 70°, 110°, 150°, 190° 230°, 270° 310°, 350°. 

1 VI 1 Vs 

33. ±U- ±—i. 

2 2 2 2 


3 3\^3 

35. ±1, ±i. 37.3,-±-i. 

’ 2 2 


GRUPO 29, pp. 196-197 

27. r = 4.196, 0 — 17° 35'. 29. u = —--=£— 

x 2 + y 2 ’ x 2 + y 2 
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GRUPO 30, pp. 196-197 

g 

I. 14. 3. —5. 5. —2. 7. y = 3*-. 9. y - 2x* — 3** + 5*. 

X 

19. 5.5 segs. 21. 4 segs. 23. 400 Kg. 25. 16.7% deer. 27. 17.4%.decr. 
29. 5.8% cr. 


GRUPO 32, pp. 216-217 

1. 42; 242. 


29 


3. —17, —56. 5. — ■ 52. 7. a„-16, = —44. 

9. n = 14; a„ = —15. 11. n = 9, d = —5. 13. n - 17, a„ = —3. 15. 63. 

■ 7.-2. 19.-2,0,2,4.6. 21. ! 

3 3 * 3 * 3 ' 

23. d = 1, o 6 = 0. 25. a 7 = —4, j 12 -30. 29. n*. 31. 2n* + n. 

33. 5. 35. 1,0. 37. dj 4--—d, -f -rf, 39. —2n. 

43. 78.4 m.; 34.3 m. 45. 1357. 


GRUPO 33, pp. 221-222 

3 i 

1. 1024; 2046. 3. 4096 ; 5461. 5. - ; 94% 7. ; n - 6. 

2 6 243 

9. r = 2; = 126. 11. o, = 5; a, = 320. 13. 4, 1, 

4 

l5 ’ 4’2’ 1 ' 2,4 - 17 *?• r = \,a x = 12. 21. a, = 729, = 364. 

23. = na v 29. (JL) 8 . 31. 12-^ m lts. 33. 2,8. 


GRUPO 34, pp. 224-225 

1.1 3 . 1 , 1 . 5 . 1 , 1 , 1 . 

9 4 2 5 3 7 

O OQ 

13.12. 15. 2, i ,4;-|,_ 


46 

T 


7 7 7 7 7 
2’3 V5’6‘ 


—23. 



11. 3,5. 


GRUPO 35, pp. 231-232 

1 . 24. 3. 1(3 + V3). 5. 1(V5 + 1). 7. 9. —. 11. —. 

2 4 9 99 333 

1489 1 

13——. 19.15 m. 21.—. 27.11. 

3300 16 


GRUPO 36, pp. 239-240 

5 

5. 7, —17. 7. 40, —12. 9. —-, —0.8291. 11. *= + lx + 3, —8. 

13. + x* + * + 1, —1. 15. 4* 3 — 2at 3 — 2x 4 4, 5. 17. No. 19. SI. 

21. Si. 23. No. 25. Si. 27. *— 2, * + 3. 29. 3, —2. 

31. x 3 — 3x2 + 3x— 2; 5. 33.-4. 35.-5. 37. a = 2, b - — 1. 
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GRUPO 37, pp. 244-245 

1. 1, 2, 3. 3. 0,4, —2. 5. ±1, ±2. 7. 4, — 3, 2 < * < 3, — 1 < * < 0. 

9. 2, —1, 5 < x < 6, — 4 < x < —3. 11. ±2. 13. 1, 1, 1, —2, — 2. 

19. 1 < * < 2, x > 3. 21. *> 1, *<—2. 23. —2 < * < 1, * > 3. 


GRUPO 38, pp. 248-249 

I. x 3 — 2x2 _ , + 2 = o. 3. x* — x 2 — 16x3 + 4x + 48 = 0. 

5. x 3 — 3* 2 + 2 = o. 7. x 4 — 6x 3 + 8* 2 + 2x — 1 = 0. 

9. x® — 2x 4 — 6x 3 + 20x2 _ I9x + 6 = 0. 

II. X 4 + X 3 —11x2 + 35x —50 = 0. 13. —1, —2. 15. 2 ± i. 

17. ±VS. 19. ±2i. 21. 2±VS. 

23. A = 2, B = 3. 25. A= —1, B = 1, C = — 1. 


GRUPO 39, pp. 251-252 

1. 1 + i, — 3. 3. 2 — *, 1, 1- 5. — V5, — 1. 7. 3 — V2, 1, 2. 

9. —i, 1 + 27, 5. 11. 0, 2—V2, 2 —2«. 13. x 3 —4* 2 —2* + 20 = 0. 

15. X 4 — 4x3 + 24x2 _ I6x 4- 80 = 0. 17. x 4 — 3x 3 — 9*2 + 25x — 6 = 0. 

19. (x —2)(x 2 + 5* + 7). 21. (* + l)(x2 + x + 1). 

23. (2x — I)(* — 2)(x 2 — 2x — 1). 


GRUPO 40, pp. 255-256 

I. 1 pos., 1 neg., 2 complejas. 3. 2 pos., 1 neg. ;1 neg., 2 complejas. 

5. 6 complejas. 7. ! nula, 4 complejas. 9. ±1, 6 complejas. 

II. 8 complejas. 13. 2 nulas, 3 pos.; 2 nulas, 1 pos., 2 complejas. 

15. 3 pos., 2 neg., 4 complejas; 1 pos., 2 neg., 6 complejas; 3 pos., 6 complejas; 
1 pos., 8 complejas. 

GRUPO 41, p. 260 


11. 0, 0, —1, 2, ±V2«. 

1 5 

17.4,- ±-i. 19. 

2 2 

GRUPO 42, pp. 267-268 

1. 2.6. 3. 1.1. 5. 2.5. 7. 3.4. 9. —1.24. 

13. x 3 + x2 —26x + 24 = 0. 15. x 3 —6x2— \ 2 x + 112 •= 0. 

19. 2x 4 — 6x3 — 7x 2 + 12 _ o. 21. x 4 + 3x3 + 2*2 + x + 1 = o. 

23. X 3 — 10x* + 9x + 56 = 0. 25. x 3 — x 2 — 9* + 9 = 0. 

29. 3x 3 + 5x2—34* — 24 = 0. 31. *< + 6*3 + llx* + 10* + 1 = 0. 

33. 2x 3 + 3.06x2 + 1.0606* —0.989698 = 0. 35. 3* 3 — 13* 2 — 18* + 40 = 0. 


12 1 1± V5 

—6. 7. 3, —5,-, - . 9. 0, ± -, -. 

3 3 2 2 

1 1 1 ± V 7i 

13. 1, ±3i. 15. —3, -. 

3 6 2 

2 

—2. 21.3. 23. —1, -. 29.3 cm. 

3 
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GRUPO 43, pp. 271-272 

I. 3.21. 3. 1.25. 5. 3.19. 7. 1.095. 9. 3.264. 11. 2.157. 17. 0.28. 

19. 4.464. 21. 2.736. 23. 1.913. 25. —3.271. 27. 1.933. 

29. 1.075 cm., 2.9 cm. 


GRUPO 44, pp. 274-275 

1 . — 1, 3. 2, 3, 4; k = 26. 5. 2, —2, -. 7. —3,—3, 4. 

2 2 4 

9. 3, i, -9. 11. -j, —1, -3. 13. 1, 3, -2. 15. i i -4, -4. 

11 3 

17. -,-, 6, 1. 21. 23. ab - c. 

3 3 2 


GRUPO 45, p. 82 

i.JL + . 1 


x — 2 x + 4 

3 2 

7. -+ 


3. 


x 4- 3 x—3 


5. 


1 . + . 2 


11 . 


.v—3 2x + 1 x — 1 
3 4 


9. x + 1 + 


x + 2 x — 3 x + 5 
3 2 


x+1 (x+1) 2 

4 2 

15. -r + 


3 1 

13. - +-+ 

X x r 

1 


X —2 x + 3 
2 6 


x + 5 


X— 1 (x — l) 2 x+1 (x+1) 

\ 2 1 2 

17. -+-— + 


x + 2 (x + 2) 2 x—1 (x—l) 2 

3 2 1 1 

19. 2 + - + — +-. 

X X 2 X—1 (x— l) 2 


GRUPO 46, pp. 285-286 

2 x — 3 2x 4 x — 1 x — 3 

I-1-. 3.-. 5.-. 

x — 1 x* + 1 x 2 + 1 x 2 + 2 x 2 + 2 x 2 + 3 

4 2 2x + 1 1 2 x—1 

7. -+-. 9. 2 +-+----. 

x+1 x—1 x 2 + x + 3 x x 2 x 2 + x + 3 

X+1 X- 1 

11 .- H-1- . 

X 2 + X + 1 (x 2 + X + l) 2 

3 4 2x — 1 x 4 3 

13.-+-. 

x x 2 x 2 — x + 1 (x 2 — x + l) 2 

2 13 2x 

15. ■ -:— + + ■ ~ ~ ■ . 

x+1 (x+1)* X 2 — x+1 (x 2 — x+1) 2 

3 1 2x— 1 x + 2 

X — 1 (x 1 ) 3 X 2 + X + 1 (x 2 + X + 1 ) 2 

3 x+1 2 2x 

19. 2x + 1 +- +-----+ -—— 

x 2 + 3 x 2 + 1 (x 2 + l) 2 (x 2 + l) 3 
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GRUPO 47, pp. 289-291 

3. 16. 5. 24. 7. 1980. 9. 20; 25. 11. 60; 120; 120. 13. 4; 8; 2". 

15. /". 17. 504. 19. 421,200. 21. 13,353,984. 23. 6720. 25. 1190. 

GRUPO 48, pp. 293-295 
5. (a) 5040; (b) 7. 7. 10. 9. 2. 11. 720 

(/> + <7) • 

17. 462. 19. —-—. 21. 325. 23. 240. 

p\q\ 

29. 2520. 31. 720. 33. (a) 5040; (b) 1440. 

GRUPO 49, pp. 298-299 

3. (a) 70; (b) 21. 5. 8. 7. 9. 9. 2. 13. 1365. 15. 1001. 17. 11. 
19. 720. 21. (a) 495; (b) 330; (c) 210. 23. 3150. 25. 861. 27. 36. 
29. 714. 


13. 51,840. 15. 560. 

25. 720. 27. 5760. 

35. (a) 720; (b) 240. 
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GRUPO 53, pp. 333-335 


15 . 


7776 

459 


216 16 

7. (a)-; (b)-. 

625 625 


9. 0.2646. 


512 


17. 


29. 4; 


14080 
59049 ' 


8585216 

9765625* 
63 


19. 


1053 

3125* 


1 

23. 

2 


31. 


256 


11 . 


25. 


128 

5 

324 


13. 


13 

3888 


63 

27. 5; -. 

256 


GRUPO 54, pp. 342-343 

I. —14. 3. —28. 5. — 3ax. 7. x 2 — 6x — 3. 9. 2, —3. 11. (5, —2). 

13. (—3, 4). 15. No hay soluci6n. 


GRUPO 55, pp. 350-352 

1. 73. 3. 107. 5. 16. 7. 48. 9. 2,3. 11. (3, 1, 2). 13. (2,6,—?). 

15. (0, 0, 0). 33. x — 2y — 2 = 0. 35. 13. 

GRUPO 56, pp. 360-363 

9. 7. 11. 1 4- *2 4- y 2 4- z 2 . 13. —24. 15. 3. 17. 1288. 

23. 6x 2 4- 6y 2 — 32* — 25y — 34 = 0. 29. 40. 31. {a — b) (b — c) (c — a). 
33. (a — fc)(a — c)(a — d)(fc — c)(b — d)(c— d). 


GRUPO 57, pp. 372-373 

3. (3, —1, 2). 5. (—3, 0, 1). 7. (1, —1, 3, 2). 9. (2, —1, 0, 2, 0). 

15. 1:2:—1:3. 17. (1, 2, —1, 1). 

19. 1, 12, 5; 2, 10, 6; 3, 8, 7; 4, 6, 8; 5, 4, 9; 6, 2, 10. 21. (3, 2, 1). 

23. k= 1, (2, 2,-1). 

GRUPO 58, p. 379 

1 2 

I. log 2 16 = 4. 3. log 1 /* — = - . 5. log, z = y. 7. 10 2 = 100. 

4 3 

3 

9. 10 -i « o.l. 11. 8 2 /* = 4. 13. 3. 15. 4. 17. 10. 19. - 

2 

21. 64. 25. x = 1 4- log 10 y. 

GRUPO 59, p. 384 

9. \og b (x 4- 1) + log b (*— 1) — log 6 {x 4- 2) — log 5 (x-^-2). 

II. log b x 4- 2 Iog 5 (x 4* 2) — 4 log b (x — 2. 

13. i[log 5 (x 2 4- l)-log b (x 2 4- 2)]. 

15. 4. 17. 0.72. 19. (a) 3; (b) 4. 21. x = log b y — 2. 

y — 1 y—1 b' 

23. x - log b —-. 25. x = log b ——. 27. x = —-- . 

y y 4-1 o — 1 
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GRUPO 60, pp. 389-390 

5. 3. 7. 1, —2. 9. 


log 5 


2 log 3 — log 5 


15. i In 2. 
2 


23 
35. *2 


17. In 2. 19. —In 2. 

CE—Q 


21 . 


11 . In (1 + VT). 13. In 3. 
log ra — loga 1 




C.E 
1 . 37. *=* 


log r 

29. 3. 31. 3. 


25. 4. 27. 5. 

ey 2 . 39.4* 2 + 4y 2 —* 


33. 2. 


0 . 


GRUPO 61, pp. 397-398 

1. 4.322. 3. 1.167. 5. 1.099. 7. 2.332. 11. 177.8. 13. 1.695. 

15. 2.894. 17. 1.909. 19. 159.7. 21. 7791. 23. 1.802. 25. 0.2918. 

27. 0.8096 m 2 . 29. 12.95 cm 2 , 4.380 cm’. 31. 16.98. 33. 2.457 segs. 


GRUPO 62, pp. 406-407 

1. $15. 3. $762.50. 5. $990.90. 7.3%. 9.6.19%. 11. 25 anos. 

13.2%%. 17. $609. 19. $486.72. 21. $4438.55. 23. $ 2693.80. 

25. 15.73 anos. 27. 14.07 anos. 29.;' = ( 1 + -J — 1; r - n[l + ;')*/*—1], 
33. 1.09344. 

GRUPO 63, pp. 413-414 

3. $3210.81. 5. $6003.05; $4055.45. 7. $ 1940.52; $ 1625.16. 

9. $ 1484.94. 11. $50,000. 13. $ 197.20. 15.11. 17. $ 1844.11. 

19. $ 122.89. 21. $655.55. 29. $111.02. 



Indice 


Abscisa, 76 
Adicion, 2, 13 
de fracciones, 46 
de numeros coinplejos, 172 
de radicales, 58 

su representacidn geometrica, 177 
Alfabeto griego, 418 
Algebra, su estructura, 8 
de cuatemiones, 9 
de matrices, 9 
de numeros coinplejos, 10 
sistemas de numeros usados en, 2 
su naturaleza, 7 
su teorema fundamental, 245 
sus fundamentos, 1 
sus postulados, 3 
Amortizacidn, fondo de, 410 
tabla de, 410 
Amplitud, 179 
Antilogaritmo, 293 
Anualidad, 407 
ordinaria, 407 

Anualidades, sus aplicaciones, 410 
Argumento, 179 

Aproximacion de raices irraciona- 
les, 261 
Asintotas, 209 

Barra, 13 
Bibliografia, 415 
Binomio, 12 

irracional cuadratico, 251 
ley del, 326 
su desarrollo, 328 

Briggs, sistema de (logaritmos), 385 

Calculo logaritmico, 395 
Campo de numeros, 38 
irreducible, 39 
reducible, 39 
Capital, 399 

Capitalizacion continua, 405 
periodo de, 401 


Caracteristica, logaritmos comunes, 
391 

Cero de una funcion, 79, 83 
Cero, su definicion, 3 
Circunferencia, su ecuacion, 124 
Cociente, 4, 30 
Coeficiente, 12 
Coeficientes binomiales, 163 
Coeficiente binomial, 305 
su valor maximo, 305 
Coeficientes del desarrollo de la po- 
tencia de un binomio, 302 
Coeficiente principal, 233 
Cofactor de un elemento de un de- 
terminante, 344 
Cologaritmo, 397 
Combinaciones, 295 
complementarias, 296 
Combinacion lineal, 93 
Completar un cuadrado, 103 
Coordenadas, sistema unidimensio¬ 
nal, 74 

sistema rectangular, 75 
Condicion necesaria y suficiente, 62 
Conjugado, como ralz de una ecua¬ 
cion entera racional, 249 
Constante absoluta, 67 
Constante de proporcionalidad, 200 
Constante de variacidn, 199, 200 
Conversion, periodo de, 401 
Cramer, regia de, 365 
Cuadrante, 76 
Cuatemiones, 9 
Curva, 78 
Curva cerrada, 108 
Curva de frecuencias simples, 
acumulativas, 33 

Curva normal de probabilidad, 333 
Curva de probabilidad, 330, 332, 
333 

De Moivre, teorema de, 184 
Denominador, 4, 44 


441 


442 


Indice 


Depreciation, fondo de, 410 
Descartes, regia de los signos de, 
252, 253 

Desarrollo binomial, 159, 164 
del binomio, 328 
Desigualdad, 135 

relacion de orden, 165 
su sentido, 136 
sus propiedades, 136 
Determinantes, 337 
*e cualquier orden, 352 
del sistema, 339, 364 
de orden n, 337 
de segundo orden, 338 
de tercer orden, 352 
diagonal principal, 338 
su calculo, 347 
su descrrollo, 344 
sus elementos, 338 
sus propiedades, 340 
Diagonal principal de un determi- 
nante, 338 
Diferencia, 14 
tabular, 393 

Distribution de frecuencias, simples, 
332 

acumulativas, 332 
binomica, 333 
normal, 333 

Discriminante de la ecuacion cua¬ 
dratica, 107 
Dividendo, 4, 30 
Division, 4, 30 
exacta, 36 
de fracciones, 47 
de numeros complejos, 172 
de subcon juntos, 299 
regia de los signos, 32 
sintetica, 236 
su definicion, 30 
su procedimiento, 35 
Divisor, 4, 30 

Ecuacion completa, 252 
conditional, 81, 82 
con fracciones, 86 
con radicales, 115 
cuadratica con una inc6gnit,a, 10J 
cuadr&tica o de 2° grado, 101 
defectuosa, 85 
de primer grado, 85 
de segundo grado con dos varia¬ 
bles, 123 

entera racional, 233 
entera, sus caracterfsticas, 244 


identica, 81, 82 
indeterminada, 92 
incompleta, 252 
lineal, 85 

lineal con dos incognitas, 81 
reducida, 247 
su forma can6nica, 101 
su grafica, 78 
su fdrmula, 103 
sus miembros, 81 
sus propiedades, 107 
Ecuaciones de forma cuadratica, 113 
equivalentes, 83 
linealcs, sistemas de, 363 
logaritmicas, 288 
su transformation, 263 
Eje, 75 

de los numeros imaginarios, 176 
de los numeros reales, 176 
Elimination, 92 
Elipse, su ecuaci6n, 124 
Enteros, 2, 3 
Exponente, 5 
cero, 54 
fraccionario, 53 
negativo, 54 
racional, 54 

Exponentes, sus leyes, 25, 33, 45, 51, 
52 

Expresion algebraica, 9, 11, 12 
cuadratica, su reducibilidad, 110 
Extension de una grafica, 207 
Extremos de la progresion geome- 
trica, 220 

de una progresion aritmetica, 216 

Factorizacidn, 39 
Factorial, 160 

Factor de racionalizacibn, 60 
Fondo de amortization, 410 
Forma polar, 179 

completa de un numero complejo, 
189 

Formula del binomio, 159 
de la ecuacion de 2* grado, 104 
Fracci6n impropia, 45 
propia, 45 
Fracciones, 4, 44 
compuestas, 48 
decimales periodicas, 231 
parciales, 277 
simples, 44, 45 
Frecuencia, su definicion, 312 
Funcion algebraica, 72, 73 
de varias variables, 69 



Indice 


443 


expiicita, 69 
implicita, 69 
inversa, 69 
multiforme, 69 
uniforme, 78 

Funci6n aritm6tica, su grafica, 117 
continua, 376 
cuadratica, 101 
exponencial, 375 
su gr&fica, 376 
sus caracteristicas, 376 
lineal, 81 

racional entera, 81 
logarltmica, 377 
su base, 378 
su grafica, 378 
racional entera, 73 
exponencial, 74 
irracional, 73 
logaritmica, 74 
trascendente, 74 
trigonom^trica, 74 
su cero, 79 
su clasificaci6n, 72 
su definicion, 68 
su notacion, 69 
su representacion grafica, 77 

Grado de los polinomios, 12 
Grado de un t£rmino, 12 
Grafica de una ecuaci6n, 78 
de un polinomio, 140 
Grupo, 189 

Hiperbola, su ecuacion, 125 
Homer, m£todo de aproximaci6n de 
268 

Identidad, 81, 82 
Inccuacion, 135, 136 
Inecuaciones cuadraticas o de segun- 
do grado, 143 

lineales, o de primer grado, 142 
su representacion, grafica, 143, 144 
Induccion matematica, 153 
Indice, 52 

Interns continuo, 405 
compuesto, 401 
simple, 399 
tasa de, 399 
periodo de, 399 
Intercepcion de una curva, 206 
Interpolaci6n lineal, 261 
de logaritmos, 393 
Inversion, 353 


Ley asociativa de la multiplicacion, 

21 

de la adicion, 13 
conmutativa de la adicidn, 13 
de la multiplicaci6n, 21 
del binomio, 326 
de los radicales, 57 
de los exponentes, 25, 33, 45, 52 
Limite, 226 
Llave, 12 

Localization de un punto, 76 
Logaritmo, 375 

cambio de base, 382 

modulo, 382 

sus caracteristicas, 377 

su definicidn, 377 

sus propiedades fundamentales, 

sus sistemas, 385 

Logaritmos decimales, c51culo con, 
395 

naturales, 385 
tablas de, 390, 420 
Lugar geom6trico, 78 

Mantisa, 391 
Matrices, 337 
Matriz, 9 
Maximos, 120 
Mixiino comun divisor, 65 
Medio aritmetico, 216 
arm6nico, 223 
geometrico, 221 
Menor, 344 

denominador, comun, 47 
Metodo de Horner, 268 
Minimos, 120 

Minimo comun multiplo, 43 
Minuendo, 14 
Modulo, 179 

del sistema de logaritmos, 382 
logaritmico, 386 
Monoinio, 12 
Monto, 400 
compuesto, 401 
tablas de, 424 

Monto de una anualidad, 407 
Monto de una anualidad, tablas de, 
426 

Mortalidad, tabla de, 315 
Multinomio, 12 
Multiplicacion, 2 
sus leyes, 21 

de numcros complejos, 172 
de radicales, 58 
propiedad conrnutativa, 9 


444 


Indice 


regia de los signos, 24 
Multiplicador, 21 
Multiplicand©, 21 

Neper, sistema de (logaritmos), 385 
Numerador, 444 
Numeros complejos, 6, 169 
su forma canonica, 172 
su representacion polar, 178 
su representaci6n rectangular, 
175 

conjugados, 107, 171 
hipercomplejos, 9 
imaginarios puros, 170 
irracionales, 5 
negativo, 171 
Numeros negativos, 15 
correspondiente, 15, 16 
Numeros no negativos, 18 
positives, 15, 16 
racionales, 4 
reales, 6 

Ocurrencias, numero de, 313 
Operaciones racionales, 65 
algebraicas, 7, 11 
Oportunidad, 312 
Ordenada, 76 

Origen, del sistema de coordenadas, 
75 

Parabola, su ecuaci6n, 118, 124 
valor maximo, 118 
valor minimo, 118 
v£rtice y 18 
Parametro, 67 

Pascal, triangulo de, 163, 304 
Par^ntesis, 13 
rectangular, 13 
Periodo de anualidad, 407 
de interns, 401 
Permutaciones, 287 
su numero, 291 
circular o ciclica, 293 
Polinomio, 12, 73 
homogeneo, 12 
su grafica, 240 
sus caracteristicas, 244 
Postulados, 1, 2 
Potenciaci6n, 5 

Potenciacidn de numeros complejos, 
183 

Potencia de un numero, 5 
Probabilidad, 309 
a posteriori, 313 


a priori, 311 
curva de, 330, 332, 333 
empirica, 313 
estadistica, 313 
definiciones, 310 
Proceso algebraico, 8 
Producto, 3, 21 
de fracciones, 47 
Progresion armonica, 222 
aritm&ica, 214 
geometrica, 218 
su diferencia, 214 
su raz6n, 218 
su suina, 219 
geometrica infinita, 226 
Progresiones, 213 

Proporcionalidad, coastante de, 200 
Propiedad conmutativa de la multi- 
plicacidn, 9 

divisora, de la igualdad, 30 
distributiva, de la multi plicaci6n, 
9 

sustractiva de la igualdad, 14 
Pruebas repetidas, 324 

Racionalizacion de denominador, 57, 
60 

Radicacidn, 5 
de numeros complejos, 185 
Radical de una raiz, 5 
Radicales, 56 
su orden, 56 
sus leyes, 57 
Radicando, 56 
Raices extranas, 84 
Raices y coeficientes, sus relaciones, 
272 

racionales, 256 
irracionales, 261 
su naturaleza, 249 
Raiz de indice, 52 
de multiplicidad, 242 
de una ecuacion, 82 
de una ecuaci6n, su numero, 245 
principal, 52 
Radicales seinejantes, 58 
Raz6n, 199 

Reciproco de fracciones, 47 
Reciproco, 32 
Redundante, 84 

Reducibilidad de la expresi6n cua- 
dratica, 110 
Regia de Cramer, 365 
de los signos de Descartes, 252, 
253 



Indice 


445 


Representaci6n geom^trica de la su- 
ma de numeros complejos, 
177 

polar de numeros complejos, 178 
Residuo de la divisi6n, 36 

Secciones c6nicas, 124 
Signos radical, 52 
Signos de radicales, 114 
Serie infinita, 163, 228 
convergente, 228 
divergente, 229 
geom£trica, infinita, 228 
su suma, 228, 230 
Simplificaci6n de fracciones, 46 
de radicales, 57 

Sistema compatible de ecuaciones li- 
neales, 94 

de Briggs (logaritmos), 385 
defectuoso, 369 
dependiente, 95, 367 
de ecuaciones lineales, 363 
de ecuaciones de segundo grado, 
125 

de ecuaciones lineales, 92 
de ecuaciones simetricas, 131 
de logaritmos, 385 
de numeros usados en Algebra, 2 
de numeros racionales, 4 
de numeros reales, 5, 6 
de numeros complejos, 7 
eliminante, 371 

natural (Neperiano) de logarit¬ 
mos, 385 
homog£neo, 99 
incompatible, 367 
incompatible de ecuaciones linea¬ 
les, 95 

no homogeneo, 367 
redundante, 370 
Soluci6n algebraica, 233 
comun, 92 
de una ecuacion, 82 
gr&fica de ecuaciones lineales, 94 
por radicales, 233 
trivial, 367 
unica, 93 
Subconjunto, 170 
divisi6n en, 299 
Subradical, 56 
Sucesion, 213 
finita, 213 
infinita, 213 
Sucesos compuestos, 318 
dependientes, 319 


independientes, 318 
mutuamente, excluyentes, 321 
simples, 313 
Suma, 3 

algebraica, 12 
notacidn para, 302 
Sustraccion, 14 
su definicidn, 14 
de fracciones, 46 
de numeros complejos, 172 
su representacion grafica, 178 
Sustraendo, 14 

Tabla de amortizaci6n, 411 
de logaritmos, 390 
de logaritmos naturales, 420 
de mortalidad, 315 
de monto compuesto, 424 
de monto de un anualidad, 426 
Termino de la anualidad, 407 
Tasa de interes, 399 
efectiva, 404 
nominal, 402 

Teorema del binomio, 159 
de De Moivre, 184 
fundamental del Algebra, 245 
del factor, 236 
del residuo, 235 
Teorfa de las ecuaciones, 233 
Termino algebraico, 11 

maximo del desarrollo del bino¬ 
mio, 328 

principal de un determinante, 353 
racional entero, 12 
semej antes, 12 
su grado, 12 

Transformaci6n de ecuaciones, 263 
Transposici6n de terminos, 85 
Triangulo de Pascal, 163, 304 
Trigonometrfa, definiciones, 416 
formulas, 417 
tablas de logaritmos, 420 
Trinomio, 12 

Unidad, 32 
Imaginaria, 6, 170 

Valor absoluto, 15 

de un numero complejo, 179 
Valor actual, 400 

de una anualidad, 409 
del monto compuesto, 402 
Valores crfticos de inecuaciones, 144 
Valor mas probable, 329 
Variable, 67 


446 


Indice 


su dominio, 67 
compleja, sus funciones, 
dependiente, 68 
independiente, 68 
Variacion, 199 
funcional, 199 
especial o proporcional, 
directa, 199 
inversa, 200 


combinada, 200 
194 conjunta, 200 

en las funciones algebraicas, 206 
Variaci6n en signo, 253 
Vec tores, 191 
Vinculo, 13 
199 

Yarbrough, 318 


OQO 



La edickX composiciOn, diseno e impreskx de esta obra fueron reauzados 
bajo la supervisi 6 n de GRUPO NORIEGA EDITORES. 

Balderas 95, Col. Centro. Mexico. D.F. C.P. 06040 
2226920000904632DP92121 



/QUE ES AGA, SEGAP, ETC.? 

www.gnosisTR .com 

La ASOCIACION GNOSTICA Samael Aun Weor es una institution creada con 
ei fin de conseguir la superacion del hombre a traves del e studio del Ser y del 
saber. 

Su objeto de estudio es el hombre, su origen, aquello que es, las cuituras 
creadas por el y el universo en el que habit a. Como base de este estudio 
tenemos al Gnosticismo y sus principios universales. 

El termino “gnosticismo” recoge en el significado mismo de la palabra la idea 
de sistemas o corrientes dedicados al estudio de la Gnosis. 

La palabra “gnosis” viene del griego “gnosis”, que signiftca “conocimiento”. La 
Gnosis es el conocimiento iluminado reservado a una elite. 

La Gnosis es una funcion muy natural de la Conciencia, una Philosophia 
Perennis et Universalis. La Gnosis es el principio inteligente que en cada 
tiempo se oculta tras el simbolismo y en forma de filosofia responde a estas 
tres eternas preguntas: ^porque? <Jc6mo? ^donde? 

La Gnosis es una profunda emocion superior que nos conduce a la busqueda 
de todo lo bello y sublime del arte magistral o Ars Regia de la naturaleza. La 
ciencia gnostica es matematica en la investigacion y exacta en la expresion. 

En defmitiva, la Gnosis es aquel principio etemo cosmico revestido con las 
formas religiosas de cada raza, pueblo o cultura, de acuerdo a la idiosincrasia 
presente en cada tiempo. Una doctrina de sintesis, con valores completamente 
propios que permiten al buscador sincero lie gar a la esencia del saber 
universal. 



www.gnosisTR.com 

Si despues de leer esta informacion, le interesa recibir por correo electronico 
nuestro curso por correspondencia, le invitamos a enviai' su solicitud al correo 
gnosistr rd2feyahoo.es . con gusto les enviamos las monograiias. 

Adjuntamos un enlace que explica el objetivo de dichas monograiias: 

Siga el enlace para baiar la monografia en formato PDF: 

http: /1 www.mediafire.com/Pmd23mmijnat 


Siga el enlace para bajar la monografia en formato WORD: 

http: j t www. mediaT; re. com / ?atomd 4zn v5ci 












